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Ïóñòü � åñòü ïðîñòàÿ æîðäàíîâà äóãà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.Â ðàáîòàõ ïîñëåäíèõ ëåò ôóíêöèåé Ñåã¼ äëÿ ýòîé äóãè íàçûâàþòòàêóþ ãîëîìîðôíóþ â C n � ôóíêöèþ S(z), ÷òî
S+(t)S�(t) = �(t); t 2 �;

ãäå � åñòü çàäàííàÿ íà � ôóíêöèÿ, à S�(t) îçíà÷àþò ïðåäåëüíûåçíà÷åíèÿ S(z) â òî÷êå t 2 � ñëåâà è ñïðàâà ñîîòâåòñòâåííî.Â äàííîé ðàáîòå ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ Ñåã¼ íà íåñïðÿìëÿåìîéäóãå ñ êîíöàìè â òî÷êàõ �1. Â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ëåæàò ñâîéñòâàïðåîáðàçîâàíèÿ Êîøè ïðîèçâîäíîé ïî z îò ôóíêöèè
F (z) := 1pz2 � 1 ;

ïîíèìàåìîé êàê îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Ââåäåíèå
Â òå÷åíèå ïîñëåäíåãî äåñÿòèëåòèÿ áûëî îïóáëèêîâàíî áîëüøîå ÷èñëîðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ïðèìåíåíèþ êðàåâîé çàäà÷è Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà ïðèèññëåäîâàíèè îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ è ðàçëè÷íûõ èõ îáîáùåíèé.Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ êàê ìàòðè÷íàÿ çàäà÷à Ðèìàíà (ò.í. ïîäõîä Äåéôòà-×æîó, ñì., íàïð., [1, 2, 3, 4]),òàê è îáû÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Ðèìàíà èäðóãèå ñâÿçàííûå ñ íåé êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îáû÷íîé (ò.å. íå ìàòðè÷íîé)ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè íà ïëîñêîñòè èëè íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè (ñì.[5, 6, 7]). Ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå ðàáîòû Ô.Í.Ãàðèôüÿíîâà, ãäå ìåòîäûèäåè òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ áèîðòîãîíàëüíûõñèñòåì ôóíêöèé, ñì., íàïð., [8]. Â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ ñóùåñòâåííóþ ðîëü
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èãðàåò àíàëèòè÷åñêàÿ â C n � ôóíêöèÿ S(z), èìåþùàÿ íà çàäàííîé äóãå� çàäàííîå ïðîèçâåäåíèå ñâîèõ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ñëåâà è ñïðàâà:
S+(t)S�(t) = �(t); t 2 � n fa1; a2g; (1)

ãäå a1;2 - êîíöû äóãè �. Ýòó ôóíêöèþ íàçûâàþò (ñì, íàïð., [6]) ôóíêöèåéÑåã¼ äëÿ ýòîé äóãè â ÷åñòü îäíîãî èç ñîçäàòåëåé ñîâðåìåííîé òåîðèèîðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ãàáîðà Ñ¼ãå. Ôîðìàëüíîå ëîãàðèôìèðîâàíèåýòîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ ïðèâîäèò ê êðàåâîé çàäà÷å Ðèìàíà
�+(t) + ��(t) = f(t); t 2 � n fa1; a2g; (2)

ãäå � è f - ëîãàðèôìû S è � ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ êóñî÷íî ãëàäêèõ äóãðåøåíèå òàêîé çàäà÷è Ðèìàíà èçâåñòíî (ñì., íàïð., [9], ñ. 442) è ñòðîèòñÿñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà òèïà Êîøè. Îäíàêî â ñëó÷àå íåñïðÿìëÿåìîé äóãè� ýòà òåõíèêà íå ðàáîòàåò, ïîñêîëüêó â îïðåäåëåíèè êîíòóðíîãî èíòåãðàëàR� �dz âîçíèêàþò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè. Òàê, åñëè ïîíèìàòü ýòîò èíòåã-ðàë â ñìûñëå Ñòèëüòüåñà, òî íàèáîëåå ïðîñòûì äîñòàòî÷íûì (õîòÿ è íåíåîáõîäèìûì) óñëîâèåì åãî ñóùåñòâîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîñòü âàðèàöèèz êàê ôóíêöèè íà äóãå �, ÷òî ðàâíîñèëüíî ñïðÿìëÿåìîñòè ýòîé äóãè.Ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòó [10], ãäå çàäà÷à (1) âïåðâûå áûëà èññëåäîâàíàáåç ïðåäïîëîæåíèÿ îá îòñóòñòâèè íóëåé ó èñêîìîé ôóíêöèè. Íî êîíòóð� è â ýòîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàëñÿ ñïðÿìëÿåìûì.Çàäà÷à Ðèìàíà íà íåñïðÿìëÿåìîé äóãå áûëà âïåðâûå ðåøåíà â ðàáîòå[11] ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè êâàçèðåøåíèé.Â äàííîé ðàáîòå ìû ðåøàåì åå ïóòåì çàìåíû èíòåãðàëà òèïà Êîøèïðåîáðàçîâàíèåì Êîøè íåêîòîðûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Â ðåçóëüòàòåçäåñü óäàåòñÿ îñëàáèòü îãðàíè÷åíèÿ ðàáîòû [11] íà äóãó �.Ïðåîáðàçîâàíèå Êîøè ìåðû ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì �
C� := 12�i

Z d�(�)� � z ;
íàçûâàåìîå òàêæå ïîòåíöèàëîì Êîøè, ñòàëî â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿïîïóëÿðíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèé (ñì., íàïð., [12, 13, 14]). Â ÷àñòíîìñëó÷àå, êîãäà íîñèòåëü � åñòü ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ, d� = f(t)dt è f(t)åñòü èíòåãðèðóåìàÿ íà ýòîé êðèâîé ôóíêöèÿ, ýòî âûðàæåíèå ïðåâðàùàåòñÿâ èíòåãðàë òèïà Êîøè.Îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Êîøè ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ ñ ìåð íà îáîáùåííûåôóíêöèè. Åñëè ' åñòü îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì
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S íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, òî åå ïðåîáðàçîâàíèå Êîøè îïðåäåëÿåòñÿðàâåíñòâîì
C' := 12�ih'; 1� � z i;

ãäå z 62 S è ' ïðèìåíÿåòñÿ ê 1��z êàê ê ôóíêöèè ïåðåìåííîé �.Îòìåòèì, ÷òî ñõîäíûé îáúåêò èññëåäîâàëñÿ ïîä íàçâàíèåì "àíàëèòè÷åñêîåïðåäñòàâëåíèå"â êíèãå [15]. Îäíàêî àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå â ñìûñëåýòîé êíèãè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íîñèòåëåì íà ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëÿåòñîáîþ àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ.Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äàííîé ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà íåêîòîðîãîñåìåéñòâà îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Âî âòîðîì èññëåäóþòñÿ èõ ïðåîáðàçîâàíèÿÊîøè. Íàêîíåö, â òðåòüåì ïàðàãðàôå íà ýòîé îñíîâå ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿêðàåâàÿ çàäà÷à Ðèìàíà (2) íà íåñïðÿìëÿåìîé äóãå, ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿÑ¼ãå è îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû åå åäèíñòâåííîñòè.
1 Ñâîéñòâà îáîáùåííîé ôóíêöèè @@z 1pz2�1
Ïóñòü � åñòü ïðîñòàÿ æîðäàíîâà äóãà ñ êîíöàìè â òî÷êàõ�1. Â äàëüíåéøåììû ñ÷èòàåì, ÷òî îíà, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñïðÿìëÿåìà, íî èìååò íóëåâóþïëîñêóþ ìåðó Æîðäàíà. Ïóñòü F (z) åñòü îäíîçíà÷íàÿ â C n � âåòâüôóíêöèè 1pz2�1 : Äëÿ êîíêðåòíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî òà èç äâóõîäíîçíà÷íûõ âåòâåé ýòîé ôóíêöèè, ðàçëîæåíèå êîòîðîé â ñòåïåííîé ðÿäâ îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè èìååò âèä F (z) = 1z + : : : .Ôóíêöèÿ F ãîëîìîðôíà â C n �, îãðàíè÷åíà âíå ëþáûõ îêðåñòíîñòåéòî÷åê�1, à â ýòèõ òî÷êàõ èìååò îñîáåííîñòè ïîðÿäêà 1=2. Òàêèì îáðàçîì,ýòà ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà â ëþáîì êðóãå. Ëþáóþ ôóíêöèþ F 2 Lloc(C)ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ îáîáùåííîé ôóíêöèåé, äåéñòâóþùåé ïî ïðàâèëó

hF; !i = ZZ
C
F (z)!(z)dzdz; ! 2 C10 (C);

ãäå C10 (C) îçíà÷àåò, êàê îáû÷íî, ïðîñòðàíñòâî âñåõ çàäàííûõ íà êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè, èìåþùèõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûåâñåõ ïîðÿäêîâ, à dzdz � dz^dz = �2idxdy. Ìû ðàññìîòðèì îáîáùåííóþôóíêöèþ @F@z ; òî åñòü ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
@@z � 12

� @@x � 1i @@y
�
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ê îáîáùåííîé ôóíêöèè, ïîëó÷åííîé òàêèì îáðàçîì èç óïîìÿíóòîé âûøåâåòâè 1pz2�1 : Ïðè ýòîì ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç F+(t) è F�(t) ïðåäåëüíûåçíà÷åíèÿ ôóíêöèè F ïðè ïðèáëèæåíèè â âíóòðåííåé òî÷êå t äóãè �ñëåâà è ñïðàâà ñîîòâåòñòâåííî; äóãà � îáõîäèòñÿ îò òî÷êè �1 ê òî÷êå+1. Î÷åâèäíî, F�(t) = �F+(t):
Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé îáîáùåííîé ôóíêöèè (ñì., íàïð., [16])

h @@zF; !i = �ZZ
C
F @!@z dzdz: (3)

Åñëè íîñèòåëü ! íå ïåðåñåêàåò �, òî ïî ôîðìóëå Ãðèíà ìû ïîëó÷àåì
h @@zF; !i = �ZZ

supp! @F!@z dzdz = Z
� F!dz = 0;

ãäå � åñòü ñïðÿìëÿåìàÿ ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, íå ïåðåñåêàþùàÿ � èîãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùóþ supp!: Ýòî çíà÷èò, ÷òî supp @F@z ��. Íî èç ëåììû Âåéëÿ (ñì. [16]) ñëåäóåò, ÷òî C n supp @F@z íå èìååò îáùèõòî÷åê ñ � (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ F áûëà áû àíàëèòè÷åñêîé âòàêîé îáùåé òî÷êå). Ïîýòîìó
supp @F@z = �:

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà � ñïðÿìëÿåìà, ýòó îáîáùåííóþ ôóíêöèþìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñòðîèì îò òî÷êè �1 ê +1äîïîëíèòåëüíóþ ñïðÿìëÿåìóþ äóãó �0 òàê, ÷òîáû îáëàñòüD, îãðàíè÷åííàÿçàìêíóòîé êðèâîé �S�0, íàõîäèëàñü ñëåâà îò �. Ôóíêöèþ F (z) ïðåäñòàâèìâ âèäå ñóììû F (z) = F+(z) + F�(z), ãäå F+(z) ðàâíà F (z) â îáëàñòè Dè íóëþ âíå åå, à F�(z) - íóëþ â îáëàñòè D è F (z) âíå åå. Òîãäà â ñèëóôîðìóëû Ãðèíà
h@F+
@z ; !i = �ZZ

D
@F!@z dzdz = Z

�S �0
F+(t)!(t)dt:

Àíàëîãè÷íî,
h@F�
@z ; !i = �Z

�S �0
F�(t)!(t)dt
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Íî, òàê êàê F++F� = F , à ñêà÷îê F ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç �0 ðàâåí íóëþ,èìååì
h@F@z ; !i =

Z
�(F+(t)� F�(t))!(t)dt = 2Z� F+(t)!(t)dt:

Òàêèì îáðàçîì, @F@z ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿñ âåñîì 2F+ íà íåñïðÿìëÿåìûå êðèâûå.Íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóëû (3) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ! 2 C10 (�), ãäå �- ëþáàÿ êîíå÷íàÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ �,
jh@F@z ; !ij � 2 supfj@!@z j : z 2 �gZZ� jF jdxdy � Ck!kC1(�):

Ïîýòîìó îáîáùåííóþ ôóíêöèþ @F@z ìîæíî ïðîäîëæèòü äî íåïðåðûâíîãîôóíêöèîíàëà íà C1(�). Èíà÷å ãîâîðÿ, îáîáùåííîå èíòåãðèðîâàíèå @F@zïðèìåíèìî ê ëþáîé äèôôåðåíöèðóåìîé â îêðåñòíîñòè � ôóíêöèè.Îäíàêî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî @F@z îãðàíè÷åíî è ïî íîðìå áîëåå îáøèðíîãîïðîñòðàíñòâà, à èìåííî Ã¼ëüäåðà. Ïðîñòðàíñòâîì Ã¼ëüäåðà H�(A) íàêîìïàêòåA íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ çàäàííûõ íà ýòîì êîìïàêòå ôóíêöèé,óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì �, òî åñòü óñëîâèþ
h�(f) := supfjf(t1)� f(t2)jjt1 � t2j� : t1;2 2 A; t1 6= t2)g <1;

ñíàáæåííîå íîðìîé kfkH�(A) � h�(f) + kfkC(A), ãäå kfkC(A) îçíà÷àåòîáû÷íóþ ðàâíîìåðíóþ íîðìó ïðîñòðàíñòâà C(A).Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ âåðõíÿÿ ìåòðè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü.Å¼ îïðåäåëåíèå òàêîâî. Äëÿ êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà A � C ðàññìîòðèìâñå åãî ïîêðûòèÿ êðóãàìè, äèàìåòð êàæäîãî èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò". ×åðåç N"(A) îáîçíà÷èì íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî êðóãîâ â òàêîìïîêðûòèè. Âåðõíåé ìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ íàçûâàåòñÿ
dmA = lim"!0 lnN"(A)ln "�1 :

Ýòà ðàçìåðíîñòü ââåäåíà â ðàáîòå [18] (ñì. òàêæå [19]). Ëåãêî âèäåòü,÷òî 1 � dmA � 2, ïðè÷åì îíà ðàâíà 1 äëÿ ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ è 2äëÿ ìíîæåñòâ, èìåþùèõ âíóòðåííèå òî÷êè. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãîðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ
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Òåîðåìà 1 Ïðè � > 34 dm��12 îáîáù¼ííàÿ ôóíêöèÿ @F@z äîïóñêàåò îöåíêó

jh@F@z ; !ij � Ck!kH�(�)
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ! 2 C10 (�). Çäåñü � åñòü ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ
îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ �.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ìû âîñïîëüçóåìñÿ ðàçáèåíèåì Óèòíè(ñì., íàïð., [17], ñ. 199). Îíî ñîñòîèò èç íåíàëåãàþùèõ äèàäè÷åñêèõ êâàäðàòîâQ, íàêðûâàþùèõ Cn� è òàêèõ, ÷òî

dist(Q;�) � diamQ
Îáîçíà÷èì ÷åðåç W ýòó ñîâîêóïíîñòü êâàäðàòîâ, à ÷åðåç mn - ÷èñëîêâàäðàòîâ ñî ñòîðîíîé 2�n, âõîäÿùèõ â ðàçáèåíèåW. ÏóñòüW1 - ñîâîêóïíîñòüâñåõ êâàäðàòîâ èç W ñî ñòîðîíîé íå áîëüøå 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç � òàêóþîáëàñòü, ÷òî � = SQ2W1 Q. Î÷åâèäíî, � � �. Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì�� = SQ2W1 @Q. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ! 2 C10 ()� ðàññìîòðèì åå ñóæåíèåíà �� è îáîçíà÷èì ÷åðåç ~! ïðîäîëæåíèå Óèòíè ýòîãî ñóæåíèÿ. Êàêèçâåñòíî (ñì. [17]), îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ Óèòíè ñâÿçûâàåò ñ çàäàííîéíà êîìïàêòå À ôóíêöèåé f åå ïðîäîëæåíèå fw íà âñþ êîìïëåêñíóþïëîñêîñòü, ïðè÷åì âíå À ýòî ïðîäîëæåíèå èìååò ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ,ïðè÷åì jrfw(z)j � h�(f) dist��1(z;�) (4)
åñëè f 2 H�(�). Ïî ïîñòðîåíèþ ïðîäîëæåíèÿ Óèòíè, âíóòðè êàæäîãîêâàäðàòàQ 2 W1 ôóíêöèÿ ~! ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ñóæåíèÿ! íà ãðàíèöó ýòîãî êâàäðàòà.
Ëåììà 1 Åñëè f 2 H�(@Q) è p < 11�� , òîZZ

Q jrfwjpdxdy � Ca2�(1��)php�(f)
ãäå a - ñòîðîíà êâàäðàòà Q, h�(f) - êîýôôèöèåíò Ã¼ëüäåðà ôóíêöèè f
íà ãðàíèöå Q, à C íå çàâèñèò îò è îò f:
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ÷èòàòü, ÷òîöåíòðîì êâàäðàòà íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ðàçîáüåì êâàäðàò åãîäèàãîíàëÿìè íà ÷åòûðå ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà. Â êàæäîì èç íèõ dist(z; @Q)
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ðàâíà a2 � x èëè a2 � y, ãäå z = xi+ y. Îáîçíà÷èì îäèí èç òðåóãîëüíèêîâ(äëÿ êîíêðåòíîñòè, ñ âåðòèêàëüíûì îñíîâàíèåì) ÷åðåç T . Òîãäà, ñîãëàñíîíåðàâåíñòâó (4),
ZZ

T jV fwjpdxdy � hp�(f)
Z a

2

0 dxZ x
�x dy(a2 � x)(1��)p = 2hp�(f)

Z a
2

0 xdx(a2 � x)(1��)p
Ïðè óñëîâèè p < 11�� ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ. Çàìåíà ïåðåìåííîéx = at2 íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê òðåáóåìîé îöåíêå.Ïðè ! 2 C10 (�) èìååì:

h@F@z ; !i = �ZZ
� F @!@z dzdz = ��Q2W1

ZZ
Q
@F!@z dzdz =

= �Q2W1

Z
@Q F!dzdz = �Q2W1

Z
@Q F ~!dzdz = �ZZ

� F @~!@z dzdz
Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè,

����h@F@z ; !i
���� � 2�ZZ� jF jqdxdy

� 1
q �ZZ

� j@~!@z jpdxdy
� 1

p

ãäå 1p+1q = 1. Ïåðâûé èç èíòåãðàëîâ ñõîäèòñÿ ïðè q < 4. Âòîðîé îöåíèâàåìñîãëàñíî ëåììå:ZZ
� j@~!@z jpdxdy � Chp�(!)�1n=0mn(2�n)2�(1��)p;

ãäå mn åñòü ÷èñëî êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíîé 2�n â íàøåì ðàçáèåíèè Óèòíè.Èç îïðåäåëåíèÿ âåðõíåé ìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ñëåäóåò (ñì., íàïð.,[20]), ÷òî mn � C2nd, ãäå d - ëþáîå ÷èñëî, áîëüøåå dm�. Â ðåçóëüòàòåñëàãàåìûå ïîñëåäíåé ñóììû îöåíèâàþòñÿ âåëè÷èíàìè âèäà 2(d�2+(1��)p)n,è ýòà ñóììà êîíå÷íà ïðè d � 2 + (1 � �)p < 0, òî åñòü ïðè p < 2�d1�� . Ìûäîëæíû ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû 1p < 34 ; îòñþäà � > 34d � 12 , ÷òî çàâåðøàåòäîêàçàòåëñòâî òåîðåìû.Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî @F@z ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëàíà çàìûêàíèè C10 (�) ïî íîðìå H�(�), åñëè � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþòåîðåìû. Ýòî çàìûêàíèå íå ñîâïàäàåò ñ H�(�), íî îíî ñîäåðæèò H�(�)ïðè ëþáîì � > �. Ïîýòîìó ýòî ïðîäîëæåíèå îïðåäåëåíî íà H�(�) ïðè
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ëþáîì �, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ òåîðåìû. Ìû áóäåì íàçûâàòü åãîïðîäîëæåíèåì Óèòíè îáîáùåííîé ôóíêöèè @F@z è îáîçíà÷àòü (@F@z )w. Èìååì�@F@z
�w (f) = �ZZ

C
F @ ~f@z dzdz;

ãäå ~f - ïðîäîëæåíèå Óèòíè ñóæåíèÿ f 2 H�(�) íà �� ñ êîìïàêòíûìíîñèòåëåì. Ïîëó÷èòü òàêîå ïðîäîëæåíèå ìîæíî óìíîæåíèåì (f j��)w íàôóíêöèþ !0 2 C10 , ðàâíóþ 1 â îêðåñòíîñòè �.Ýòî ïðîäîëæåíèå ïîçâîëÿåò ââåñòè ñåìåéñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé@F@z f ïî ôîðìóëå
h@F@z f; !i =

�@F@z
�w (f!) = �ZZ

C
F @ ~!f@z dzdz:

Îíè îïðåäåëåíû ïðè òîì æå óñëîâèè íà � è èìåþò íîñèòåëü íà �. Ýòèîáîáùåííûå ôóíêöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåãðèðîâàíèÿ ïî äóãå� ñ âåñàìè âèäà 2F+(t)f(t).Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ìîæíî íåñêîëüêî óïðîñòèòü, çàïèñàâåå â âèäå
h@F@z f; !i = �ZZ

C
F @!(f j�)w!0@z dzdz;

òî åñòü çàìåíèòü ~!f � ((!f)j��)w!0 íà áîëåå ïðîñòîå âûðàæåíèå !(f j�)w!0.Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ìûáû èìåëè äåëî ñ îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé F. Ïîëîæèì ( ~f!)�(f j�)w!!0 =�. Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü. ÷òî RRC F @�@zdzdz = 0. Ïîêðîåì C äâîè÷íûìèêâàäðàòàìè ñî ñòîðîíîé 2�n, à îáúåäèíåíèå òåõ èç íèõ, êîòîðûå èìåþòîáùèå òî÷êè ñ êðèâîé � íàçîâåì �n. Êîëè÷åñòâî äâîè÷íûõ êâàäðàòîâ â�n îáîçíà÷èì ÷åðåç mn, à äëèíó @�n ÷åðåç Ln. Ïîñòðîèì òàêæå îáëàñòüD òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íîñèòåëü !0 ëåæàë âíóòðè D. Òàêèì îáðàçîì,ïîëó÷èìZZ
C
F @�@zdzdz =

ZZ
D F

@�@zdzdz =
ZZ

�n
F @�@zdzdz +

ZZ
Dn�n

F @�@zdzdz
ßñíî, ÷òî ïëîùàäü �n áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè n!1, ïîýòîìóZZ

C
F @�@zdzdz = limn!1

ZZ
Dn�n

@F�@z dzdz:
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôîðìóëà Ñòîêñà ñïðàâåäëèâà äëÿ ôóíêöèè, íåïðåðûâíîéâ çàìêíóòîé îáëàñòè, ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êîòîðîé ñóùåñòâóþòâíóòðè ýòîé îáëàñòè çà âîçìîæíûì èñêëþ÷åíèåì ñèñòåìû èç ñïðÿìëÿåìûõêðèâûõ, ðàçáèâàþùèõ ýòó îáëàñòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòåé, è èíòåãðèðóåìûâ çàìûêàíèè ýòîé îáëàñòè. ÎòñþäàZZ
Dn�n

@F�@z dzdz = Z
@�n

F�dz
Ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà. Î÷åâèäíî, ïðè z 2 @�n ìûèìååì j�j � 2�n�C: Äàëåå, Ln � Cmn2�n è mn � C2nd, ãäå d- ëþáàÿâåëè÷èíà ïðåâîñõîäÿùàÿ dm� (äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâàñì., íàïð., â [20]). Îòñþäà����

Z
@�n

F�dz���� � C Z
@�n

j�jjdzj � C2�n�Ln � C2n(d�1)�n� = C2n(d�1��)
Íî � > 34d� 12 � d�1, ïîýòîìó 2d�1�� ! 0 ïðè n!1. Ìû, îäíàêî, èìååìäåëî ñ íåîãðàíè÷åííîé â îêðåñòíîñòè +1 è -1 ôóíêöèåé F. Òåì íå ìåíåå,äàííîå ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðèìåíèòü è çäåñü. Âûðåæåì êâàäðàòíûåîêðåñòíîñòè òî÷åê -1 è +1 ñî ñòîðîíîé 2�k, îáîçíà÷èì ýòó ïàðó îêðåñòíîñòåé÷åðåç Q è ïðèìåíèì ðàññóæäåíèå ê îñòàâøåéñÿ îáëàñòè. Îáîçíà÷èì �n- îáúåäèíåíèå êâàäðàòîâ äâîè÷íîé ñåòêè ñî ñòîðîíîé 2�n, èìåþùèõ ñ� nQ îáùèå òî÷êè. Ïîëó÷èìZZ

C
F @�@zdzdz =

ZZ
�n

F @�@zdzdz +
ZZ

Dn(�n
S Q) F @�@zdzdz +

ZZ
Q F

@�@zdzdz:
Óñòðåìèì ñíà÷àëà ê 1 âåëè÷èíó n; â ñèëó ïðåäûäóùåãî ðàññóæäåíèÿçäåñü èñ÷åçíóò ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ. Çàòåì óñòðåìèì ê 1 âåëè÷èíók. Ïðè ýòîì â ñèëó èíòåãðèðóåìîñòè F @�@z ïîñëåäíèé èíòåãðàë â ñóììåóñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òåì ñàìûì âîçìîæíîñòü âûøåóêàçàííîé çàìåíûäîêàçàíà. Èç íåå âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè,
Òåîðåìà 2 Ïóñòü f; g 2 H�(�); � � �; � > 34 dm� � 12 : Òîãäà èç
ðàâåíñòâà ñóæåíèé ýòèõ ôóíêöèé íà äóãó � ñëåäóåò ðàâåíñòâî ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ èì èíòåãðèðîâàíèé: @F@z f = @F@z g.
Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðèðîâàíèå @F@z f îïðåäåëÿåòñÿ ñóæåíèåì f íà �. Åñëèôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà òîëüêî íà �, òî ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü åå ïî

9



Óèòíè è ñâÿçàòü ñ íåé èíòåãðèðîâàíèå
h@F@z f; !i = �ZZ

C
F @fw!0!@z dzdz: (5)

Ðàçóìååòñÿ, ïðîäîëæåíèå fw îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî, íî ïðåäøåñòâóþùååòåîðåìå 2 ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî íà îáîáùåííóþ ôóíêöèþ (5) ýòàíåîäíîçíà÷íîñòü íå âëèÿåò. Íå çàâèñèò ýòà îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ è îòâûáîðà êîìïàêòèôèöèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ !0 2 C10 , ðàâíîãî åäèíèöå âíåêîòîðîé îêðåñòíîñòè �.Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàííàÿ çäåñü ñõåìà ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííûõèíòåãðèðîâàíèé ïî íåñïðÿìëÿåìîé äóãå ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [21], íî òàìîíà áûëà ðåàëèçîâàíà òîëüêî äëÿ çàìêíóòûõ êðèâûõ è îãðàíè÷åííûõôóíêöèé F . Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñõåìû ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëîâ ïî íåñïð-ÿìëÿåìûì êðèâûì; ñì. èõ îáçîð â ðàáîòå [21].
2 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Êîøè äëÿ èíòåãðèðîâàíèé.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ Êîøè èíòåãðèðîâàíèé @F@z f , òî åñòüôóíêöèè

C �@F@z f
� = 12�i

�@F@z f; 1� � z
� ; z 2 C n �:

Êîíå÷íî, îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ @F@z f ïðèìåíÿåòñÿ çäåñü íå ê ÿäðó Êîøè,à ê åãî ïðîèçâåäåíèþ íà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ !0 êëàññà C10 , ðàâíóþåäèíèöå â îêðåñòíîñòè � è íóëþ â îêðåñòíîñòè z:Íàñ èíòåðåñóþò ãðàíè÷íûåçíà÷åíèÿ ôóíêöèè C �@F@z f� (z) íà � è åå ïîâåäåíèå â òî÷êàõ �1 è 1:Íî ïðåæäå âñåãî ìû ïîñòðîèì àíàëîã êëàññè÷åñêîé ôîðìóëû Áîðåëÿ-Ïîìïåéþ (ñì., íàïð., [22]).Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî !0 = !1(1 � !2); ãäå!1;2 2 C10 , ïðè÷åì !1 îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòèäóãè �, à !2 - òîëüêî â îêðåñòíîñòè òî÷êè z, ïðè÷åì íîñèòåëü !2 ñîäåðæèòñÿâ êðóãå j� � zj < ", íå ïåðåñåêàþùåì �. Òîãäà ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèþ(5)
C �@F@z f

� (z) = � 12�i
ZZ

C
F (�) @@�

�fw(�)!1(�)(1� !2(�))� � z
� d�d� =

� 12�i
ZZ

C
F @fw!1@� d�d�� � z + 12�i

ZZ
C
F @fw!1!2@� d�d�� � z :
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Ïðåäåë âòîðîãî ñëàãàåìîãî ïðè "! 0 ðàâåí F (z)fw(z)!1(z); â ýòîì ëåãêîóáåäèòüñÿ, ïðèìåíèâ â íåì ôîðìóëó Ñòîêñà â êîëüöå " > j� � zj > �, ãäå� íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî !2 ðàâíà åäèíèöå â êðóãå j� � zj � �: Èòàê,
C �@F@z f

� (z) = F (z)fw(z)!1(z)� 12�i
ZZ

C
F @fw!1@� d�d�� � z ; (6)

ãäå !1 åñòü ëþáàÿ ôóíêöèÿ êëàññà C10 , îáðàùàþùàÿñÿ â åäèíèöó â îêðåñòíîñòè�. Ýòî è åñòü íåîáõîäèìûé íàì àíàëîã ôîðìóëû Áîðåëÿ-Ïîìïåéþ.Ïîëîæèì
G(z) = 12�i

ZZ
C
F @fw!1@� d�d�� � z :

Ýòî èíòåãðàëüíûé ÷ëåí ôîðìóëû (6). Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ ïðåîáðàçîâàíèåÊîøè (èíà÷å ãîâîðÿ, ïîòåíöèàë Êîøè) ìåðû ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåìF @fw!1@� d�d�, è åãî ñâîéñòâà õîðîøî èçâåñòíû (ñì., íàïð., [22]). Òàê, åñëè' 2 Lp èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, òî ôóíêöèÿ
12�i

ZZ
C

'(�)d�d�� � z
ïðè p > 2 íåïðåðûâíà âî âñåé ïëîñêîñòè è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðàñ ïîêàçàòåëåì 1�2p . Â íàøåì ñëó÷àå @(fw!1)@� èíòåãðèðóåìà â ëþáîé ñòåïåíè
p < 2�dm�1�� . Ýòî áûëî óñòàíîâëåíî â ïåðâîì ðàçäåëå (ñì. òàêæå [20]).Óñëîâèå p > 2 âûïîëíÿåòñÿ ïðè � < 12 dm�. Çàìåòèì, ÷òî 12 dm� �34 dm�� 12 , òî åñòü ïðè � > 12 dm� âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.Ôóíêöèÿ F îãðàíè÷åíà âíå ëþáûõ îêðåñòíîñòåé òî÷åê �1. Îáîçíà÷èì÷åðåç K"(�1) êðóãè ðàäèóñà " ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ �1 è ïîëîæèì D =supp!1 n (K"(+1) [K"(�1)). Òîãäà

G(z) = 12�i
�ZZ

K"(1)+
ZZ

K"(�1)+
ZZ

D
�F @(fw!1)@� d�d�� � z :

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ðàäèóñà òðåòüå ñëàãàåìîå íåïðåðûâíî è óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì 1� 2p âî âñåé ïëîñêîñòè.Äëÿ îöåíêè ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì:ZZ
B

jd�d�jj� � z1j�j� � z2j� � Cjz1 � z2j�+��2;
11



ãäå Â - ëþáàÿ êîíå÷íàÿ îáëàñòü, � < 2; � < 2; �+� > 2 (ñì. [22]). Îòñþäàïðè ìàëîì "
j ZZK"(�1) F (�)@(f

w!1)@� d�dz� � z j = jZZK"(�1) F (�)@f
w

@� d�dz� � z j
� (ZZK"(�1) j@f

w
@� jpjd�d�j) 1p (

ZZ
K"(�1) j F (�)� � z jqjd�d�j) 1q

� k@fw@� kLpC(
ZZ

K"(�1) dxdyj� � 1j q2 j� � zjq ) 1q � Ck@fw@� kLp jz � 1j 32� 2
q ;

ãäå 1p + 1q = 1. Òîãäà
32 � 2q = 32 � 2(1� 1p) = 2p � 12 > �12

Èòàê, jG(z)j � Cjz�1j� 1
2 âáëèçè òî÷åê�1. Äàëåå, ñëàãàåìîå F (z)fw(z)!1(z)èìååò ñêà÷îê F+(t)f(t)�F�(t)f(t) = 2F+(t)f(t) íà äóãå � çà èñêëþ÷åíèåìåå êîíöîâ. Êðîìå òîãî, îíî âåäåò ñåáÿ êàê jz � 1j� 1

2 âáëèçè òî÷åê �1.Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ââåäåì ñëåäóþùèå òåðìèíûè îáîçíà÷åíèÿ. Ïîëîæèì �� = � n f�1g. Ëþáóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòóìíîæåñòâà fz : jz � tj < rg n � ïðè t 2 ��; r < jt � 1j áóäåì íàçûâàòüíîðìàëüíîé ïîëóîêðåñòíîñòüþ òî÷êè t. Ìû çíàåì, ÷òî îáà ñëàãàåìûõôîðìóëû (6) â ëþáîé íîðìàëüíîé ïîëóîêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè t 2�� óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì 1 � 2p , ò.å. ñ ëþáûìïîêàçàòåëåì, ìåíüøèì
� = 2� � dm�2� dm� : (7)

Áóäåì îòíîñèòü ê êëàññó H��(�) âñå ãîëîìîðôíûå â Cn�ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèåâ ëþáîé íîðìàëüíîé ïîëóîêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè t 2 �� óñëîâèþ Ãåëüäåðàñ ëþáûì ïîêàçàòåëåì, ìåíüøèì �. Èòàê, ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 3 Ïóñòü f 2 H�(�); � > 12 dm�. Òîãäà ôóíêöèÿ C(@F@z f)(z)
ãîëîìîðôíà â C n � è èìååò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñ îáåèõ ñòîðîí â
êàæäîé òî÷êå t 2 ��. Ïðè ýòîì îíà èìååò ñêà÷îê 2F+(t)f(t) íà äóãå �,
îáðàùàåòñÿ â 0 â òî÷êå 1, óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì

C(@F@z f)(z) = O(jz � 1j� 1
2 )

âáëèçè òî÷åê �1 è ïðèíàäëåæèò êëàññó H��(�), ãäå � îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
(7).
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé f � 1. Ïðîñòîé ïîäñ÷åò íà îñíîâåôîðìóëû (6), ôîðìóëû Ãðèíà è ôîðìóëû Êîøè äàåò C(@F@z 1)(z) = F (z):
3 Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à Ðèìàíà è ôóíêöèÿ

Ñ¼ãå
Òåïåðü ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

�(z) = 12F�1(z)C �@F@z f
� (z): (8)

Î÷åâèäíî, ïðè t 2 ��
�+(t) + ��(t) = 12F�1+ (t)C+(@F@z )(t) + 12F�1� (t)C�(@F@z )(t)

= 12F�1+ (t)(C+(@F@z f)(t)� C�(@F@z f)(t)) = 12F�1+ (t)2F+(t)f(t) = f(t);
ïðè÷åì â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê�1ôóíêöèÿ �(z) îãðàíè÷åíà. Òàêèì îáðàçîì,ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (2). Êðîìåòîãî, � 2 H��(�), ãäå � îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (7).Ïóñòü �1(z) åñòü ëþáîå äðóãîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå çàäà÷è 2) âêëàññå H��(�). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

	(z) := F (z)(�(z)� �1(z)):
Îíà ãîëîìîðôíà â C n � è íåïðåðûâíà íà ��. Êðîìå òîãî, â äîñòàòî÷íîìàëîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè t 2 �� îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðàñ ëþáûì ïîêàçàòåëåì ìåíüøå �. Åñëè � > dmh��1; ãäå dmh� îáîçíà÷àåòõàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü êðèâîé �, òî ñîãëàñíî òåîðåìå Å.Ï. Äîëæåíêî[23] ôóíêöèÿ 	(z) ãîëîìîðôíà âî âñåõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà ��. Íî òîãäà ååîñîáåííîñòè â òî÷êàõ �1 ÿâëÿþòñÿ èçîëèðîâàííûìè. Èç îöåíîê 	(z) =O(jz� 1j�1=2) âáëèçè òî÷åê �1 ñëåäóåò, ÷òî ýòè îñîáåííîñòè óñòðàíèìûå.Èòàê, ôóíêöèÿ	(z) ãîëîìîðôíà â C è ïîýòîìó ïîñòîÿííà â ñèëó òåîðåìûËèóâèëëÿ. Íî 	(1) = 0 è îòñþäà 	 � 0: Èòàê, ïðè óñëîâèè

dmh�� 1 < � = 2� � dm�2� dm� (9)
ôóíêöèÿ �(z) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì çàäà÷è(2) â êëàññå H��(�). Òåì ñàìûì äîêàçàíà
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Òåîðåìà 4 Ïðè óñëîâèè f 2 H�(�); � > 12 dm�; ôóíêöèÿ (8) ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2). Åñëè, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå
(9), òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì
çàäà÷è (2) â êëàññå H��(�).
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è Ðèìàíà íà íåñïðÿìëÿåìîéäóãå áûëî âïåðâûå ïîñòðîåíî â ðàáîòå [11]. Îäíàêî òàì ïðè ðåøåíèèîäíîðîäíîé çàäà÷è íàëàãàëîñü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, êîòîðîå â íàøåìñëó÷àå ïðèîáðåòàåò âèä

ln� z � 1z + 1 = O(ln jz � 1j�1); z ! �1;
à ïðè ðåøåíèè íåîäíîðîäíîé - óñëîâèå

ln� z � 1z + 1 � ln jz � 1j; z ! �1;
ãäå ln� z�1z+1 îçíà÷àåò îäíîçíà÷íóþ âåòâü ëîãàðèôìà, âûäåëåííóþ ñ ïîìîùüþðàçðåçà âäîëü äóãè �. Ýòî ãåîìåòðè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ðàññìàòðèâàåìóþäóãó, îçíà÷àþùèå, ÷òî íà êîíöàõ ýòîé äóãè ëèáî íå ïðîèñõîäèò åå ñêðó÷èâàíèåâ ñïèðàëè, ëèáî ýòî ñïèðàëè ëîãàðèôìè÷åñêîã òèïà. Òåîðåìà 4 íå ñîäåðæèòòàêèõ îãðàíè÷åíèé. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [11] ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêîíåîãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé çàäà÷è Ðèìàíà. Òàêèì îáðàçîì,ðåçóëüòàò òåîðåìû 4 ÿâëÿåòñÿ íîâûì.Òåïåðü ïåðåéäåì ê çàäà÷å î ïîñòðîåíèè ôóíêöèè Ñåã¼. Ìû áóäåìíàçûâàòü ôóíêöèåé Ñåã¼ ãîëîìîðôíóþ â C n � ôóíêöèþ S(z), êîòîðàÿóäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

S+(t)S�(t) = �(t); t 2 ��; (10)
à òàêæå îãðàíè÷åíà è îòäåëåíà îò íóëÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè:

C�1 < jS(z)j < C; z 2 C n �; C = C(S) > 0: (11)
Â ñèëó óñëîâèÿ (11) ëîãàðèôì lnS(z) èìååò â C n � îäíîçíà÷íóþâåòâü �(z). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �(t) óäîâëåòâîðÿåò íà � óñëîâèþ Ã¼ëüäåðàñ ïîêàçàòåëåì � è íå îáðàùàåòñÿ òàì â 0. Òîãäà ln �(t) òàêæå èìååòîäíîçíà÷íóþ âåòâü, ïðèíàäëåæàùóþ H�(�). Îáîçíà÷èì îäíó èç òàêèõâåòâåé f(t). Î÷åâèäíî,

�+(t) + ��(t) = f(t) + 2�in; t 2 ��;
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ãäå n - íå çàâèñÿùåå îò t öåëîå ÷èñëî. Ïîëó÷èëè êðàåâóþ çàäà÷ó Ðèìàíàâèäà (2). Êàê ìû çíàåì, ïðè óñëîâèè � > 12 dm� ýòà êðàåâàÿ çàäà÷à èìååòðåøåíèå �(z) = 12F�1(z)C �@F@z (f + 2�in)� (z) = 12F�1(z)C �@F@z f� (z) + �in:Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðèìåðîì, ïðèâåäåííûì â êîíöå ïðåäûäóùåãîïàðàãðàôà.Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè òîì æå óñëîâèè çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ôóíêöèèÑåã¼ ðàçðåøèìà è åå ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ äâå ôóíêöèè
S(z) = � exp�12F�1(z)C �@F@z f

� (z)� : (12)
Âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ äðóãèõ ðåøåíèé ðåøàåòñÿ òî÷íîòàêæå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû.Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 5 Ïðè óñëîâèÿõ �(t) 6= 0; � 2 H�(�); � > 12 dm� íà äóãå �
ñóùåñòâóåò äâå ôóíêöèè Ñ¼ãå, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà çíàêîì
è îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâîì (12). Åñëè, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå
(9), òî ýòè ôóíêöèè ëåæàò â êëàññå H��(�), è äðóãèõ ôóíêöèé Ñåã¼
ýòîãî êëàññà íå ñóùåñòâóåò.
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