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Zapiski nauqnyh
seminarov POMI
Tom ���� ���� g�

�� A� Al�pin� L� �� Kolotilina� N� N� Korneeva

SOVMESTNYE OCENKI DL� PERRONOVSKIH
KORNE� NEOTRICATEL�NYH MATRIC
I IH PRILO�ENI�

�� Vvedenie

Pust� A � �aij� � Cn�n � n � �� Vvedem v rassmotrenie abso�
l�tnye stroqnye summy

ri�A� �
nX

j��

jaijj� i � �� � � � � n�

i oboznaqim hni � f�� � � � � ng� Kak horoxo izvestno�

kAk� � max
i�hni

ri�A�

� mul�tiplikativna� matriqna� norma� a dl� neotricatel�no	
matricy A ee spektral�ny	 radius ��A�� nazyvaemy	 perronov�
skim kornem A� udovletvor�et dvustoronnim ocenkam Frobeniu�
sa

min
i�hni

ri�A� � ��A� � max
i�hni

ri�A�� 
����

Poskol�ku� oqevidno� dl� l�bo	 nevyrodenno	 diagonal�no	
matricy D spravedlivo ravenstvo

��D��AD� � ��A��

iz 
���� estestvennym obrazom vytekaet sledu�wa� zadaqa� na	�
ti takie otliqnye ot ediniqno	 diagonal�nye matricy D� i D�

s poloitel�nymi diagonal�nymi �lementami� qto

max
i�hni

ri�D
��
� AD�� � max

i�hni
ri�A� 
����

i

min
i�hni

ri�D
��
� AD�� � min

i�hni
ri�A�� 
����

��
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 ��

Kak netrudno ubedit�s�� v neprivodimom sluqae vsegda suwe�
stvuet diagonal�na� matrica D s poloitel�nymi diagonal��
nymi �lementami� dl� kotoro	 spravedlivy ravenstva

max
i�hni

ri�D
��AD� � min

i�hni
ri�D

��AD� � ��A�� 
����

De	stvitel�no� po teoreme Perrona�Frobeniusa� perronovski	
vektor v � �vi� matricy A� kotory	 opredelen odnoznaqno s toq�
nost�� do poloitel�nogo mnoitel�� poloitelen� a iz raven�
stva

Av � ��A�v

legko sleduet� qto sootnoxeni� 
���� spravedlivy dl� matricy
D � Dv � diag �v�� � � � � vn��
�sno� qto vybor D � Dv optimalen s teoretiqesko	 toqki

zreni�� Odnako� na praktike dl� ego ispol�zovani� trebuets��
qtoby perronovski	 vektor byl izvesten� Po�tomu predstavl�et
interes zadaqa poiska menee dorogogo metoda opredeleni� ne�
trivial�nyh matric D� i D�� udovletvor��wih uslovi�m 
����
i 
�����
�ta zadaqa tesno sv�zana s zadaqe	 poluqeni� ocenok per�

ronovskogo korn� neotricatel�no	 matricy� no �vl�ets� bolee
obwe	� Ne�vno ona ue rassmatrivalas� v rabote ���� v kotoro	
byl ustanovlen 
sm� take ���� sledu�wi	 rezul�tat�

Teorema 	�	� Pust� A � Cn�n � n � �� � neotricatel�na� matri�
ca� ne ime�wa� nulevyh strok� Polo	im

C�A� � max
��C�A�

��
�
Y
i���

ri�A�

��
�

��j�j

� c�A� � min
��C�A�

��
�
Y
i���

ri�A�

��
�

��j�j


����

i opredelim diagonal�nye matricy D � diag �d�� � � � � dn� i G �
diag �g�� � � � � gn� s pomow�� sootnoxeni


di � max
�i�i������ik�ik����P�A�

kY
j��

�rj�A��C�A���

gi � min
�i�i������ik�ik����P�A�

kY
j��

�rj�A��c�A��� i � �� � � � � n�


����
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Togda
min
i�hni

ri�A� � c�A� � min
i�hni

ri�G
��AG� � ��A�

� max
i�hni

ri�D
��AD� � C�A� � max

i�hni
ri�A��


����

Krome togo� esli matrica A neprivodima� to libo

c�A� � ��A� � C�A��

libo

c�A� � ��A� � C�A��

V teoreme ��� i nie ispol�zu�ts� sledu�wie oboznaqeni��
Dl� matricy A � �aij� � C

n�n � n � �� qerez GA � �hni� EA�
oboznaqaets� ee orientirovanny	 graf s mnoestvom verxin
hni � f�� � � � � ng i mnoestvom dug

EA � f�i� j� � i� j � hni i aij �� �g�

Qerez C�A� oboznaqaets� mnoestvo vseh 
prostyh� konturov v
grafe GA� Napomnim� qto konturom dliny k v grafe GA nazyva�
ets� upor�doqenna� posledovatel�nost� � � �i�� � � � � ik� ik���� gde
vse verxiny i�� � � � � ik � hni razliqny� ik�� � i� i dl� kado�
go j � �� � � � � k v GA suwestvuet duga iz ij v ij��� Mnoestvo
fi�� � � � � ikg nazyvaets� nositelem kontura � i oboznaqaets� qerez
	�� Dlina kontura � oboznaqaets� qerez j�j
 j�j � k� Mnoestvo
pute	 P�A� v grafe GA opredel�ets� sledu�wim obrazom�

P�A� � f�i�� � � � � ik� ik��� � ai�i� � � �aikik�� �� �� k � �g�

a qerez SPi�A�� i � hni� oboznaqaets� mnoestvo vseh prostyh
pute	 v GA� vyhod�wih iz verxiny i�
Zametim� qto iz dokazatel�stva� predstavlennogo v ���� sledu�

et� qto maksimum i minimum v 
���� mono brat� po mnoestvu
SPi�A�� qto suwestvenno uprowaet postroenie diagonal�nyh ma�
tric D i G�
Kak legko videt�� v tom sluqae� kogda vse diagonal�nye �le�

menty matricy A otliqny ot nul�� kra	nie pravoe i levoe nera�
venstva v 
���� oba �vl��ts� ravenstvami� Po�tomu teorema ���
moet v de	stvitel�nosti uluqxat� ocenki Frobeniusa 
����
tol�ko dl� matric� ime�wih dostatoqnoe koliqestvo nulevyh
diagonal�nyh �lementov�
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V danno	 rabote rassmatrivaets� ewe bolee obwa� zadaqa�
a imenno� dl� zadannogo koneqnogo mnoestva n � n matric
� � fA�x�gx�X trebuets� na	ti takie otliqnye ot ediniqno	
nevyrodennye diagonal�nye matricy D� i D�� qto

max
x�X

max
i�hni

ri�D
��
� A�x�D�� � max

x�X
max
i�hni

ri�A
�x�� 
����

i
min
x�X

min
i�hni

ri�D
��
� A�x�D�� � min

x�X
min
i�hni

ri�A
�x��� 
����

Razumeets�� my stremims� minimizirovat� levu� qast� nera�
venstva 
���� i maksimizirovat� levu� qast� neravenstva 
�����

Stat�� postroena sledu�wim obrazom� Osnovnye rezul�ta�
ty� kasa�wies� rexeni� zadaq 
���� i 
����� ustanovleny v raz�
dele �� V razdele � rassmatriva�ts� nekotorye priloeni�
rezul�tatov razdela �� Toqnee govor�� ustanovleny sovmestnye
dvustoronnie ocenki dl� perronovskih korne	 zadannyh neotri�
catel�nyh matric� sovmestnye verhnie ocenki dl� spektral�nyh
radiusov zadannyh kompleksnyh matric� uslovi�� dostatoqnye
dl togo� qtoby vse vypuklye kombinacii zadannyh matric byli
by usto	qivy po Xuru� a take ocenki dl� sovmestnogo i ni�
nego spektral�nyh radiusov matric iz zadannogo mnoestva�

�� Osnovnye rezul�taty

V �tom razdele dl� zadannogo koneqnogo mnoestva � �
fA�x�gx�X neotricatel�nyh matric por�dka n � � vyvod�t�
s� sovmestnye verhnie i ninie ocenki dl� stroqnyh summ
ri�D

��A�x�D�� i � hni� x � X� pri special�nom vybore nevyro�
denno	 diagonal�no	 matricy D�
Nie nam ponadobits� vspomogatel�na� matrica

	A � �	aij�� 	aij � max
x�X

a
�x�
ij � 
����

Proste	xi	 sposob poluqeni� verhnih ocenok stroqnyh summ
dl� mnoestva D���D sostoit v tom� qtoby pere	ti k matrice
	A� opredelenno	 v 
����� i ograniqit� sverhu stroqnye summy
D�� 	AD� naprimer� ispol�zu� ocenku teoremy ��� ili drugu�
verhn�� ocenku� formuliruemu� v terminah stroqnyh summ ma�
tricy 	A� 
Ninie ocenki mono poluqit� analogiqnym obra�
zom� esli v 
���� zamenit� max

x�X
na min

x�X
�� Tak poluqennye sovmest�

nye ocenki budut� oqevidno� zaviset� ot stroqnyh summ matricy
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	A� Odnako� kak budet pokazano nie� dl� stroqnyh summ matric
D��A�x�D mono poluqit� i sovmestnye ocenki� kotorye zavis�t
tol�ko ot xablonov razreennosti i stroqnyh summ ishodnyh
matric A�x�� Pervym rezul�tatom takogo roda �vl�ets� sledu��
wa� teorema�

Teorema 
�	� Pust� � � fA�x�gx�X � koneqnoe mno	estvo ne�

otricatel�nyh matric A�x� � �a
�x�
ij � por�dka n � � takih� qto

matrica 	A ne imeet nulevyh strok� i pust� � � � � �� Togda pri

D � diag �d�� � � � � dn�� gde di � max
x�X

ri�A
�x������ i � �� � � � � n� 
����

my imeem
max
x�X

max
i�hni

ri�D
��A�x�D�

� max
i�j� �aij�	

�	
max

x� a
�x�
ij �	

ri�A
�x��


� �
max
x�X

rj�A
�x��

����

����

� max
x�X

max
i�hni

ri�A
�x���

Analogiqno� esli vse matricy A�x�� x � X� ne ime�t nulevyh
strok� to pri

D � diag �d�� � � � � dn�� gde di � min
x�X

ri�A
�x������ i � �� � � � � n� 
����

my imeem
min
x�X

min
i�hni

ri�D
��A�x�D�

� min
i�j� �aij�	

�	
min

x� a�x�
ij

�	

ri�A
�x��


� �
min
x�X

rj�A
�x��

����

����

� min
x�X

min
i�hni

ri�A
�x���

Dokazatel�stvo� Zametim sperva� qto iz predpoloeni� o tom�
qto matrica 	A ne imeet nulevyh strok� sleduet� qto vse qisla di�
opredelennye v 
����� poloitel�ny� a iz predpoloeni� o tom�
qto vse matricy A�x�� x � X� soderat tol�ko nenulevye stro�
ki� vytekaet� qto qisla di� opredelennye v 
����� vse �vl��ts�
poloitel�nymi�



SOVMESTNYE OCENKI DL	 PERRONOVSKIH KORNE
 ��

Dl� dokazatel�stva levogo neravenstva v 
���� my vyvodim�

ri�D
��A�x�D� �

�
max
x�X

ri�A
�x��

������� X
j� a�x�

ij
�	

a
�x�
ij dj

�

�
max
x�X

ri�A
�x��

�������
ri�A

�x�� max
j� a

�x�
ij �	

dj

� max
j� a�x�

ij
�	

�
ri�A

�x��� max
x�X

rj�A
�x�����

�
� i � �� � � � � n� x � X�

Iz poluqennyh sootnoxeni	 vyteka�t neravenstva

max
x�X

ri�D
��A�x�D� � max

j� �aij�	

�
max

x� a
�x�
ij �	

ri�A
�x��� max

x�X
rj�A

�x�����


�

i � �� � � � � n�

iz kotoryh levoe neravenstvo v 
���� sleduet oqevidnym obra�
zom� Pravoe neravenstvo v 
���� trivial�no�
Neravenstva 
���� ustanavliva�ts� analogiqno� �

Zametim� qto v tom sluqae� kogda vse matricy A�x�� x � X�
ime�t odin i tot e xablon razreennosti� ocenki 
���� i 
����
prinima�t bolee prosto	 vid�

max
x�X

max
i�hni

ri�D
��A�x�D�

� max
i�j� �aij�	

��
max
x�X

ri�A
�x��

�� �
max
x�X

rj�A
�x��

����

����

i

min
x�X

min
i�hni

ri�D
��A�x�D�

� min
i�j� �aij�	

��
min
x�X

ri�A
�x��

�� �
min
x�X

rj�A
�x��

����
� 
����

V qastnosti� v sluqae odno	 neotricatel�no	 matricy teore�
ma ��� privodit k sledu�wemu novomu rezul�tatu�
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Sledstvie 
�	� Pust� A � neotricatel�na� matrica por�dka
n � �� ne ime�wa� nulevyh strok� pust� � � � � � i pust�

D � diag �d�� � � � � dn�� gde di � ri�A�
���� i � �� � � � � n� 
����

Togda

min
i�hni

ri�A� � min
i�j� aij�	

�
ri�A�

� rj�A�
���
�
� ri�D

��AD�

� max
i�j� aij�	

�
ri�A�

� rj�A�
���
�
� max

i�hni
ri�A�� i � �� � � � � n�


����

Sleduet otmetit�� qto v sluqae odno	 matricy verhn�� i ni�
n�� ocenki poluqeny dl� odno	 i to	 e preobrazu�we	 dia�
gonal�no	 matricy D� qto� voobwe govor�� ne tak dl� obwego
sluqa� nabora matric�
Otmetim take� qto v sledstvii ��� ispol�zu�ts� tol�ko

stroqnye summy ri�A�� i � �� � � � � n� i xablon razreennosti ma�
tricy A� a po�tomu ocenki 
���� spravedlivy dl� vseh neotri�
catel�nyh matric� ime�wih te e stroqnye summy i xablon
razreennosti� qto i A�

Sledu�wi	 rezul�tat uluqxaet ocenki 
���� i 
���� za sqet
bolee slonogo vybora sopr�ga�wih diagonal�nyh matric D� V
to e samoe vrem� on obobwaet teoremu ��� na sluqa	 koneqnyh
naborov neotricatel�nyh matric�

Teorema 
�
� Pust� � � fA�x�gx�X � koneqnoe mno	estvo neot�

ricatel�nyh matric A�x� � �a�x�ij � por�dka n � �� Polo	im

C��� � max
�i������is�is����C� �A�

��
�

sY
j��

max
x� a

�x�
ij ij��

�	

rij �A
�x��

��
�

��s

�

c��� � min
�i������is�is����C� �A�

��
�

sY
j��

min
x� a�x�

ij ij��
�	

rij �A
�x��

��
�

��s

�


�����

Esli matrica 	A� opredelenna� v 
����� ne imeet nulevyh strok�
to pri D � diag �d�� � � � � dn�� gde

di � max
�i������ir�ir����SPi� �A�

rY
j��

max
x� a

�x�
ij ij��

�	

n
rij �A

�x���C���
o
�

i � �� � � � � n�


�����
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spravedliva verhn�� ocenka

max
x�X

max
i�hni

ri�D
��A�x�D� � C���� 
�����

a esli ni odna iz matric A�x�� x � X� ne imeet nulevyh strok�
to pri D � diag �d�� � � � � dn�� gde

di � min
�i������ir�ir����SPi�

�A�

rY
j��

min
x� a

�x�
ij ij��

�	

n
rij �A

�x���c���
o
�

i � �� � � � � n�


�����

spravedliva ni	n�� ocenka

min
x�X

min
i�hni

ri�D
��A�x�D� � c���� 
�����

Dokazatel�stvo� Dl� dokazatel�stva ocenki 
����� rassmotrim
mnoestvo otmasxtabirovannyh matric �� �

�
C�����A�x�

�
� Kak

legko ubedit�s�� dl� nabora �� spravedlivo ravenstvo

C���� � �� 
�����

Iz opredeleni� matricy D sleduet� qto dl� kadogo x � X i
proizvol�nogo i � hni my imeem�X

j

C�����a�x�ij dj � C�����ri�A
�x�� max

j� a�x�ij �	

dj � C�����ri�A
�x�� dj� �

gde j	 � verxina� dl� kotoro	 dj� � max
j� a�x�ij �	

dj� No togda� uqity�

va� ravenstvo 
������ my poluqaemX
j

C�����a
�x�
ij dj � di� i � �� � � � � n� x � X�

otkuda nemedlenno vytekaet� qto

ri�D
��A�x�D� � C���� i � �� � � � � n� x � X�

Tem samym neravenstvo 
����� dokazano�
Dokazatel�stvo nine	 ocenki 
����� provodits� analogiqno�

no v kaqestve masxtabiru�wego mnoitel� sleduet vz�t� c����
�
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Zametim� qto v tom sluqae kogda mnoestvo sostoit iz edin�
stvenno	 matricy A� rezul�taty teoremy ��� svod�ts� k rezul��
tatam teoremy ����

Zameqanie 
�	� Kak legko videt�� ocenki 
����� i 
����� po kra	�
ne	 mere ne hue� qem ocenki 
���� i 
����� �to sleduet iz oqe�
vidnyh sootnoxeni	

min
��i�s

�
a�i a���i��

�
� �a� � � �as�

��s

�

�
sY

i��

a�i a���i��

���s

� max
��i�s

�
a�i a���i��

�
�

gde my polagaem as�� � a�� kotorye spravedlivy dl� proizvol��
nyh ai 	 �� i � �� � � � � s� i � � � � �� Odnako� vyqislit� ocenki

���� i 
���� namnogo legqe� qem ocenki 
����� i 
������ Zametim
take� qto esli vse matricy A�x�� x � X� ime�t odin i tot e
xablon razreennosti� priqem �tot xablon simmetriqen� t�e�

a
�x�
ij 	 � �� a

�x�
ji 	 �� i �� j� x � X� to ocenki 
����� i 
�����

sovpada�t sootvetstvenno s ocenkami 
���� i 
����� gde � � ��� ���

�to utverdenie sleduet iz togo fakta� qto esli a
�x�
ij 	 �� to

�i� j� i� � C�A�x�� � C� 	A��

�� Prilo�eni�

V �tom razdele predstavleny nekotorye priloeni� teo�
rem ��� i ����

��	� Sovmestnye ocenki dl� perronovskih korne
Vvidu ocenok Frobeniusa 
����� iz teoremy ��� nemedlenno

sledu�t sovmestnye dvustoronnie ocenki dl� perronovskih kor�
ne	 neotricatel�nyh matric iz zadannogo koneqnogo nabora�
predstavlennye v sledu�we	 teoreme�

Teorema ��	� Pust� � � fA�x�gx�X � koneqnoe mno	estvo neot�

ricatel�nyh matric A�x� � �a
�x�
ij � por�dka n � �� ne ime�wih nule�

vyh strok� i pust� � � � � �� Pust� matrica 	A � �	aij� opredelena
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v sootvetstvii s 
����� Togda

min
i�j� �aij�	

�	
min

x� a
�x�
ij �	

ri�A
�x��


� �
min
x�X

rj�A
�x��

����

� ��A�x�� �

max
i�j� �aij�	

�	
max

x� a
�x�
ij �	

ri�A
�x��


� �
max
x�X

rj�A
�x��

����
� x � X�


����

Krome togo� esli matrica A�x�� x � X� neprivodima� to raven�
stvo

��A�x�� � max
i�j� �aij�	

�	
max

x� a�x�
ij

�	
ri�A

�x��


� �
max
x�X

rj�A
�x��

����

����

imeet mesto togda i tol�ko togda� kogda dl� vseh i� j � hni takih�

qto a
�x�
ij 	 �� spravedlivo ravenstvo

ri�A
�x��� rj�A

�x�����

� max
i�j� �aij�	

�	
max

x� a�x�ij �	

ri�A
�x��


� �
max
x�X

rj�A
�x��

����
�


����

a ravenstvo

��A�x�� � min
i�j� �aij�	

�	
min

x� a
�x�
ij

�	

ri�A
�x��


� �
min
x�X

rj�A
�x��

����

����

imeet mesto togda i tol�ko togda� kogda dl� vseh i� j � hni takih�

qto a
�x�
ij 	 �� spravedlivo ravenstvo

ri�A
�x��� rj�A

�x�����

� min
i�j� �aij�	

�	
min

x� a
�x�
ij �	

ri�A
�x��


� �
min
x�X

rj�A
�x��

����
�


����

Dokazatel�stvo� Dokazatel�stva trebu�t tol�ko utverdeni��
kasa�wies� ravenstv 
���� i 
����� Predpoloim� qto matrica
A�x� neprivodima i qto ravenstvo 
���� imeet mesto� Togda my
imeem

��A�x�� � max
i�j� a

�x�
ij

�	

n
ri�A

�x��� rj�A
�x�����

o
� 
����
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S drugo	 storony� v silu ocenok Frobeniusa 
���� i sled�
stvi� ��� 
ili e sledstvi� ��� iz raboty ����� spravedlivo pro�
tivopolonoe neravenstvo

��A�x�� � max
i�j� a

�x�
ij �	

n
ri�A

�x��� rj�A
�x�����

o
�

kotoroe� v soqetanii s 
����� privodit k ravenstvu

��A�x�� � max
i�j� a

�x�
ij �	

n
ri�A

�x��� rj�A
�x�����

o
� 
����

No� v silu sledstvi� ��� iz stat�i ���� dl� neprivodimo	 ma�
tricy A�x� ravenstvo 
���� vypoln�ets� togda i tol�ko togda�
kogda

ri�A
�x��� rj�A

�x����� � ��A�x�� dl� vseh i� j takih� qto a
�x�
ij 	 ��

Poslednie ravenstva v soqetanii s 
���� dokazyva�t 
�����

Obratno� esli dl� vseh i� j takih� qto a
�x�
ij 	 � spravedlivo

ravenstvo 
����� to ravenstvo 
���� nemedlenno vytekaet iz sled�
stvi� ��� i ocenok Frobeniusa 
�����
Sluqa	 ravenstva 
���� rassmatrivaets� analogiqno� �

Zameqanie ��	� Poskol�ku verhn�� ocenka teoremy ��� spraved�
liva pri bolee slabom predpoloenii o tom� qto matrica 	A ne
imeet nulevyh strok� verhn�� ocenka v 
���� spravedliva pri
tom e predpoloenii� Krome togo� kak legko ubedit�s�� ona
spravedliva i dl� proizvol�nogo mnoestva neotricatel�nyh
matric takih� qto matrica 	A imeet glavnu� podmatricu bez
nulevyh strok� Esli e tako	 podmatricy ne suwestvuet� to�
oqevidno� �� 	A� � �� otkuda sleduet� qto ��A�x�� � �� x � X�
Qto e kasaets� nine	 ocenki v 
����� to ee mono obobwit�

na proizvol�noe mnoestvo neotricatel�nyh matric takih� qto
dl� nekotorogo nepustogo podmnoestva S � hni ni odna iz glav�

nyh podmatric A�x��S� � �a
�x�
ij �i�j�S ne imeet nulevyh strok� Vvidu

svo	stva monotonnosti perronovskogo korn� otnositel�no pere�
hoda k glavnym podmatricam� dl� �togo dostatoqno pere	ti k
minimumu po vsem i� j � S takim� qto 	aij 	 ��

V sluqae edinstvenno	 neotricatel�no	 matricy A� ne ime�
�we	 nulevyh strok� teorema ��� i sledstvie ��� iz raboty ���
da�t sledu�wi	 bolee toqny	 rezul�tat� vpervye poluqenny	
v stat�e ����
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 ��

Sledstvie ��	� Pust� A � �aij� � neotricatel�na� matrica po�
r�dka n � �� ne ime�wa� nulevyh strok� Togda

min
i�j� aij�	

�
ri�A�

� rj�A�
���
�
� ��A� � max

i�j� aij�	

�
ri�A�

� rj�A�
���
�
�


����
Krome togo� esli matrica A neprivodima� to oba neravenstva v

���� �vl��ts� ravenstvami togda i tol�ko togda� kogda
� libo ri�A� � ��A�� i � �� � � � � n�
� libo odnovremenno vypoln��ts� sledu�wie uslovi��

�i� � � ����
�ii� hni � S� 	 S�� gde dl� nekotorogo 
 	 �

S� � fi � hni � ri�A� � 
��A�g� S� � fi � hni � ri�A� � 
����A�g


�iii� obe glavnye podmatricy A�S�� i A�S�� nulevye�

v protivnom sluqae oba neravenstva v 
���� �vl��ts� strogimi�

Sovmestnye dvustoronnie ocenki dl� perronovskih korne	�
predstavlennye nie� legko sledu�t iz teoremy ��� i obobwa�
�t konturnye ocenki teoremy ��� na nabory neotricatel�nyh
matric�

Teorema ��
� Pust� � � fA�x�gx�X � koneqnoe mno	estvo neot�

ricatel�nyh matric A�x� � �a
�x�
ij � por�dka n � �� Esli matricy

A�x�� x � X� ne ime�t nulevyh strok� to

c��� 
 min
�i������is�is����C� �A�

��
�

sY
j��

min
x� a�x�

ij ij��
�	

rij �A
�x��

��
�

��s

� ��A�x�� � 
����

C��� 
 max
�i������is�is����C� �A�

��
�

sY
j��

max
x� a�x�ijij��

�	

rij �A
�x��

��
�

��s

� x � X�

gde matrica 	A opredelena v sootvetstvii s 
����� Krome togo�
esli matrica A�x�� x � X� neprivodima� to ravenstvo

��A�x�� � C��� 
�����
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spravedlivo togda i tol�ko togda� kogda�
�Y
i���

ri�A
�x��

�
A

��j�j

� C��� dl� vseh � � C�A�x��� 
�����

a ravenstvo
��A�x�� � c��� 
�����

spravedlivo togda i tol�ko togda� kogda�
�Y
i���

ri�A
�x��

�
A

��j�j

� c��� dl� vseh � � C�A�x��� 
�����

Dokazatel�stvo� Ocenki 
���� nemedlenno sledu�t iz teore�
my ��� i ocenok Frobeniusa 
����� Utverdeni�� otnos�wies�
k ravenstvam 
����� i 
������ dokazyva�ts� takim e sposobom�
kak i utverdeni�� otnos�wies� k ravenstvam 
���� i 
���� v teo�
reme ���� Edinstvennoe otliqie sostoit v tom� qto vmesto sled�
stvi� ��� iz raboty ��� nuno vospol�zovat�s� teoremo	 ���� �

Zameqanie ��
� Zametim� qto verhn�� ocenka v 
���� spraved�
liva i v tom sluqae� kogda matrica 	A ne imeet nulevyh strok�
Esli e matrica 	A privodima 
v qastnosti� esli ona soderit
nulevye stroki�� celesoobrazno snaqala opredelit� ee neprivo�
dimye komponenty� a zatem primenit� teoremu ��� k sootvetstvu�
�wim podmatricam matric A�x�� x � X� Zametim take� qto esli
mnoestvo C� 	A� pusto� to� v silu teoremy ���� iz raboty �����
matrica 	A i� sledovatel�no� take i vse matricy A�x�� x � X�
perestanovoqno podobny verhnim treugol�nym matricam s nule�
vo	 glavno	 diagonal��� tak qto ��A�x�� � �� x � X�

V zakl�qenie �togo podrazdela my privedem bloqnye obob�
weni� teorem ��� i ���� �ti obobweni� osnovany na sledu�wih
dvuhstoronnih ocenkah dl� perronovskogo korn� neotricatel��
no	 matricy� predstavlenno	 v bloqnom vide�

Teorema ��� ���� Pust� A � �aij� � neotricatel�na� matrica
por�dka n � � i pust�

hni �
N�
i��

Mi� � � N � n� 
�����
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 ��

� fiksirovannoe razbienie mno	estva indeksov na nepereseka��
wies� podmno	estva� Predpolo	im� qto neotricatel�nye ma�
tricy

A � �aij�
N
i�j���

�A � ��aij�
N
i�j���

udovletvor��t uslovi�m

aij � max
k�Mi

X
l�Mj

akl� �aij � min
k�Mi

X
l�Mj

akl� i� j � �� � � � � N� 
�����

Togda dl� perronovskogo korn� matricy A spravedlivy dvustoron�
nie ocenki

�� �A� � ��A� � �� A�� 
�����

Pust� teper� dano koneqnoe mnoestvo � � fA�x�gx�X neotri�
catel�nyh matric por�dka n � �� Zafiksiruem razbienie 
�����
indeksnogo mnoestva i opredelim mnoestva

� � f A�x�gx�X i �� � f �A�x�gx�X

neotricatel�nyh N � N matric po formulam

A�x� � �a
�x�
ij �� a�x�ij � max

k�Mi

X
l�Mj

a
�x�
kl � i� j � �� � � � � N� x � X�


�����
i

�A�x� � ��a
�x�
ij �� �a

�x�
ij � min

k�Mi

X
l�Mj

a
�x�
kl � i� j � �� � � � � N� x � X�


�����
Po teoreme ��� my imeem

�� �A�x�� � ��A�x�� � �� A�x��� x � X� 
�����

Primeniv verhn�� i nin�� ocenki teorem ��� i ��� k mnoe�
stvam matric � i �� i vospol�zovavxis� neravenstvami 
������
my prihodim k obewannym bloqnym obobweni�m dvustoronnih
ocenok 
���� i 
����� v kotoryh ispol�zu�ts� sledu�wie obozna�
qeni��

	A � �	aij�� gde 	aij � max
x�X

a�x�ij � i� j � �� � � � � N� 
�����

A � �aij�� gde aij � max
x�X

�a�x�ij � i� j � �� � � � � N� 
�����
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Teorema ���� Pust� fA�x�gx�X � koneqnoe mno	estvo neotri�
catel�nyh matric por�dka n � � i pust� fiksirovano nekoto�

roe razbienie 
����� mno	estva indeksov� Pust� matricy A�x� i
�A�x�� x � X� opredeleny v sootvetstvii s formulami 
����� i


������ Esli ni odna iz matric �A�x�� x � X� ne imeet nulevyh
strok� to

min
i�j� aij�	

�	
min

x� 
a�x�
ij

�	
ri� �A

�x��


� �
min
x�X

rj� �A
�x��

����

� ��A�x�� �

max
i�j� �aij�	

�	
max

x� �a�x�
ij

�	
ri� A

�x��


� �
max
x�X

rj� A
�x��

����
� x � X�


�����

gde � � � � �� i

min
�i������is�is����C�A�

��
�

sY
j��

min
x� 
a�x�ijij��

�	

rij � �A
�x��

��
�

��s

� ��A�x�� �

max
�i������is�is����C� �A�

��
�

sY
j��

max
x� �a

�x�
ij ij��

�	

rij � A
�x��

��
�

��s

� x � X�


�����

Zameqanie ���� Vvidu zameqani	 ��� i ���� verhnie ocenki v

����� i 
����� spravedlivy pri bolee slabom predpoloenii�
qto matrica 	A� opredelenna� v 
������ ne imeet nulevyh strok�

Zameqanie ���� Zametim� qto v sluqae toqeqnogo razbieni�

hni �
n�
i��

fig

my oqevidno imeem A�x� � A�x� � �A�x�� x � X� tak qto v �tom slu�
qae ocenki 
����� i 
����� teoremy ��� sovpada�t sootvetstvenno
s ocenkami 
���� i 
���� teorem ��� i ���� S drugo	 storony� v
protivopolonom kra	nem sluqae� kogda N � � i M� � hni� my
imeem

A�x� � max
i�hni

ri�A
�x��� �A�x� � min

i�hni
ri�A

�x��� x � X�
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 ��

a znaqit ocenki 
����� i 
����� svod�ts� k trivial�nym sled�
stvi�m

min
x�X

min
i�hni

ri�A
�x�� � ��A�x�� � max

x�X
max
i�hni

ri�A
�x��� x � X�

ocenok Frobeniusa�
��
� Sovmestnye verhnie ocenki dl� spektral�nyh radiu�

sov kompleksnyh matric
Pust� A � �aij� � Cn�n � Opredelim neotricatel�nu� matricu

jAj � �jaijj�� Horoxo izvestna� lemma Vilandta 
sm�� napr�� ���
s� ����� utverdaet� qto spektral�ny	 radius ��A� matricy A
udovletvor�et verhne	 ocenke

��A� � ��jAj�� 
�����

Sledovatel�no� dl� zadannogo nabora � � fA�x�gx�X kompleks�
nyh matric por�dka n � � my imeem

max
x�X

��A�x�� � max
x�X

��jA�x�j�� 
�����

Vvidu 
������ znaqenie max
x�X

��A�x�� mono ograniqit� sverhu� is�

pol�zu� l�bu� iz verhnih sovmestnyh ocenok dl� perronovskih
korne	 matric jA�x�j� x � X� predstavlennyh v razdele ���� V
qastnosti� primen�� teoremu ��� k mnoestvu fjA�x�jgx�X i uqi�
tyva� zameqanie ���� my prihodim k sledu�we	 teoreme�

Teorema ���� Pust� fA�x�gx�X � koneqnoe mno	estvo kompleks�
nyh matric por�dka n � � i pust� razbienie 
����� mno	estva
indeksov hni fiksirovano� Oboznaqim

A�x� � �a
�x�
ij �� a

�x�
ij � max

k�Mi

X
l�Mj

ja
�x�
kl j� i� j � �� � � � � N� x � X�


�����
i predpolo	im� qto matrica

	A � �	aij�� gde 	aij � max
x�X

fa
�x�
ij g� i� j � �� � � � � N� 
�����

ne imeet nulevyh strok� Togda spravedlivy sledu�wie sovmest�
nye verhnie ocenki�

max
x�X

��A�x�� � max
i�j� �aij�	

�	
max

x� �a
�x�
ij �	

ri� A
�x��


� �
max
x�X

rj� A
�x��

����


�����
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i

max
x�X

��A�x�� � max
�i������is�is����C� �A�

��
�

sY
j��

max
x� �a�x�ij �	

rij � A
�x��

��
�

��s

� 
�����

���� Ustoqivost� po Xuru vypuklyh kombinaci matric
Dl� zadannogo nabora � � fA�x�gx�X kompleksnyh matric po�

r�dka n � � ih vypuklymi kombinaci�mi �vl��ts� matricy vi�
da X

x�X

��x� A�x�� 
�����

gde ��x� � �� x � X� i
P
x�X

��x� � ��

Estestvennym voprosom otnositel�no vypuklyh kombinaci	
�vl�ets� sledu�wi	� Pri kakih uslovi�h na mnoestvo � vse
matricy vida 
����� usto	qivy po Xuru� Napomnim� qto ma�
trica nazyvaets� usto	qivo	 po Xuru� esli ee spektral�ny	
radius strogo men�xe edinicy� �tot vopros rassmatrivals� v
rabote ����� gde usto	qivost� po Xuru vseh vypuklyh kombina�
ci	 zadannyh k � � matric byla oharakterizovana v terminah
tak nazyvaemyh bloqnyh R�matric� Ranee zadaqa ob usto	qi�
vosti po Xuru dl� vypuklyh kombinaci	 dvuh i treh matric
rassmatrivalas� sootvetstvenno v rabotah ���� i �����
Sledu� rabote ����� my rassmotrim bolee obwee mnoestvo

matric� stroki kotoryh �vl��ts� nezavisimymi vypuklymi
kombinaci�mi sootvetstvu�wih strok matric iz �� Toqnee go�
vor�� my rassmotrim mnoestvo

R��� �

�
C � C �

X
x�X

T �x�A�x�


� 
�����

gde T �x� � diag �t
�x�
� � � � � � t

�x�
n �� t

�x�
i � �� i � �� � � � � n� x � X� iX

x�X

T �x� � In 
�����


In � ediniqna� matrica por�dka n��
Dl� proizvol�no	 diagonal�no	 matricy D s poloitel��

nymi diagonal�nymi �lementami� ispol�zu� lemmu Vilandta�
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 ��

ocenki Frobeniusa 
���� i uslovie 
������ my vyvodim�

�

�X
x�X

T �x�A�x�

�
� �

�X
x�X

T �x�D��A�x�D

�

� max
i�hni

ri

�X
x�X

T �x�D��A�x�D

�
� max

i�hni

X
x�X

t
�x�
i ri�D

��A�x�D�

� max
i�hni

max
x�X

ri�D
��A�x�D��


�����

Vvidu 
������ primenenie teorem ��� i ��� nemedlenno privodit k
sledu�wim uslovi�m� dostatoqnym dl� togo� qtoby vse matricy
iz R��� byli usto	qivy po Xuru�

Teorema ���� Pust� � � fA�x�gx�X � koneqnoe mno	estvo kom�
pleksnyh matric por�dka n � �� Polo	im

	A � �	aij�� 	aij � max
x�X

ja
�x�
ij j� i� j � �� � � � � n� 
�����

i predpolo	im� qto matrica 	A ne imeet nulevyh strok� Esli
pri nekotorom �� � � � � �� vypolneno uslovie

max
i�j� �aij�	

��
max

x� a
�x�
ij
��	

ri�A
�x��g

�� �
max
x�X

rj�A
�x��g

�����
� � 
�����

ili spravedlivo neravenstvo

max
�i������is�is����C� �A�

��
�

sY
j��

max
x� a�x�

ij ij��
��	

rij �A
�x��

��
�

��s

� �� 
�����

to ka	da� matrica iz mno	estva R��� �vl�ets� usto
qivo
 po
Xuru�

���� Ocenki dl� sovmestnogo i ni�nego spektral�nyh ra�
diusov nabora matric
Pust� � � fA�x� � C

n�ngx�X � mnoestvo matric� Sovmestny

spektral�ny
 radius 	���� byl vveden v rabote ���� s pomow��
formuly

	���� � lim sup
k��

sup
��Xk

n
kA���k��k

o
� 
�����
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gde k � k � 
submul�tiplikativna�� matriqna� norma i dl� � �
x� � � � xk my ispol�zuem oboznaqenie A��� � A�x�� � � �A�xk�� �le�
menty mnoestva X prin�to nazyvat� bukvami� a koneqnye po�
sledovatel�nosti bukv � slovami� Mnoestvo vseh slov dliny k
oboznaqaets� qerez Xk�
Kak bylo pokazano v rabote ���� sovmestny	 spektral�ny	 ra�

dius ne zavisit ot matriqno	 normy� ispol�zuemo	 v 
������ i
spravedlivy ravenstva ����

	���� � lim inf
k��

sup
��Xk

n
kA���k��k

o
� lim

k��
sup
��Xk

n
kA���k��k

o
� 
�����

Zamen�� v 
����� normu na spektral�ny	 radius� my priho�
dim k tak nazyvaemomu obobwennomu spektral�nomu radiusu mno�
estva matric ��

���� � lim sup
k��

sup
��Xk

f��A������kg� 
�����

vvedennomu v rabote ���� Kak bylo predpoloeno v rabote ���
i dokazano v rabote ��� 
sm� take ���� i ������ dl� koneqnogo

ili ograniqennogo� mnoestva vewestvennyh matric sovmest�
ny	 spektral�ny	 radius raven obobwennomu spektral�nomu ra�
diusu� t�e�

���� � 	����� 
�����

otkuda sleduet 
sm� ������ qto ravenstvo 
����� spravedlivo tak�
e i v kompleksnom sluqae� Zametim� qto iz opredeleni� 
�����
i ravenstva 
����� sleduet� qto sovmestny	 spektral�ny	 radi�
us invarianten otnositel�no preobrazovani	 podobi�� V qast�
nosti� dl� l�bo	 nevyrodenno	 diagonal�no	 matricy D my
imeem

	���� � 	��D���D�� 
�����

Ni	ni
 spektral�ny
 radius 
nazyvaemy	 take sovmestnym
spektral�nym subradiusom� ���� byl opredelen v rabote ���� po
formule

���� � lim inf
k��

inf
��Xk

n
kA���k��k

o
� 
�����

Nini	 spektral�ny	 radius tak e� kak i sovmestny	 spek�
tral�ny	 radius� ne zavisit ot matriqno	 normy� ispol�zuemo	
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v ego opredelenii 
sm� ������ pri �tom� oqevidno� spravedlivo
neravenstvo

���� � 	����� 
�����

V rabote ���� bylo take pokazano� qto dl� koneqnogo mnoestva
� imeet mesto ravenstvo

���� � lim inf
k��

min
��Xk

n
��A������k

o
� 
�����

analogiqnoe ravenstvu 
������ iz kotorogo sleduet� qto nini	
spektral�ny	 radius invarianten otnositel�no preobrazovani	
podobi�� V qastnosti� dl� l�bo	 nevyrodenno	 diagonal�no	
matricy D my imeem

���� � ��D���D�� 
�����

Zametim� qto vvidu horoxo izvestnogo ravenstva

��A� � lim
k��

fkAkk��kg� A � C
n�n �

v tom sluqae� kogda mnoestvo � sostoit iz edinstvenno	 ma�
tricy� ime�t mesto sootnoxeni�

��A� � 	��A� � ��A��

Takim obrazom� dl� odno	 matricy ee sovmestny	� obobwenny	
i nini	 spektral�ny	 radiusy vse sovpada�t s obyqnym spek�
tral�nym radiusom�

Sovmestny	 i nini	 spektral�nye radiusy nabora matric
estestvenno voznika�t v celom r�de situaci	 
sm�� napr�� ������
no ih vyqislenie i approksimaci� �vl��ts� slonymi zadaqa�
mi i trebu�t dorogosto�wih vyqisleni	 
sm�� napr�� ������ Po�
�tomu predstavl��t interes ninie i verhnie ocenki dl� spek�
tral�nyh radiusov� V rabote ��� byli ustanovleny sledu�wie
neravenstva�

sup
��Xk

n
��A������k

o
� ���� � 	���� � sup

��Xk

n
kA���k��k

o
� k � ��


�����
Ukazannye ocenki mogut byt� vyqisleny dl� vozrasta�wih zna�
qeni	 k i da�t skol� ugodno toqnye approksimacii sovmestnogo
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spektral�nogo radiusa� V qastnosti� pri k � � dl� koneqnogo
nabora � my imeem ocenki

max
x�X

f��A�x��g � ���� � 	���� � max
x�X

fkA�x�kg� 
�����

spravedlivye dl� proizvol�no	 matriqno	 normy�
Naqina� s �togo mesta� na Cn�n my fiksiruem stroqnu� nor�

mu

kAk � kAk� � max
i�hni

ri�A� � max
i�hni

nX
j��

jaijj� 
�����

Dl� �to	 normy iz 
����� i pravogo neravenstva v 
����� sleduet�
qto dl� l�bo	 nevyrodenno	 diagonal�no	 matricy D imeet
mesto ocenka

	���� � max
x�X

max
i�hni

ri

�
D��A�x�D

�
� 
�����

Vvidu 
������ verhnie ocenki teorem ��� i ��� nemedlenno privo�
d�t k sledu�wim verhnim ocenkam dl� sovmestnogo spektral��
nogo radiusa nabora matric�

Teorema ���� Pust� � � fA�x�gx�X � koneqnoe mno	estvo ma�

tric A�x� � �a
�x�
ij � � Cn�n � n � �� i predpolo	im� qto matrica

	A � �	aij�� gde 	aij � maxx�X ja�x�ij j� i� j � �� � � � � n� ne imeet nulevyh
strok� Togda spravedlivy verhnie ocenki

	���� � max
i�j� �aij�	

�	
max

x� a�x�ij �	

ri�A
�x��


� �
max
x�X

rj�A
�x��

����

�����

i

	���� � max
�i������is�is����C� �A�

��
�

sY
j��

max
x� a�x�

ij ij��
�	

rij �A
�x��

��
�

��s

� 
�����

Oqevidno� uslovie� qto matrica 	A ne imeet nulevyh strok�
vypolneno� esli ona �vl�ets� neprivodimo	� Esli e matrica
	A privodima� to simmetriqno	 perestanovko	 strok i stolbcov
ee mono privesti k verhne	 bloqno treugol�no	 forme� diago�
nal�nye bloki kotoro	 �vl��ts� neprivodimymi komponentami



SOVMESTNYE OCENKI DL	 PERRONOVSKIH KORNE
 ��

matricy 	A� �sno� qto tem e preobrazovaniem podobi� vse ma�
tricy A���� � � Xk � k � �� privod�ts� k to	 e samo	 bloqno
treugol�no	 forme� Po�tomu iz opredeleni� 
����� sleduet� qto

���� � max
��i�N

����Mi���

gde Mi � hni� i � �� � � � � N � � nepereseka�wies� podmnoestva
mnoestva indeksov hni� sootvetstvu�wie neprivodimym kompo�
nentam matricy 	A� Zdes� my ispol�zovali oboznaqenie ��Mi� ��
A�x��Mi�

�
x�X

� Takim obrazom� sluqa	 privodimo	 matricy 	A
svodits� k neprivodimomu sluqa��

Dl� togo� qtoby vyvesti ninie ocenki dl� ninego spek�
tral�nogo radiusa nabora neotricatel�nyh matric� my ustano�
vim sperva sledu�wu� prostu� nin�� ocenku�

Lemma ��	� Pust� � �
�
A�x�

�
x�X

� koneqnoe mno	estvo neotri�

catel�nyh matric� Togda

���� � min
x�X

min
i�hni

ri�A
�x��� 
�����

Dokazatel�stvo� Pust� � � x� � � �xk� Togda

kA���k� � kA�x�� � � �A�xk�k� � min
i�hni

ri�A
�x�� � � �A�xk��� 
�����

No� poskol�ku dl� neotricatel�nyh n�n matric B i C my imeem

ri�BC� � �BCe�i � min
j�hni

frj�C�g �Be�i � ri�B� min
j�hni

frj�C�g�

i � �� � � � � n�

gde e � ��� � � � � ��T � to

min
i�hni

ri�A
�x�� � � �A�xk�� �

kY
j��

min
i�hni

ri�A
�xj �� �

�
min
x�X

min
i�hni

ri�A
�x��

�k
�


�����
Iz neravenstv 
����� i 
����� sleduet� qto

kA���k��k� � min
x�X

min
i�hni

ri�A
�x��� � � Xk� k � �� 
�����

i ocenka 
����� nemedlenno vytekaet iz neravenstva 
������ opre�
deleni� 
����� ninego spektral�nogo radiusa i ego nezavisimo�
sti ot vybora normy� �
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Vvidu ravenstva 
������ iz lemmy ��� sleduet� qto dl� pro�
izvol�no	 nevyrodenno	 diagonal�no	 matricy D imeet mesto
sledu�wi	 nini	 analog verhne	 ocenki 
������

���� � min
x�X

min
i�hni

ri�D
��A�x�D�� 
�����

Teper�� kak i v sluqae verhne	 ocenki dl� sovmestnogo spek�
tral�nogo radiusa� ninie ocenki dl� ninego spektral�nogo
radiusa mnoestva neotricatel�nyh matric mono poluqit��
primen�� ninie ocenki teorem ��� i ���� Tem samym my priho�
dim k sledu�wemu rezul�tatu�

Teorema ���� Pust� � � fA�x�gx�X � koneqnoe mno	estvo ne�
otricatel�nyh matric por�dka n � �� Esli ni odna iz matric
A�x�� x � X� ne imeet nulevyh strok� to ni	ni
 spektral�ny

radius ���� udovletvor�et ni	nim ocenkam

���� � min
i�j� �aij�	

�	
min

x� a�x�
ij

�	
ri�A

�x��


� �
min
x�X

rj�A
�x��

����

�����

i

���� � min
�i������is�is����C� �A�

��
�

sY
j��

min
x� a

�x�
ij ij��

�	

rij �A
�x��

��
�

��s

� 
�����

Zdes� matrica 	A � �	aij� opredelena� kak v teoreme ����

V zakl�qenie �togo podrazdela dl� polnoty izloeni� my
rassmotrim al�ternativny	 podhod k vyvodu verhnih ocenok
dl� sovmestnogo spektral�nogo radiusa mnoestva kompleksnyh
matric i ninih ocenok dl� ninego spektral�nogo radiusa
mnoestva neotricatel�nyh matric�
Pust� zadano koneqnoe mnoestvo � � fA�x�gx�X kompleksnyh

matric por�dka n � �� Opredelim neotricatel�nye matricy 	A �
�	aij� i A � �aij� s pomow�� sootnoxeni	

	aij � max
x�X

ja
�x�
ij j� aij � min

x�X
ja

�x�
ij j� i� j � �� � � � � n� 
�����

Togda iz oqevidnyh pokomponentnyh matriqnyh neravenstv

A � jA�x�j � 	A� x � X�



SOVMESTNYE OCENKI DL	 PERRONOVSKIH KORNE
 ��

sleduet� qto

Ak � jA�x��j � � � jA�xk�j � 	Ak� x�� � � � � xk � X� k � �� 
�����

V silu lemmy Vilandta 
sm�� napr�� ��� s� ������ iz pravogo ne�
ravenstva v 
����� vytekaet� qto

��A������k � �� 	A�� � � Xk� k � ��

a v silu opredeleni� 
����� my imeem

���� � �� 	A�� 
�����

Zametim� qto ocenka 
������ vpervye poluqenna� v rabote ����
uluqxaet ranee predloennu� ocenku ���

���� � �

�X
x�X

A�x�

�
�

Analogiqno� dl� koneqnogo nabora neotricatel�nyh matric
�� osnovyva�s� na ravenstve 
������ iz levogo neravenstva v

����� my vyvodim

���� � ��A�� 
�����

Vvidu 
����� i 
������ estestvenny	 sposob poluqit� verhn��
ocenku dl� 	���� i nin�� ocenku dl� ���� sostoit v tom� qtoby
ispol�zovat� izvestnye verhnie i ninie ocenki dl� perronov�
skogo korn� odno	 neotricatel�no	 matricy� Tak primenenie
sledstvi� ��� i teoremy ��� privodit nas k ocenkam

	���� � max
i�j� �aij�	

�
ri� 	A�

� rj� 	A�
���
�
�

	���� � max
��C� �A�

��
�
Y
i���

ri� 	A�

��
�

��j�j




�����

i
���� � min

i�j� �aij�	

�
ri�A�

� rj�A�
���
�
�

���� � min
��C� �A�

��
�
Y
i���

ri�A�

��
�

��j�j

�


�����

Ocenki 
����� spravedlivy dl� l�bogo koneqnogo mnoestva
kompleksnyh matric� dl� kotorogo matricy 	A ne imeet nulevyh
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strok� a ocenki 
����� verny dl� l�bogo koneqnogo mnoestva
neotricatel�nyh matric takih� qto matrica A ne imeet nule�
vyh strok�
Sravniva� ocenki 
����� i 
����� s ocenkami teorem ��� i ����

my legko vidim� qto pervye iz nih �vl��ts� sledstvi�mi po�
slednih� K tomu e ocenki 
����� i 
����� primenimy pri ne�
skol�ko bolee slabyh predpoloeni�h� qem ocenki 
������
Bolee togo� kak pokazyvaet sledu�wi	 primer� v nekotoryh

sluqa�h ocenki teorem ��� i ��� luqxe qem dae ocenki 
����� i

������ De	stvitel�no� pri n � � opredelim matricu A � �aij��
poloiv

aij �

�
�� esli j � i� �� � � i � n � � ili i � n � j � �


� v ostal�nyh sluqa�h�

i rassmotrim mnoestvo � � fA�A�� � � � � Ang� Kak netrudno ube�
dit�s�� vse ocenki 
������ 
������ 
����� i 
����� primenimy i
svod�ts� k neravenstvam

� � ���� � 	���� � ��

iz kotoryh sleduet� qto

���� � 	���� � ��

Takim obrazom� vse ocenki teorem ��� i ��� vypoln��ts� s ra�
venstvami�
S drugo	 storony� netrudno udostoverit�s�� qto

A � �� 	A � e eT �

a znaqit
��A� � �� �� 	A� � n�

Takim obrazom� dl� rassmatrivaemogo primera nin�� ocenka

����� vsegda trivial�na� togda kak verhn�� ocenka 
����� stano�
vits� s rostom n vse menee i menee toqno	�
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