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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

Об одной лемме Ф. А. Березина

А.М. Бикчентаев

Пусть H – гильбертово пространство над полем C, B(H ) – ∗-алгебра всех ограни-
ченных линейных операторов в H , E – тождественный оператор в H .

Пусть A, B – самосопряженные операторы в H , B − A рассматривается как возму-
щение оператора A, функция f : R → R. Одна из задач теории возмущений состоит
в оценке малости f(B) − f(A) (в том или ином смысле) в зависимости от возмущения
B − A. В [1], [2] методами двойных операторных интегралов Стилтьеса эта задача изу-
чалась для функций f , производная которых принадлежит классу Lip α при некото-
ром α > 0 и сепарабельного H . С помощью трансформаторов была получена оценка
‖f(B)−f(A)‖J 6 cα‖B−A‖J ; здесь A, B ∈ B(H ), J – идеал Шэттена–фон Неймана Sp,
1 6 p < ∞, или идеал компактных операторов K (H ) с равномерной нормой.

В [3; гл. 3] исследованы операторы в пространстве состояний (бозевском или ферми-
евском) H , выражающиеся через операторы рождения и уничтожения с помощью мно-
гочленов не выше второй степени. При нахождении канонического вида квадратичных
операторов использована следующая

Лемма 1 [3; гл. 3, с. 146]. Пусть C , K – самосопряженные операторы, причем C >

µE , C2 + K > µ2
1E , µ, µ1 > 0. Рассмотрим оператор X =

√
C2 + K − C .

1) Если K ∈ S1 , то X ∈ S1 .
2) Если K ∈ S2 , то X ∈ S2 .

При доказательстве утверждения 2) Березин применил оригинальный трюк с транс-
форматором на операторах Гильберта–Шмидта и использовал утверждение 1) (см. [3;
с. 146–148]. В этой заметке получено усиление и обобщение (на все идеалы с унитар-
но-инвариантной нормой [4; гл. 3, § 2]) этой леммы в случае, когда оператор C ограничен.

Пусть |T | =
√

T ∗T для T ∈ B(H ) и C = C+ − C− – разложение самосопряжен-
ного оператора C ∈ B(H ) на положительную и отрицательную части. Через P(H )
обозначим решетку проекторов в H .

Лемма 2. Пусть A, B ∈ B(H ) и p, q > 0. Если A+B обратим, то |A|p+|B|q также

обратим.

Доказательство. Шаг 1. Пусть n ∈ N. Покажем, что оператор Tn = |A|2n

+ |B|2n

обратим. Поскольку (A + B)∗ также обратим, оператор C = (A + B)∗(A + B) > 0 и
обратим как произведение обратимых операторов. Поэтому C > µE для некоторого
µ > 0. Поскольку D = (A − B)∗(A − B) > 0, имеем

µE 6 C + D = 2A
∗

A + 2B
∗

B = 2T1.

Работа выполнена при поддержке Федерального агентства по науке и инновациям (госкон-
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