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Àííîòàöèÿ. Ïóñòü ϕ � ñëåä íà àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M, A,B ∈ M è ‖B‖ < 1, [A,B] =
AB −BA. Òîãäà ϕ(|[A,B]|) ≤ 2ϕ(|A|). Ïóñòü τ � òî÷íûé íîðìàëüíûé ïîëóêîíå÷íûé ñëåä íà
M, S(M, τ) � ∗-àëãåáðà âñåõ τ -èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ. Åñëè A ∈ L2(M, τ) è ReA = λ|A| ñ
λ ∈ {−1, 1}, òî A = λ|A|. Îïåðàòîð A ∈ L2(M, τ) ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà τ(A2) = τ(A∗A). Ïóñòü ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû A,B ∈ S(M, τ) îáðàòèìû â S(M, τ)
è Y := (A−1 − B−1)(A − B). Åñëè Y,A1/2Y A−1/2 ∈ L1(M, τ), òî τ(Y ) ≤ 0. Ïóñòü îïåðàòîð
A ∈ S(M, τ) ãèïîíîðìàëåí è A = B + iC � åãî äåêàðòîâî ðàçëîæåíèå. Åñëè BC ∈ L1(M, τ)
èëè C = C3 ∈M è [B,C] ∈ L1(M, τ), òî A íîðìàëåí.
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Ââåäåíèå

Ïåðå÷èñëèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Ïóñòü ϕ � ñëåä íà àëãåáðå ôîí ÍåéìàíàM, A,B ∈
M è ‖B‖ < 1. Òîãäà ϕ(|[A,B]|) ≤ 2ϕ(|A|) (ñëåäñòâèå 3). Ïóñòü τ � òî÷íûé íîðìàëüíûé
ïîëóêîíå÷íûé ñëåä íà M, S(M, τ) � ∗-àëãåáðà âñåõ τ -èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ, Lp(M, τ),
0 < p < +∞, � íåêîììóòàòèâíîå Lp-ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà íà (M, τ). Ñëåä τ êîððåêòíî ïðî-
äîëæàåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè äî ôóíêöèîíàëà íà L1(M, τ), îáîçíà÷àåìîãî òîé æå áóêâîé τ .
Åñëè A ∈ L2(M, τ) è ReA = λ|A| ñ λ ∈ {−1, 1}, òî A = λ|A| (òåîðåìà 2). Îïåðàòîð
A ∈ L2(M, τ) ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà τ(A2) = τ(A∗A) (òåîðå-
ìà 3). Ïóñòü îïåðàòîðû A,B ∈ S(M, τ)+ îáðàòèìû â S(M, τ) è Y := (A−1 − B−1)(A− B).

Åñëè Y,A1/2Y A−1/2 ∈ L1(M, τ), òî τ(Y ) ≤ 0 (òåîðåìà 4). Ïóñòü îïåðàòîð A ∈ S(M, τ) ãè-
ïîíîðìàëåí è A = B+ iC � åãî äåêàðòîâî ðàçëîæåíèå ñ ýðìèòîâûìè B,C ∈ S(M, τ). Åñëè
BC ∈ L1(M, τ) èëè C = C3 ∈M è [B,C] ∈ L1(M, τ), òî A íîðìàëåí (òåîðåìà 6). Áîëüøèí-
ñòâî ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è â ñëó÷àå àëãåáðû B(H) âñåõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ
îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, ñíàáæåííîé êàíîíè÷åñêèì ñëåäîì tr.

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 16.12.2024, ïîñëå äîðàáîòêè 16.12.2024. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 18.12.2024.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè Ïðîãðàììû ðàçâèòèÿ Íàó÷íî-
îáðàçîâàòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà Ïðèâîëæñêîãî ôåäåðàëüíîãî îêðóãà (ñîãëàøåíèå � 075-
02-2024-1438).
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1. Îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Äëÿ àëãåáðû ôîí Íåéìàíà M îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ÷åðåç Mu,
Mid,M+ èMpr áóäåì îáîçíà÷àòü åå ïîäìíîæåñòâà óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ, èäåìïîòåíòîâ,
ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ è ïðîåêòîðîâ ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü I � åäèíèöà àëãåáðûM è
P⊥ = I − P äëÿ P ∈Mpr,M1 = {X ∈M : ‖X‖ ≤ 1} � åäèíè÷íûé øàð àëãåáðûM.
Ñëåäîì íà àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M íàçûâàåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå ϕ : M+ → [0,+∞],

÷òî ϕ(X + Y ) = ϕ(X) + ϕ(Y ), ϕ(λX) = λϕ(X) äëÿ âñåõ X,Y ∈ A+, λ ≥ 0 (ïðè ýòîì
0 · (+∞) ≡ 0); ϕ(Z∗Z) = ϕ(ZZ∗) äëÿ âñåõ Z ∈M. Äëÿ ñëåäà ϕ îïðåäåëèì ìíîæåñòâà M+

ϕ =

{X ∈ M+ : ϕ(X) < +∞}, Mϕ = linCM
+
ϕ . Îãðàíè÷åíèå ϕ|M+

ϕ
êîððåêòíî ïðîäîëæàåòñÿ ïî

ëèíåéíîñòè äî ôóíêöèîíàëà íà Mϕ, îáîçíà÷àåìîãî òîé æå áóêâîé ϕ. Ñëåä ϕ íà àëãåáðå
ôîí ÍåéìàíàM íàçûâàåòñÿ ([1], ãë. V, �2)
◦ êîíå÷íûì, åñëè ϕ(X) < +∞ äëÿ âñåõ X ∈M+;
◦ òî÷íûì, åñëè ϕ(X) = 0 (X ∈M+) =⇒ X = 0;
◦ íîðìàëüíûì, åñëè Xi ↗ X (Xi, X ∈M+) =⇒ ϕ(X) = supϕ(Xi);
◦ ïîëóêîíå÷íûì, åñëè ϕ(A) = sup{ϕ(B) : B ∈ A+, B ≤ A, ϕ(B) < +∞}, A ∈M+.
Îïåðàòîð â H (íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííûé èëè ïëîòíî îïðåäåëåííûé) íàçûâàåòñÿ ïðè-

ñîåäèíåííûì ê àëãåáðå ôîí ÍåéìàíàM, åñëè îí ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ëþáûì óíèòàðíûì îïåðà-
òîðîì èç êîììóòàíòàM′ àëãåáðûM. Äàëåå âñþäó τ � òî÷íûé íîðìàëüíûé ïîëóêîíå÷íûé
ñëåä íà M. Çàìêíóòûé îïåðàòîð X, ïðèñîåäèíåííûé ê M, èìåþùèé âñþäó ïëîòíóþ â H
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(X), íàçûâàåòñÿ τ -èçìåðèìûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
òàêîé P ∈ Mpr, ÷òî PH ⊂ D(X) è τ(P⊥) < ε. Ìíîæåñòâî S(M, τ) âñåõ τ -èçìåðèìûõ
îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ∗-àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäà ê ñîïðÿæåííîìó îïåðàòîðó, óìíî-
æåíèþ íà ñêàëÿð è îïåðàöèé ñèëüíîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, ïîëó÷àåìûõ çàìûêàíèåì
îáû÷íûõ îïåðàöèé ([2], ãë. 2, �2.3; [3], ãë. 8, �8.3). Äëÿ ñåìåéñòâà L ⊂ S(M, τ) îáîçíà÷èì
÷åðåç L+ è Lh åãî ïîëîæèòåëüíóþ è ýðìèòîâó ÷àñòè ñîîòâåòñòâåííî. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê
â S(M, τ)h, ïîðîæäåííûé ñîáñòâåííûì êîíóñîì S(M, τ)+, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ≤. Åñëè
A ∈ S(M, τ), òî |A| =

√
A∗A ∈ S(M, τ)+. ×åðåç Lp(M, τ), 0 < p < +∞, áóäåì îáîçíà-

÷àòü íåêîììóòàòèâíîå Lp-ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà íà (M, τ). Ñëåä τ êîððåêòíî ïðîäîëæàåòñÿ
ïî ëèíåéíîñòè äî ôóíêöèîíàëà íà L1(M, τ), îáîçíà÷àåìîãî òîé æå áóêâîé τ . Îïåðàòîð
A ∈ S(M, τ) íàçûâàåòñÿ ãèïîíîðìàëüíûì, åñëè A∗A ≥ AA∗, êîãèïîíîðìàëüíûì, åñëè îïå-
ðàòîð A∗ ãèïîíîðìàëåí.

2. Íåðàâåíñòâà äëÿ ñëåäà íà àëãåáðå ôîí Íåéìàíà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ϕ � ñëåä íà àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M, A ∈ M è W ∈ Mu. Òîãäà

ϕ(|[A,W ]|) ≤ 2ϕ(|A|).

Â ñèëó ([4], òåîðåìà 2.2) íàéäóòñÿ òàêèå ÷àñòè÷íûå èçîìåòðèè U, V ∈M, ÷òî

|[A,W ]| = |AW −WA| ≤ U |AW |U∗ + V |WA|V ∗. (1)

Ïîñêîëüêó

|AW | =
√
W ∗|A|2W =

√
(W ∗|A|W )2 =W ∗|A|W è |WA| =

√
A∗W ∗WA =

√
A∗A = |A|,

íåðàâåíñòâî (1) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

|[A,W ]| ≤ UW ∗|A|WU∗ + V |A|V ∗.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ìîíîòîííîñòè ñëåäà ϕ íà êîíóñåM+ ïîëó÷àåì

ϕ(|[A,W ]|) = ϕ(
√
|A|WU∗UW ∗

√
|A|) + ϕ(

√
|A|V ∗V

√
|A|) ≤ 2ϕ(|A|).
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ϕ � ñëåä íà àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M, A ∈ M è P ∈ Mpr. Òîãäà
ϕ(|[A,P ]|) ≤ ϕ(|A|).

Çàìåòèì, ÷òîW := 2P−I ∈Mu. Äëÿ A ∈Mpr óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 1 áûëî óñòàíîâëå-
íî äðóãèì ìåòîäîì â òåîðåìå 2 ([5]). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî |PAP⊥ ± P⊥AP |2 = P⊥A∗PAP⊥ +
PA∗P⊥AP = |[A,P ]|2. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïîëîæèòåëüíîãî êâàäðàòíîãî êîðíÿ èìååì
|PAP⊥ ± P⊥AP | = |[A,P ]|.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ϕ � ñëåä íà àëãåáðå ôîí ÍåéìàíàM, îïåðàòîðû A,B ∈M ñ ‖B‖ < 1.
Òîãäà ϕ(|[A,B]|) ≤ 2ϕ(|A|).

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ‖B‖ < (n−2)n−1, òî îïåðàòîð B ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì ñðåäíèì
n óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ W1, . . . ,Wn èçM ([6]). Òîãäà [A,B] = n−1([A,W1]+ · · ·+[A,Wn]) è
n ðàç ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ îïåðàòîðíîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ([4], òåîðåìà 2.2),
ïîëó÷àåì

|[A,B]| ≤ n−1(X1|[A,W1]|X∗1 + · · ·+Xn|[A,Wn]|X∗n)
äëÿ íåêîòîðûõ X1, . . . , Xn ∈M1.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü ϕ � êîíå÷íûé ñëåä íà àëãåáðå ôîí ÍåéìàíàM, îïåðàòîðû A ∈M è
B ∈M1. Òîãäà ϕ(|[A,B]|) ≤ 2ϕ(|A|).

Êîíå÷íûé ñëåä ïðîäîëæàåòñÿ äî ïîëîæèòåëüíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íà àëãåáðå
ôîí Íåéìàíà M, êîòîðûé àâòîìàòè÷åñêè ‖ · ‖-íåïðåðûâåí. Åñëè ‖B‖ = 1, òî îïåðàòîðû

Bn =
n

n+ 1
B èìåþò íîðìû, ìåíüøèå åäèíèöû è ‖Bn − B‖ → 0 ïðè n → ∞. Îòîáðàæåíèå

X 7→ |X| (X ∈M) ‖ · ‖-íåïðåðûâíî, ïîñêîëüêó ‖|X|‖ = ‖X‖| (X ∈M).

3. Íåðàâåíñòâà äëÿ ñëåäà è èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ

Ëåììà ([7], òåîðåìà 17). Èìååì τ(ST ) = τ(TS) äëÿ âñåõ îïåðàòîðîâ S, T ∈ S(M, τ) ñ

ST, TS ∈ L1(M, τ).

Ïðåäëîæåíèå (ñð. ñ [8], ëåììà 1). Åñëè ÷èñëà p, q, r > 0 ñ 1/p+1/q = 1/r è A ∈ Lp(M, τ),
B ∈ Lq(M, τ), X ∈M, òî AXB ∈ Lr(M, τ) è ‖AXB‖r ≤ ‖X‖‖A‖p‖B‖q.

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè p > 0 è A ∈ Lp(M, τ), òî An ∈ Lp/n(M, τ) è ‖An‖p/n ≤ ‖A‖np äëÿ âñåõ
n ∈ N.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè A = A2 ∈ Lp(M, τ), òî A ∈ Lp/n(M, τ) è ‖A‖p/n ≤ ‖A‖np äëÿ âñåõ n ∈ N.

Òåîðåìà 2. Åñëè A ∈ L2(M, τ) è ReA = λ|A| ñ λ ∈ {−1, 1}, òî A = λ|A|.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî A∗A,AA∗ ∈ L1(M, τ) è

(A+A∗)2 = 4λ2 |A|2 = 4A∗A.

Ïîýòîìó A2 +A∗2 = 3A∗A−AA∗ è â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðîäîëæåíèÿ τ íà âñå ïðîñòðàíñòâî
L1(M, τ) ïîëó÷àåì

‖A−A∗‖22 = τ((A−A∗)∗(A−A∗)) = τ(A∗A−A∗2 −A2 +AA∗) =

= τ(A∗A− 3A∗A+AA∗ +AA∗) = 0.

Ïîñêîëüêó ‖·‖2 ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà L2(M, τ), èìååìA∗ = A èA = ReA = λ|A|. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè λ = 1, òî A ≥ 0.

Ñëåäñòâèå 5. Åñëè B ∈ L2(M, τ) è ImB = λ|B| ñ λ ∈ {−1, 1}, òî B = iλ|B|.
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Äëÿ A = −iB èìååì B = iA è A∗A ∈ L1(M, τ). Î÷åâèäíî,

ReA =
−iB + iB∗

2
=
B −B∗

2i
= ImB = λ|B| = λ|A|.

Ïîýòîìó A = λ|A| è B = iA = iλ|A| = iλ|B|.

Òåîðåìà 3. Îïåðàòîð A ∈ L2(M, τ) ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

τ(A2) = τ(A∗A).

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Èìååì A2 ∈ L1(M, τ) â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3 ñ p = 1, n = 2. Èìïëè-
êàöèÿ �⇒� î÷åâèäíà. Ïðîâåðèì èìïëèêàöèþ �⇐�.
Øàã 1. Ïóñòü A ∈ L2(M, τ)h è τ(A2) = 0. Òàê êàê A2 ∈ L1(M, τ)+ è ñëåä τ òî÷åí, òî

A2 = 0. Ïîýòîìó A = 0.
Øàã 2. Ïóñòü A ∈ L2(M, τ) � ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð è τ(A2) = τ(A∗A). Ïóñòü

A =
A+A∗

2
+ i

A−A∗

2i

� åãî äåêàðòîâî ðàçëîæåíèå. Äëÿ ýëåìåíòà B =
A−A∗

2i
∈ L2(M, τ)h èìååì B2 ∈ L1(M, τ)+

è

τ(B2) = τ
(A2 −AA∗ −A∗A+A∗2

−4

)
= 0,

ïîñêîëüêó C∗2 = C2∗ äëÿ âñåõ C ∈ S(M, τ) è τ(T ∗) = τ(T ) äëÿ âñåõ T ∈ L1(M, τ). Ïîýòîìó
â ñèëó øàãà 1 ïîëó÷àåì B = 0 è A ∈ L2(M, τ)h.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü îïåðàòîðû A,B ∈ S(M, τ)+ îáðàòèìû â S(M, τ) è

Y := (A−1 −B−1)(A−B).

Åñëè Y,A1/2Y A−1/2 ∈ L1(M, τ), òî τ(Y ) ≤ 0.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ïðèìåíèì ôóíêöèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå ê îáðàòèìîìó â àëãåáðå
S(M, τ) îïåðàòîðóX ∈ S(M, τ)+. Èìååì 2 I−X−X−1 = −(X1/2−X−1/2)2 ≤ 0. Ïîýòîìó äëÿ

X1/2−X−1/2 ∈ L2(M, τ) ïîëó÷àåì τ(2 I−X−X−1) ≤ 0. Ïîñêîëüêó Y = 2I−A−1B−B−1A
è äëÿ X = A−1/2BA−1/2 èìååì X−1 = A1/2B−1A1/2, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ Y,A1/2Y A1/2 ∈
L1(M, τ) è ëåììû ïîëó÷àåì

τ(Y ) = τ((2 I −A−1B −B−1A)A−1 ·A1/2) = τ(A1/2(2 I −A−1B −B−1A)A−1/2) =

= τ(2 I −A−1/2BA−1/2 −A1/2B−1A1/2) ≤ 0.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 4 â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå óòî÷íÿåò òåîðåìó 2.1 èç [9], èç ïîñëåäíåé
ñëåäóåò ëèøü τ(Y ) ∈ R. Îá îáðàòèìîñòè â àëãåáðå S(M, τ) ñì. [10]�[12]. ÄëÿM = Mn(C) è
τ = tr òåîðåìà 4 áûëà óñòàíîâëåíà â ([3], òåîðåìà 2.1.19).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü A,B ∈ S(M, τ), P,Q ∈Mid è PQ = QP = 0. Åñëè îïåðàòîð

C = PA+BQ

ëåæèò â L1(M, τ), òî PAP,QBQ ∈ L1(M, τ) è τ(C) = τ(PAP +QBQ).

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Îïåðàòîðû PAP = CP , QBQ = QC è P⊥BQ = P⊥C ëåæàò â
L1(M, τ). Äëÿ ñèììåòðèè S = 2P − I = P − P⊥ èìååì

C + SCS = 2(PCP + P⊥CP⊥) = 2(PAP + P⊥BQ).
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Ïîýòîìó â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðîäîëæåíèÿ τ íà âñå ïðîñòðàíñòâî L1(M, τ), ëåììû è ðàâåí-
ñòâà QP⊥ = Q ïîëó÷àåì

τ(C) = τ(SCS) = τ(PAP + P⊥BQ) = τ(PAP ) + τ(P⊥BQ ·Q) =

= τ(PAP ) + τ(Q · P⊥BQ) = τ(PAP ) + τ(QBQ) = τ(PAP +QBQ).

Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü P,Q ∈Mpr. Òîãäà åñëè A,B ∈ S(M, τ)h, òî PAP +QBQ ∈ L1(M, τ)h

è τ(C) ∈ R; åñëè A,B ∈ S(M, τ)+, òî PAP +QBQ ∈ L1(M, τ)+ è τ(C) ∈ R+.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü îïåðàòîð A ∈ S(M, τ) ãèïîíîðìàëåí è A = B + iC � åãî äåêàðòîâî

ðàçëîæåíèå ñ B,C ∈ S(M, τ)h. Åñëè
1) BC ∈ L1(M, τ)

èëè

2) C = C3 ∈M è [B,C] ∈ L1(M, τ),
òî A íîðìàëåí.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ïîñêîëüêó (B − iC)(B + iC) ≥ (B + iC)(B − iC), èìååì

i(BC − CB) ≥ 0. (2)

1) Ïóñòü BC ∈ L1(M, τ). Òîãäà CB = (BC)∗ ∈ L1(M, τ) è

‖BC − CB‖1 = ‖i(BC − CB)‖1 = τ(i(BC − CB)) = iτ(BC − CB) =

= i(τ(BC)− τ(CB)) = 0

â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðîäîëæåíèÿ ñëåäà τ íà âñå ïðîñòðàíñòâî L1(M, τ) è ëåììû. Ñëåäîâà-
òåëüíî, [B,C] = 0 è îïåðàòîð A íîðìàëåí.
2) Ïóñòü C = C3 ∈ M è [B,C] ∈ L1(M, τ). Â ñèëó òåîðåìû 2 èç [13] è ëèíåéíîñòè

ïðîäîëæåíèÿ ñëåäà τ íà âñå ïðîñòðàíñòâî L1(M, τ) èìååì τ([B,C]) = 0 = iτ([B,C]) =
τ(i[B,C]). Îòñþäà ñ ó÷åòîì (2) ïîëó÷àåì

‖BC − CB‖1 = ‖i(BC − CB)‖1 = τ(i(BC − CB)) = τ(i[B,C]) = 0.

Çíà÷èò, [B,C] = 0 è îïåðàòîð A íîðìàëåí.

Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü îïåðàòîð A ∈ S(M, τ) êîãèïîíîðìàëåí è A = B+iC � åãî äåêàðòîâî
ðàçëîæåíèå ñ B,C ∈ S(M, τ)h. Åñëè BC ∈ L1(M, τ) èëè C = C3 ∈ M è [B,C] ∈ L1(M, τ),
òî A íîðìàëåí.

Î äðóãèõ ñëó÷àÿõ íîðìàëüíîñòè ãèïîíîðìàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñì., íàïðèìåð, [14]�[16] è
([17], çàäà÷à 207).
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A.M.Bikchentaev

Trace inequalities for measurable operators a�liated to a von Neumann algebra

Abstract. Let ϕ be a trace on von Neumann algebraM, A,B ∈M and ‖B‖ < 1, [A,B] = AB−BA.
Then ϕ(|[A,B]|) ≤ 2ϕ(|A|). Let τ be a faithful normal semi�nite trace on M, S(M, τ) be the
∗-algebra of all τ -measurable operators. If A ∈ L2(M, τ) and ReA = λ|A| with λ ∈ {−1, 1},
then A = λ|A|. An operator A ∈ L2(M, τ) is Hermitian if and only if τ(A2) = τ(A∗A). Let
positive operators A,B ∈ S(M, τ) be invertible in S(M, τ) and Y := (A−1 − B−1)(A − B). If
Y,A1/2Y A−1/2 ∈ L1(M, τ), then τ(Y ) ≤ 0. Let an operator A ∈ S(M, τ) be hyponormal and
A = B + iC be its Cartesian decomposition. If 1) BC ∈ L1(M, τ), or 2) C = C3 ∈ M and
[B,C] ∈ L1(M, τ), then A is normal.
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