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Çàìåíà ïåðåìåííûõ (II).

30. Çàìåíà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ è ôóíêöèè â âûðàæåíèÿõ,

ñîäåðæàùèõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.

Êàê è â êîíöå ïðîøëîãî çàíÿòèÿ, ðàññìîòðèì âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

A = Φ(x, y, z; z′x, z
′
y, z
′′
xx, z

′′
xy, z

′′
yy, . . .),

ãäå z = z(x, y) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó çàìåíû íå
òîëüêî íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x è y íà u è v, íî òàêæå ôóíêöèè z íà
äðóãóþ ôóíêöèþ w.

1). Ïðÿìàÿ çàìåíà:

x = f(u, v, w), y = g(u, v, w), z = h(u, v, w).

îïðåäåëÿåò íîâóþ ôóíêöèþ w = w(u, v) îò íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ u
è v. Çàäà÷à ñîñòîèò â çàìåíå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ z (x, y) ïî x è y â
âûðàæåíèè A íà ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè w = w(u, v) ïî u è v.

Ìåòîä çàìåíû îñíîâàí íà ðàâåíñòâå äâóõ âûðàæåíèé äëÿ ôóíêöèè
z (x, y). Ïîäñòàâèì â ýòó ôóíêöèþ âìåñòî àðãóìåíòîâ x è y èõ çàïèñü ÷åðåç
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íîâûå ïåðåìåííûå u è v, òî åñòü îïðåäåëèì ôóíêöèþ z = z (f(u, v, w), g(u, v, w))
îò íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ u, v è w. Â ñèëó òîãî, ÷òî, ïî óñëîâèþ çàìåíû,
z = h(u, v, w), òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

z (f(u, v, w), g(u, v, w)) = h(u, v, w). (1)

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ýòîãî ðàâåíñòâà ïîçâîëèò íàì âûðàçèòü ïðîèçâîäíûå
ôóíêöèè z (x, y) ïî x è y ÷åðåç ïðîèçâîäíûå w = w(u, v) ïî u è v.

Èòàê, äèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (1) ïî u è v, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
x = f(u, v, w), y = g(u, v, w) è w = w(u, v).

ïî u:
∂z

∂x
·
(
∂f

∂u
+

∂f

∂w
· ∂w
∂u

)
+

∂z

∂y
·
(
∂g

∂u
+

∂g

∂w
· ∂w
∂u

)
=

∂h

∂u
+

∂h

∂w
· ∂w
∂u

,

ïî v:
∂z

∂x
·
(
∂f

∂v
+

∂f

∂w
· ∂w
∂v

)
+

∂z

∂y
·
(
∂g

∂v
+

∂g

∂w
· ∂w
∂v

)
=

∂h

∂v
+

∂h

∂w
· ∂w
∂v

.

Èç ýòîé ñèñòåìû íàõîäèì z′x, z
′
y è ïîäñòàâëÿåì â A.

Âçäðîãíóâ, ïðåäñòàâèì ñåáå ïîâòîðíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ýòîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé ïî u è v è ïîéìåì, ÷òî â êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ âòîðûå
ïðîèçâîäíûå ëåã÷å âû÷èñëÿòü ïî íàéäåííûì z′x è z′y.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãîé ñïîñîá ââåäåíèÿ çàìåíû íåçàâèñèìûõ ïåðå-
ìåííûõ è ôóíêöèè.

2). Îáðàòíàÿ çàìåíà:

u = u(x, y, z), v = v(x, y, z), w = w(x, y, z).

Ýòà çàìåíà òàêæå îïðåäåëÿåò íîâóþ ôóíêöèþ w = w(u, v) îò íåçà-
âèñèìûõ ïåðåìåííûõ u è v. Ïîäñòàâèì â ýòó ôóíêöèþ âìåñòî u è v èõ
âûðàæåíèå â çàìåíå u = u(x, y, z), v = v(x, y, z) è çàïèøåì àíàëîã óðàâíå-
íèÿ (1):

w (u(x, y, z), v(x, y, z))) = w(x, y, z). (2)

Êàê è â ñëó÷àå ïðÿìîé çàìåíû äèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà
(2), íî íå ïî u è v, à ïî x è y, ó÷èòûâàÿ, ÷òî u = u(x, y, z), v = v(x, y, z) è
z = z(x, y).

ïî x:
∂w

∂u
·
(
∂u

∂x
+

∂u

∂z
· ∂z
∂x

)
+

∂w

∂v
·
(
∂v

∂x
+

∂v

∂z
· ∂z
∂x

)
=

∂w

∂x
+

∂w

∂z
· ∂z
∂x

.

ïî y:
∂w

∂u
·
(
∂u

∂y
+

∂u

∂z
· ∂z
∂y

)
+

∂w

∂v
·
(
∂v

∂y
+

∂v

∂z
· ∂z
∂y

)
=

∂w

∂y
+

∂w

∂z
· ∂z
∂y

.
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Èç ýòîé ñèñòåìû íàõîäèì z′x, z
′
y è ïîäñòàâëÿåì â A.

Ðåøèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ íà ïðèìåíåíèå ýòèõ ôîðìóë ê êîíêðåòíûì
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïðèìåð 1. Ïåðåéòè ê íîâûì ïåðåìåííûì u, v è w, ãäå w = w(u, v), â
óðàâíåíèè

y
∂z

∂x
+ x

∂z

∂y
= (y − x)z,

åñëè

u = x2 + y2, v = x−1 + y−1, w = ln z − (x + y). (3)

Ðåøåíèå. Èìååì îáðàòíóþ çàìåíó, ïîýòîìó èñïîëüçóåì ôîðìóëû äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ ïî x è y. Ñíà÷àëà äèôôåðåíöèðóåì

ïî x:
∂w

∂u
·
(
∂u

∂x
+

∂u

∂z
· ∂z
∂x

)
+

∂w

∂v
·
(
∂v

∂x
+

∂v

∂z
· ∂z
∂x

)
=

∂w

∂x
+

∂w

∂z
· ∂z
∂x

,

è â ñëó÷àå çàìåíû(3)

ïî x:
∂w

∂u
· 2x +

∂w

∂v
·
(
− 1

x2

)
=

1

z
· ∂z
∂x

− 1.

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì ïðîèçâîäíóþ z ïî x :

∂z

∂x
=

(
1 + 2x · ∂w

∂u
− 1

x2
· ∂w
∂v

)
· z.

Òåïåðü äèôôåðåíöèðóåì

ïî y:
∂w

∂u
·
(
∂u

∂y
+

∂u

∂z
· ∂z
∂y

)
+

∂w

∂v
·
(
∂v

∂y
+

∂v

∂z
· ∂z
∂y

)
=

∂w

∂y
+

∂w

∂z
· ∂z
∂y

.

è â ñëó÷àå çàìåíû(3)

∂w

∂u
· 2y +

∂w

∂v
·
(
− 1

y2

)
=

1

z
· ∂z
∂y

− 1.

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì ïðîèçâîäíóþ z ïî y :

∂z

∂y
=

(
1 + 2y · ∂w

∂u
− 1

y2
· ∂w
∂v

)
· z.
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Ïîäñòàâèì íàéäåííûå ïðîèçâîäíûå â èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå:

yz

(
2x · ∂w

∂u
− 1

x2
· ∂w
∂v

+ 1

)
− xz

(
2y · ∂w

∂u
− 1

y2
· ∂w
∂v

+ 1

)
= (y − x)z.

Ñîêðàùàÿ îäèíàêîâûå, íî ðàçíûå ïî çíàêó ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì, ÷òî

∂w

∂v

(
yz

x2
− xz

y2

)
= 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïîñëå çàìåíû
(3) ïðèíèìàåò âèä

∂w

∂v
= 0.

Ïðèìåð 2. Ïðåîáðàçîâàòü

(x− z)
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= 0,

ïðèíÿâ x çà ôóíêöèþ, à y è z � çà íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå.

Ðåøåíèå. Â ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ çàìåíû â ýòîì ïðèìåðå ñëåäóåò
ïîëîæèòü

u = y, v = z, w = x.

Óðàâíåíèå äëÿ âûâîäà ôîðìóëû ïðîèçâîäíîé ∂z/∂x

∂w

∂u
·
(
∂u

∂x
+

∂u

∂z
· ∂z
∂x

)
+

∂w

∂v
·
(
∂v

∂x
+

∂v

∂z
· ∂z
∂x

)
=

∂w

∂x
+

∂w

∂z
· ∂z
∂x

,

ïðè òàêîé çàìåíå èìååò âèä

∂w

∂v
· ∂z
∂x

= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∂z

∂x
=

(
∂w

∂v

)−1
. (4)

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ çàäà÷è ñëåäóåò äåëàòü çàìåíó â òåðìèíàõ ôóíêöèè
x = x(y, z), òî â ïðàâîé ÷àñòè (4) ñëåäóåò çàïèñàòü ïðîèçâîäíóþ îò ýòîé
ôóíêöèè, òî åñòü ïðîèçâåñòè çàìåíó

∂z

∂x
=

(
∂x

∂z

)−1
.
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Òåïåðü íàéäåì ∂z/∂y, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå

∂w

∂u
·
(
∂u

∂y
+

∂u

∂z
· ∂z
∂y

)
+

∂w

∂v
·
(
∂v

∂y
+

∂v

∂z
· ∂z
∂y

)
=

∂w

∂y
+

∂w

∂z
· ∂z
∂y

.

Âû÷èñëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå, ïðèâîäèì ýòî óðàâíåíèå ê âèäó

∂w

∂u
+

∂w

∂v
· ∂z
∂y

= 0,

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì
∂z

∂y
= − ∂w

∂u

/
∂w

∂v
. (5)

B òåðìèíàõ ôóíêöèè x = x(y, z) ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò çàìåíó

∂z

∂y
= − ∂x

∂y

/
∂x

∂z
. (6)

Èòàê, â èñõîäíîì óðàâíåíèè

(x− z)
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= 0

íå òðîãàåì ñâîáîäíûå x, y è z, à âìåñòî ïðîèçâîäíûõ ïîäñòàâëÿåì ïðàâûå
÷àñòè óðàâíåíèé (5) è (6):

(x− z)

/
∂x

∂z
− y

∂x

∂y

/
∂x

∂z
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå çàìåíû óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä

∂x

∂y
=

x− z

y
.

Ïðèìåð 3. Ïåðåéòè ê íîâûì ïåðåìåííûì u, v è w, ãäå w = w(u, v), â
óðàâíåíèè

(1 − x2)
∂ 2z

∂ x 2
+ (1 − y2)

∂ 2z

∂ y 2
= x

∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
,

åñëè

x = sinu, y = sin v, z = ew.
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Ðåøåíèå. Èìååì ïðÿìóþ ¾ðàçíåñåííóþ¿ çàìåíó: ïåðåìåííîé x ñîîò-
âåòñòâóåò òîëüêî îäíà ïåðåìåííàÿ u, ïåðåìåííîé x � îäíà ïåðåìåííàÿ v è
ôóíêöèè z � òîëüêî ôóíêöèÿ w. Èíûìè ñëîâàìè,

x = f(u) = sinu, y = g(v) = sin v, z = h(w) = ew.

Ýòî âñåëÿåò íàäåæäó, ÷òî äîáðàòüñÿ äî çàìåí âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ áóäåò
äîñòàòî÷íî ïðîñòî.

Èòàê, çàïèøåì îáùóþ ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî u è ðåàëèçóåì
åå äëÿ íàøåé çàìåíû.

ïî u:
∂z

∂x
·
(
∂f

∂u
+

∂f

∂w
· ∂w
∂u

)
+

∂z

∂y
·
(
∂g

∂u
+

∂g

∂w
· ∂w
∂u

)
=

∂h

∂u
+

∂h

∂w
· ∂w
∂u

.

Â ïåðâîé ñêîáêè îñòàåòñÿ òîëüêî ïðîèçâîäíàÿ ïî u, âòîðàÿ ñêîáêà îáíó-
ëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ, â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ. Òàêèì
îáðàçîì, ðåàëèçàöèÿ ïðîèçâîäíîé ïî u èìååò âèä

∂z

∂x
· cosu = ew

∂w

∂u
, (7)

îòêóäà èìååì ãîòîâóþ çàìåíó

∂z

∂x
=

ew

cosu

∂w

∂u

×òîáû çàìåíèòü ∂z/∂y îáðàòèìñÿ ê ïðîèçâîäíîé

ïî v:
∂z

∂x
·
(
∂f

∂v
+

∂f

∂w
· ∂w
∂v

)
+

∂z

∂y
·
(
∂g

∂v
+

∂g

∂w
· ∂w
∂v

)
=

∂h

∂v
+

∂h

∂w
· ∂w
∂v

.

Ðåàëèçàöèÿ ýòèõ óðàâíåíèé äëÿ íàøåé çàìåíû ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ
òîëüêî äëÿ ∂z/∂y, ïîñêîëüêó ñîäåðæàíèå ïåðâîé ñêîáêè îáíóëÿåòñÿ ïîë-
íîñòüþ:

∂z

∂y
· cos v = ew

∂w

∂v
. (8)

Èòàê, ãîòîâàÿ çàìåíà:
∂z

∂y
=

ew

cos v

∂w

∂u
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôîðìóë çàìåíû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ áîëåå óäîáíî
äèôôåðåíöèðîâàòü óðàâíåíèÿ (7) è (8):

ïî uu:
∂ 2z

∂ x 2
cos2 u− ∂z

∂x
sinu = ew

(
∂w

∂u

)2

+ ew
∂ 2w

∂ u 2
,
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ïî vv:
∂ 2z

∂ y 2
cos2 v − ∂z

∂x
sin v = ew

(
∂w

∂v

)2

+ ew
∂ 2w

∂ v 2
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòè ïðîèçâîäíûå ãîòîâûå ôîðìóëû äëÿ ∂z/∂x è ∂z/∂y,
íàõîäèì ôîðìóëû äëÿ çàìåíû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ.

Âñå ïîëó÷åííûå ôîðìóëû çàìåíû çàíîñèì â èñõîäíîå óðàâíåíèå

(1 − x2)
∂ 2z

∂ x 2
+ (1 − y2)

∂ 2z

∂ y 2
= x

∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
,

è ïðîèçâîäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âûêëàäêè ñ ñîêðàùåíèåì è ïðèâåäåíèåì
ïîäîáíûõ, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé âèä óðàâíåíèÿ ïîñëå çàìåíû:

∂ 2w

∂ u 2
+

∂ 2w

∂ v 2
+

(
∂w

∂u

)2

+

(
∂w

∂v

)2

= 0.
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Ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷, âçÿòûõ èç çàäà÷íèêà Äåìèäîâè÷à, âûñûëà-
þòñÿ ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå volodinstudent@gmail.com â âèäå ôîòîãðàôèé
ñ áîëüøèìè ïîëÿìè ââåðõó è âíèçó. Íåêîòîðûå èç ýòèõ çàäà÷ ìîãóò ïîêà-
çàòüñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè, îñîáåííî òà, ÷òî îòìå÷åíà çâåçäî÷êîé, íî,
çàòî, èõ ðåøåíèå îöåíèâàþòñÿ áîëåå âûñîêèì áàëëîì.

3471. Ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå

(y − z)
∂z

∂x
+ (y + z)

∂z

∂y
= 0,

ïðèíÿâ x çà ôóíêöèþ, à u = y− z è v = y + z çà íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå.

3476. Ïåðåéòè ê íîâûì ïåðåìåííûì â óðàâíåíèè

(xy + z)
∂z

∂x
+ (1 − y2)

∂z

∂y
= x + yz,

åñëè

u = yz − x, v = xz − y, w = xy − z.

3515. Ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå

∂ 2z

∂ x 2
+ 2

∂ 2z

∂x∂y
+

∂ 2z

∂ y 2
= 0
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ê íîâûì ïåðåìåííûì u = x + y, v = x− y, w = xy − z.

3517. Ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå

∂ 2z

∂ x 2
− 2

∂ 2z

∂x∂y
+
(

1 +
y

z

) ∂ 2z

∂ y 2
= 0

ê íîâûì ïåðåìåííûì u = x, v = x + y, w = x + y + z.

3523∗∗. Â óðàâíåíèè

q(1 + q)
∂ 2z

∂ x 2
− (1 + p + q + 2pq)

∂ 2z

∂x∂y
+ p(1 + p)

∂ 2z

∂ y 2
= 0

ãäå

p =
∂z

∂x
, q =

∂z

∂y
,

ïåðåéòè ê íîâûì ïåðåìåííûì u = x + y, v = y + z, w = x + y + z; w =
w(u, v).
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