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Резюме: для разных видов канонических форм определяется обобщенная 

математическая модель (ММ) молекулярного теплопереноса через ограждающие 

конструкции (ОК), учитывая инфильтрацию или эксфильтрацию смеси пара и воздуха и 

наличии различных положительных или отрицательных поверхностных или внутренних 

источников теплоты (ИТ). Определяется и решается ММ поставленной краевой задачи 

(КЗ) переноса, на базе которого при самых различных условиях однозначности 

(предварительно заданных) происходит формализация и анализ решения конкретных 

физических процессов с переменными или постоянными теплофизическими 

характеристиками и ИТ. Записываются критериальном виде формализация и решение 

КЗ для масштабных переходов при различных граничных условиях (ГУ) как зависимости 

температуры от термического сопротивления ( ) критериев Пекле (Pe) и 

Померанцева (Po). 

 

Ключевые слова: тепловые сети; инженерные сети; теплоперенос; массоперенос; 

ограждающая конструкция; фильтрация; конденсация; влажность; воздухопроницание. 

 

Для цитирования: Садыков Р.А., Абдуллазянов Э.Ю., Сабитов Л.С., Мухаметзянова 

А.К. Математическое моделирование процессов переноса в ограждающих конструкциях 

зданий и инженерных сетях // Вестник Казанского государственного энергетического 

университета. 2024. Т. 16. № 2 (62). С. 3-13. 

 

 

MATHEMATICAL MODELING OF TRANSFER PROCESSES IN BUILDING 

ENCLOSING STRUCTURES AND ENGINEERING NETWORKS 

 

Sadykov R.A., Abdullazyanov E.Y., Sabitov L.S., Mukhametzianova A.K. 

 

Kazan State Power Engineering University, Kazan, Russia 

aidamukham@gmail.com 

 

Abstract: For different types of canonical forms, a generalized mathematical model (MM) of the 

molecular heat transfer through enclosing structures (ES) is determined, taking into account the 

infiltration or exfiltration of a mixture of steam and air and the presence of various positive or 

negative surface or internal heat sources (HS). The MM of the set boundary value problem 

(BVP) of transfer is determined and solved, on the basis of which, under a variety of 

unambiguity conditions (preset), the formalization and analysis of the solution of specific 

physical processes with variable or constant thermophysical characteristics and IT takes place. 

The formalization and solution of the short circuit for large-scale transitions under various 

boundary conditions (BC) are written in a criterion form as dependences of the temperature 

 on the thermal resistance ( ) of the Pecle (Pe) and Pomerantsev (Po) criteria. 
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Введение (Introduction) 

Процессы тепло- и массопереноса, фильтрации парогазовых смесей и жидкостей 

через капилляры твердых ОК являются сложными и тесно взаимосвязанными. В разные 

времена года эти процессы сопровождаются различными физическими явлениями, такими 

как испарительное охлаждение или конденсационный нагрев. Не всегда возможно создание 

плотного наружного слоя ОК, так как это может привести к ухудшению влажностного 

состояния ОК из-за ограниченной воздухопроницаемости и затруднениями просушки в 

летний период года [1-5]. 

Современные энергосберегающие материалы (включая капиллярно-пористые 

твердые материалы) находят широкое применение не только в строительстве, но и в 

различных отраслях промышленности (теплообменники, инженерные сети, обшивка 

летательных аппаратов, системы охлаждения ядерных реакторов и т. д.), где элементы 

оборудования подвергаются высоким термическим напряжениям из-за больших градиентов 

потенциалов переноса [6-9]. 

Материалы и методы (Materials and methods) 

Передача тепловой энергии в ОК происходит через твердую структуру материала, 

жидкую и парообразную влагу, находящиеся в пористых телах. Уравнение стационарного 

нелинейного теплопереноса с учетом фильтрации и внутренних объемных стоков при 

общепринятых предположениях [1-5] в одномерном случае для канонических форм в 

соответствующих системах координат может быть представлено в виде обыкновенного 

неоднородного дифференциального уравнения (НДУ) второго порядка: 

  (1) 

где  – температура;  – текущая координата  ,  – толщина ОК;  – коэффициент 

теплопроводности ОК;  – постоянная формы;   – изобарная теплоемкость паровоздушной 

смеси;  – плотность потока паровоздушной смеси;  – мощность внутреннего ИТ; «'» – 

дифференцирование по ;  – функция «знак». 

При постоянном значении , в области тепловых сопротивлений действует 

непрерывно равномерно распределенный положительный или отрицательный ИТ. В случае, 

если , то в данной области проявляются локальные, сосредоточенные или 

распределенные положительные или отрицательные ИТ. 

При обобщенном физическом описании процессов теплообмена ОК, таких как 

охлаждение (например, испарение) или нагревание (конденсация), можно составить 

тепловые балансы как для области , так и для области , что приводит 

к новым дифференциальным уравнениям (ДУ) о потоках газа (или жидкости) к и от 

теплообменной поверхности с соответствующими граничными условиями. В результате 

НДУ (1) дополняются одним или двумя ДУ конвективного переноса и соответственно 

двумя или более ГУ. Таким образом, обобщенная ММ для стационарного теплообмена 

включает в себя три ДУ 2-го порядка и четыре или более ГУ (в зависимости от числа слоев 

ОК), необходимых для нахождения интегральных констант [6]. В случае многослойной ОК 

количество ГУ дополняется ГУ 4 рода (равенство t и тепловых потоков q(t)) на 

поверхностях контакта слоёв ОК, а их количество дополнительно определяются числом 

слоев ОК. При такой постановке задачи температурное распределение  в ОК выражается 

через температуру окружающей среды по обе стороны от него. [7-10, 16, 17]. 

В свою очередь, уравнение (1) с ГУ третьего рода может быть заменено более 

простыми ГУ первого рода при условии ввода постоянных фиктивных (эквивалентных) 

пограничных слоев. Тогда при интегрировании уравнения (1) и наличии в ГУ двух 

изопотенциальных поверхностей можно использовать преобразование Кирхгофа [8, 10, 17], 

которое через новую вспомогательную переменную  и средний коэффициент 

теплопроводности  приводит НДУ (1) к КЗ: 
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где , , ,  и  – температуры противоположных 

поверхностей ОК. Направление потока тепла относительно    определяется ГУ КЗ. 

КЗ (2)–(4) можно переписать через критерии Пекле (Pe) и Померанцева (Po) и 

безразмерных масштабах температуры (T) и термического сопротивления ( ), что 

позволяет перевести ОК в однослойную. 

В данном случае КЗ (2)–(4) запишется в виде: 

 
где  – безразмерная температура,  – 

безразмерное термическое сопротивление, здесь  – текущее термическое 

сопротивление,  – общее термическое сопротивление (суммарное, приведенное, 

требуемое) многослойной стенки, которое выбирается в зависимости от принятых ГУ; 

. 

Если известны пределы изменения   и , то критерии Пекле и Померанцева 

можно записать в виде: 

, 

. 

Тогда КЗ (6)–(8) перепишется в виде: 

 
Следовательно, приведенные преобразования значительно упрощают КЗ, устраняют 

физические размерности и знаки, решают вопросы масштабного перехода [11]. 

Исходное же НДУ (1) при переменных параметрах переноса [ , , ] и ГУ 

различного рода, которые учитывают ИТ, в наиболее общем случае решается численными 

или приближенными методами решения НДУ, или может быть сведено к решению 

линейного НДУ n-го порядка с переменными коэффициентами вида [6] 

 
где  – функции от r ; (i) – верхний индекс при t означает номер производной, ; 

. 

Решение ДУ (12) запишется в виде: 

 
где ,  – соответственно общее решение однородного ДУ (ОДУ) 

( )  и какое-либо частное решение НДУ. 

Если на некотором отрезке  известна линейно независимая фундаментальная 

система решений  ( ) соответствующего ОДУ (12), то общее решение (r) может быть 

найдено методом Лагранжа. В этом случае решение НДУ (12) ищем в виде [12]: 

 
где  – пока неизвестные функции, которые находятся из системы n уравнений: 

 
Разрешая (15) относительно , получаем 

 
где 

 
где   – произвольные постоянные интегрирования, определяемые из ГУ КЗ [10]. 

После, подставляя полученные значения  в (14), получим общее решение НДУ 

(12). Например, для уравнения второго порядка система (15) примет вид: 

 
решая ее относительно  и найдем: 
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где  – Вронскиан для функций . 

На рисунке 1 показаны профили распределения  в ОК в зависимости от [ , 

, ] [13]. 

 

 
Рис. 1. Зависимости распределения (графические) 

 в четырхслойной ОК в зимний период года 

(рис.1 будет расположен зеркально 

противоположно в летний период года): (1) – без 

взятия в учет фильтрацию воздуха, ИТ и 

; (2) – с взятием в учет инфильтрацию; 

(3) – с учетом эксфильтрации воздуха; (4) – с 

учетом инфильтрации воздуха и стока теплоты 

(наличия влаги в ОК); (5) – с учетом 

эксфильтрации воздуха и ИТ; (6) – кривая (4), но 

с учетом зависимости при ; (7) – 

кривая (5), но с учетом линейной зависимости 

 при ;  – термическое 

сопротивление слоёв стенки  

- соответственно 

термические сопротивления пограничных 

(эквивалентных) слоев стенок ОК;  -

коэффициенты теплоотдачи внутренней и 

наружной стенок ОК соответственно (обычно 

); - толщины и теплоёмкости слоев 

стенки соответственно;  – температуры 

внутреннего и наружного воздуха [13]. 

Fig.1. Distribution dependences (graphical)  in 

a four-layer ES in the winter period of the year (fig. 

1 will be located mirror-opposite in the summer 

period of the year): (1) – without taking into account 

air infiltration, HS and ; (2) – with taking 

into account infiltration; (3) – with taking into 

account air exfiltration; (4) – with taking into 

account air infiltration and heat runoff (presence of 

moisture in the ES); (5) – with taking into account 

air exfiltration and HS; (6) – curve (4), but with 

taking into account  the dependence  at ; 

(7) – curve (5), but with taking into account the 

linear dependence  at ;  – thermal 

resistance of the wall layers  

 – respectively thermal 

resistances of boundary (equivalent) layers of ES 

walls;  – heat transfer coefficients of internal 

and external ES walls respectively (usually ); 

 – thicknesses and heat capacities of the wall 

layers respectively;  – temperatures of internal 

and external air [13]. 

 

Для НДУ (линейных), где коэффициенты постоянны, и правая часть имеет вид: 

 
где  и  – это полиномы степени n и m соответственно. 

Следовательно, частное решение НДУ (12) будет находится намного проще, а 

именно-методом подбора. В данном случае: 
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где k = max (m,n);  и  – это многочлены, где коэффициенты являются 

неопределенными; s – это кратность корня  характеристического однородного 

уравнения. 

Из этого следует, что в зависимости от теплофизических характеристик ОК, 

структуры и влагосодержания капиллярно-пористых материалов, и др. факторов, функция 

ИТ f(r) подбирается как частный случай выражения (20). Отыскание частных решений 

уравнения (12) второго порядка с  и правой частью вида (20) можно найти 

в [10 и др.]. 

Результаты (Results) 

Рассмотрим в качестве примеров несколько упрощенных частных случаев решения 

поставленной КЗ, часть из которых сводится к известным решениям, изложенным, в 

частности, в [1-10]. 

I. При Г=1, ,  и искусственно опущенного знака сигнатуры 

(т. к. ), КЗ (6)–(8) можно записать в форме [6]: 

 
Аналитическое решение КЗ (22)–(24) получено в виде: 

 
которое уже охватывает все комбинации вышеперечисленных частных случаев параметров 

переноса ( ) при заданных условиях однозначности.  

II. При ,   (  – известный коэффициент теплопроводности при 

контрольной температуре  ,   – температурный коэффициент теплопроводности),  

и  получим промежуточное известное решение КЗ (2)–(4) в виде: 

 
Исходная же зависимая переменная  находится при помощи полуопределенного 

интегрирования (5) и для случая линейной зависимости  получим квадратное уравнение 

вида 

 
где 

 
решая которое относительно  (корень из физических соображений берется с 

положительным знаком радикала) с учетом (26) и (28), получим 

 
Сравнение случаев постоянного и переменного коэффициентов теплопроводности 

показывает, что непостоянство коэффициента теплопроводности при  повышает, а 

при  понижает теплообмен. Тогда формула для расчета прироста относительного 

изменения потока тепла из-за непостоянства коэффициента теплопроводности будет 

 (для ) или  (для ).  (30) 

III. При , линейной зависимости ,  и  общее решение ДУ 

(2) путем промежуточной замены переменной  можно свести к решению ДУ 

для ранее рассмотренного случая II (когда ). Тогда общее решение уравнения (2) при 

 с учетом указанной замены запишется в виде [6] 

 
а после определения  и  из краевых условий (3), (4), решение  будет  

 
Для более упрощенного изложения алгоритма перехода к исходным переменным 

поставленной КЗ примем . Тогда уравнение (32) примет вид [13] 

 
а квадратное уравнение относительно  будет 

 
из решения которого следует  

 
где 
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При  следует, что , а при  следует  . 

Из анализа полученных решений КЗ аналогично примеру II выводится оценка 

температурного профиля в зависимости от  как при ,  

так и при . 

IV.  При Г=1, ,  и  решением КЗ (6)–(8) будет [6] 

 
а при совпадении потока тепла с положительным направлением оси  получим 

квадратичную функцию вида 

 
V. Если Г=1, ,  и  , то решение КЗ (6)–(8), учитывая только 

воздухопроницаемость [1-4, и др.], будет с вертикальной осью симметрии и вершиной в 

точке  

 
На рисунке 2 показаны зависимости T( ) при различных значениях Po. 

 

 
Рис.2. Графическая зависимость при -6≤Po≤6. 

Если Po>0 «+» ИТ, если Po<0 «-» ИТ, Po=0 – то 

это стационарная теплопроводность (нет ИТ) 

Fig.2. Graphical dependence at -6≤Po≤6. 

If Po>0 “+” HS, if Po<0 “-” HS, Po=0 - it is 

stationary thermal conductivity (no HS) 

*Источник: Составлено авторами Source: compiled by the author. 

 

Численные расчеты относительной температуры  для различных значений  

показали, что в зависимости от значения  температура стенки может быть заметно 

больше максимальной безразмерной температуры поверхности стенки  при  и 

меньше её минимальной ( ) при .  

Таким образом, чем выше влагосодержание ОК (сток тепла ОК), тем глубже 

сдвигается фронт конденсации влаги внутрь ОК (зимний период года) и тем шире зона 

конденсации.  

Если есть фильтрация воздуха в ОК, то аналитическое решение КЗ будет 

определяться с помощью уравнения (25). 

В данном случае температура (безразмерная) будет зависеть от  и критериев 

переноса Пекле и Померанцева (Ре и Ро). Зависимости T( ) при различных Ре и Ро 

графически показаны на рисунке 3. 
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Рис.3. Изменение  при различных 

физических процессах в ОК: а) 1 – инфильтрация 

(-3≤Pe≤0,01; Po=0); 2 – инфильтрация 

(-3≤Pe≤0,01) и источник теплоты (Po=3); 3 – 

инфильтрация (-3≤Pe≤0,01) и сток теплоты (Po = 

-3). б) 1 – эксфильтрация (0,01≤Pe≤3; Po=0); 2 – 

эксфильтрация (0,01≤Pe≤3) и источник теплоты 

(Po=3); 3 – эксфильтрация (0,01≤Pe≤3) и сток 

теплоты (Po = -3) 

Fig.3. Variation  under different physical 

processes in ES: а) 1 – infiltration (-3≤Pe≤0,01; 

Po=0); 2 – infiltration (-3≤Pe≤0,01) and heat source 

(Po=3); 3 – infiltration (-3≤Pe≤0,01) and heat sink 

(Po = -3). b) 1 – exfiltration (0,01≤Pe≤3; Po=0); 2 – 

exfiltration (0,01≤Pe≤3) and heat source (Po=3); 3 – 

exfiltration (0,01≤Pe≤3) and heat sink (Po = -3) 

*Источник: Составлено авторами Source: compiled by the author. 

 

Далее рассмотрим конкретные решения. Как пример показан случай, при котором в 

ОК действует «+» положительный или «-» отрицательный ИТ [11, 13]. Полученные 

результаты сравниваются с работой [4], в которой учитывается только действие поперечной 

фильтрации воздуха в начальном уравнении, и представляются в таблице 1. 

 

Таблица 1 
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Сравнение плотностей тепловых потоков 
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Сравнение коэффициентов теплопередачи 
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*Источник: Составлено авторами Source: compiled by the author. 

 

где  -критерий Пекле, , 

,  относительный коэффициент 

фильтрационного теплообмена (критерий Пекле). 

 

 
Рис.4. Интегральные поверхности  в 

безразмерном трехмерном пространстве 

: а) 1 – инфильтрация (-3≤Pe≤0,01; 

Po=0); 2 – инфильтрация (-3≤Pe≤0,01) и источник 

теплоты (Po=3); 3 – инфильтрация (-3≤Pe≤0,01) и 

сток теплоты (Po= -3); б) 1 – эксфильтрация 

(0,01≤Pe≤3; Po=0); 2 – эксфильтрация (0,01≤Pe≤3) 

и источник теплоты (Po=3); 3 – эксфильтрация 

(0,01≤Pe≤3) и сток теплоты (Po= -3) 

Fig.4. Integral surfaces  in dimensionless three-

dimensional space : а) 1 – infiltration  

(-3≤Pe≤0,01; Po=0); 2 – infiltration (-3≤Pe≤0,01) 

and heat source (Po=3); 3 – infiltration  

(-3≤Pe≤0,01) and heat sink (Po= -3); b) 1 – 

exfiltration (0,01≤Pe≤3; Po=0); 2 – exfiltration 

(0,01≤Pe≤3) and heat source (Po=3); 3 – exfiltration 

(0,01≤Pe≤3) and heat sink (Po= -3) 

*Источник: Составлено авторами Source: compiled by the author. 

 

Далее по построенным полям температур, с учетом инфильтрации (или 

эксфильтрации) воздуха и отрицательных (или положительных) источников теплоты, 

можно провести расчет влажностного режима ОК. Для этого определяются максимальные 

упругости водяных паров  для каждого слоя ОК. Далее строятся графики  или 

, (где  – сопротивление паропроницанию паров воды в ОК) и с учетом 

относительной влажности воздуха внутри помещения и снаружи определяется зона 

конденсации (ЗК) влаги в ОК [2,18-25]. При наличии ЗК определяется количество влаги, 
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конденсирующейся в ОК при стационарных условиях диффузии водяного пара. Затем 

находятся плотности массовых потоков влаги воздуха, поступающего к ЗК из помещения 

 и уходящего из ЗК наружу . Тогда удельная плотность конденсирующейся влаги 

в ОК  будет: 

 
Рассмотренный метод расчета влажностного режима ОК позволяет рассчитать также 

скорость просыхания или сушки ОК после прекращения в нем конденсации влаги в период 

с положительными температурами наружного воздуха.  

Выводы (Conclusions) 

Предложенная обобщенная ММ (9)–(11) процессов нелинейного переноса в ОК 

позволяет: 

– рассчитывать температурные поля, значения тепловых потоков, а также различные 

коэффициенты переноса и др. производные характеристики ОК с учетом содержания влаги, 

для различных видов физических явлений или процессов (в том числе в инженерных, 

тепловых и электрических сетях). 

– учитывать при расчете поля передачи (тепло, влага, парогазовая смесь) изменение 

теплофизических характеристик от толщины или значения термического сопротивления ОК 

[6];  

– использовать полученные результаты для расчета на практике при проектировании 

ОК зданий и сооружений, создании или обновлении строительных норм и сводов правил по 

тепловой защите зданий [14, 15] и т. д.; 

– выполнять расчеты по тепло- и массопереносу для разных типов ОК для 

канонических систем. Поэтому с точностью до переобозначения символов можно успешно 

использовать полученные закономерности и для других процессов переноса. 
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