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Â ðàáîòå ñòðîÿòñÿ ïðèìåðû äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ A, â êîòîðûõ

ñåìåéñòâî âñåõ A-â.ï. ìíîæåñòâ èìååò íåãàòèâíóþ âû÷èñëèìóþ A-
íóìåðàöèþ, íî íå èìååò ïîçèòèâíûõ âû÷èñëèìûõ A-íóìåðàöèé. Îáñóæ-
äàåòñÿ òàêæå âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíûõ A-íóìåðàöèé ñðåäè

íåãàòèâíûõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû: íóìåðàöèÿ, ðàçðåøèìàÿ íóìåðàöèÿ, ïîçè-

òèâíàÿ íóìåðàöèÿ, íåãàòèâíàÿ íóìåðàöèÿ, âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ, âû-

÷èñëèìîå ìíîæåñòâî, âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî, äîïóñòèìîå

ìíîæåñòâî.

Ââåäåíèå

Îäíèì èç êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè âû÷èñëèìîñòè ÿâëÿåòñÿ òåî-

ðåìà Ôðèäáåðãà [1℄ î ñóùåñòâîâàíèè âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè áåç ïîâòîðå-

íèé ñåìåéñòâà âñåõ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ (â.ï.) ìíîæåñòâ. Òàêèå íóìå-

ðàöèè íàçûâàþòñÿ îäíîçíà÷íûìè èëè, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðîöèòèðî-

âàííûé ðåçóëüòàò, �ðèäáåðãîâûìè è ïðèìå÷àòåëüíû òåì, ÷òî îíè îáðàçóþò

ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû îòíîñèòåëüíî ñâîäèìîñòè â êëàññå âñåõ íóìåðàöèé

ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå âìåñòî ñåìåéñòâà âñåõ

â.ï. ìíîæåñòâ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñåìåéñòâà Σ(A) âñåõ Σ-ïîäìíîæåñòâ äî-

ïóñòèìûõ ìíîæåñòâ A (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, A-â.ï. ïîäìíîæåñòâ). Êàê
ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [2℄, òåîðåìó Ôðèäáåðãà íåâîçìîæíî ïåðå-

íåñòè íà ñåìåéñòâà âèäà Σ(A); áîëåå òîãî, â [2, 3℄ ïîñòðîåí ïðèìåð äîïó-

ñòèìîãî ìíîæåñòâà A òàêîãî, ÷òî ñåìåéñòâî Σ(A) íå èìååò îäíîçíà÷íûõ

è äàæå ïîçèòèâíûõ âû÷èñëèìûõ A-íóìåðàöèé. Â [2℄ íàéäåíî äîïóñòèìîå

ìíîæåñòâî A ëþáîé íàïåð¼ä çàäàííîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè, ñåìåéñòâî

Σ(A) êîòîðîãî îáëàäàåò îäíîçíà÷íûìè âû÷èñëèìûìè; ðàçðåøèìûìè âû-

÷èñëèìûìè, íî íå îáëàäàåò îäíîçíà÷íûìè âû÷èñëèìûìè A-íóìåðàöèÿìè
(ñì. òàêæå [4℄). Â [4℄ íàéäåíû ñåìåéñòâà âèäà Σ(A), èìåþùèå ïîçèòèâíûå
âû÷èñëèìûå A-íóìåðàöèè, íî íå èìåþùèå íåãàòèâíûõ âû÷èñëèìûõ A-
íóìåðàöèé. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îïèñàííàÿ êàðòèíà äîïîëíÿåòñÿ ïîñòðîå-

íèåì äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà A ëþáîé íàïåð¼ä çàäàííîé áåñêîíå÷íîé ìîù-

íîñòè, ó êîòîðîãî ñåìåéñòâî Σ(A) îáëàäàåò íåãàòèâíûìè âû÷èñëèìûìè, íî
íå îáëàäàåò ïîçèòèâíûìè âû÷èñëèìûìè A-íóìåðàöèÿìè. Ïðè ýòîì äîêà-

çàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà íàñòîÿùåé ñòàòüè íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå

âñåõ ïîíÿòèé è óòâåðæäåíèé íà äâîéñòâåííûå èç äîêàçàòåëüñòâà ïðîöèòè-

ðîâàííîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû [4℄.

�àáîòà ïåðâîãî àâòîðà ïîääåðæàíà ãðàíòîì �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà (ïðîåêò �

18-11-00028), ðàáîòà òðåòüåãî àâòîðà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû

ðàçâèòèÿ Íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà Ïðèâîëæñêîãî

�åäåðàëüíîãî îêðóãà (ñîãëàøåíèå � 075-02-2021-1393)
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Ïóñòü çäåñü è äàëåå S ⊆ P(ω) � ñåìåéñòâî âñåõ àðè�ìåòè÷åñêèõ ïîä-

ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 1. Îïðåäåëèì MS êàê ìîäåëü ñèãíàòóðû σ0 ⇌ {s2, S1,

R2} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• îñíîâíûì ìíîæåñòâîì ñëóæèò ω⊎
⊎

{PA | A ∈ S}, ïðè÷¼ì ìíîæåñòâî PA
áåñêîíå÷íî äëÿ êàæäîãî A ∈ S;

• s èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ãðà�èê �óíêöèè λx.(x
.

− 1) íà ω (à èìåííî,

sMS ⇌ {〈n+ 1, n〉 | n ∈ ω} ∪ {〈0, 0〉}; äàííîå óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò íàëè÷èå
ñòðóêòóðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â MS);

• S èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìíîæåñòâî êîäîâ ýëåìåíòîâ ñåìåéñòâà S, à R �

êàê îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìíîæåñòâàì ñåìåé-

ñòâà S, êîòîðûå êîäèðóþò ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû (à èìåííî, SMS ⇌
⊎

{PA | A ∈ S} è RMS ⇌ {〈x, n〉 | x ∈ PA è n ∈ A äëÿ íåêîòîðîãî A ∈ S};
îòíîøåíèå RMS

è ìíîæåñòâî SMS
ïîçâîëÿþò â ñòðóêòóðå MS çàêîäèðî-

âàòü âñå ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà S, ïðè ýòîì êàæäîå òàêîå ìíîæåñòâî áóäåò

èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî êîäîâ). ⋄

×àñòî áóäåì çàïèñûâàòü ïðîñòî S âìåñòî èíòåðïðåòàöèè SMS
.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü S ⊆ P(ω) � êëàññ âñåõ àðè�ìåòè÷åñêèõ ïîäìíî-

æåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà ñåìåéñòâî Σ(HF(MS)) èìååò íåãàòèâíóþ
âû÷èñëèìóþ HF(MS)-íóìåðàöèþ, íî íå èìååò ïîçèòèâíûõ âû÷èñëèìûõ

HF(MS)-íóìåðàöèé.

Ââèäó áîëüøîãî îáú¼ìà, à òàêæå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà òåõíè÷åñêèõ äå-

òàëåé è ìåòîäîâ, ñòàòüÿ ðàçáèòà íà äâå ÷àñòè. Â � 1 äàþòñÿ ïðåäâàðèòåëü-

íûå ñâåäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà. Â

�� 2, 3 ïðèâîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îòðèöàòåëüíîå è ïîëîæèòåëüíîå óñëîâèÿ

âûøåóïîìÿíóòîé òåîðåìû. Â � 4 îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ìè-

íèìàëüíûõ íóìåðàöèé ñðåäè íåãàòèâíûõ â äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ. Ïî-

ïóòíî â í¼ì ñòðîèòñÿ áåñêîíå÷íî óáûâàþùàÿ îòíîñèòåëüíî ñâîäèìîñòè

öåïü íåãàòèâíûõ âû÷èñëèìûõ HF(MS)-íóìåðàöèé ñåìåéñòâà Σ(HF(MS)).
Â � 5 ïðåäëàãàþòñÿ íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿ-

ùåé ñòàòüè, à òàêæå îòêðûòûå âîïðîñû. Âòîðàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò äîêàçà-

òåëüñòâà óòâåðæäåíèé èç � 3, êàñàþùèõñÿ àâòîìîð�èçìîâ è ïðåäñòàâëåíèé

Σ-ìíîæåñòâ HF(MS) ñ ïîìîùüþ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, èìåþùèõ ñâîéñòâà,

áëèçêèå ê åäèíñòâåííîñòè.

�1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ.

Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè íóìåðàöèé ìîæíî íàéòè â [5℄, èç òåîðèè

äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ, â òîì ÷èñëå è HF-âû÷èñëèìîñòè � â [6, 7, 8℄, èç
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êëàññè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè � â [9℄, à èç òåîðèè êîíñòðóêòèâíûõ ìîäå-

ëåé � â [10, 11℄. Äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ î íóìåðàöèÿõ íà äîïóñòè-

ìûõ ìíîæåñòâàõ ñîäåðæèòñÿ â [12, 13℄.

Ñèìâîëîì ⇌ áóäåì îáîçíà÷àòü ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ. Êîíåö äî-

êàçàòåëüñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ✷, à êîíåö îïðåäåëåíèÿ, ñîãëà-

øåíèÿ èëè çàìå÷àíèÿ � ñèìâîëîì ⋄. Îäíîñîðòíûå ñòðóêòóðû áóäåì îáî-

çíà÷àòü ãîòè÷åñêèìè ñèìâîëàìè (âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè), à äîïóñòèìûå

ñòðóêòóðû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê äâóõñîðòíûå ìîäåëè, �

ñïåöèàëüíûìè ñèìâîëàìè, � î ÷¼ì áóäåò ñêàçàíî íèæå. Åñëè M � ñòðóê-

òóðà ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû, òî çà÷àñòóþ áóäåì çàïèñûâàòü M âìåñòî îñ-

íîâíîãî ìíîæåñòâà äàííîé ñòðóêòóðû. Ñèãíàòóðíîå îòíîøåíèå ðàâåíñòâà

áóäåì îáîçíà÷àòü êàê ≈. ×åðåç ω áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî íàòóðàëü-

íûõ ÷èñåë.

Ïóñòü A,B ⊆ ω; ïîä çàïèñüþ A 6CE B áóäåì ïîíèìàòü îáñòîÿòåëüñòâî,

÷òî A â. ï. îòíîñèòåëüíî B. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An}n∈ω ïîäìíîæåñòâ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ (B-)âû÷èñëèìîé, åñëè áèíàðíîå îòíîøåíèå

{〈m,n〉 | m ∈ An, n ∈ ω} â. ï. îòíîñèòåëüíî B.
Ïóñòü äàëåå X � ìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû. ×åðåç P(X) áóäåì

îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X , à ÷åðåç Pω(X) �
ìíîæåñòâî âñåõ åãî êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ. ×åðåç |X| áóäåì îáîçíà÷àòü

ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X .

Ïóñòü òàêæå f � �óíêöèÿ ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû; òîãäà ÷åðåç δf è ρf

áóäåì îáîçíà÷àòü îáëàñòè ñîîòâåòñòâåííî çàäàíèÿ è çíà÷åíèé �óíêöèè

f . Êàê îáû÷íî, ÷åðåç f ↾ X áóäåì îáîçíà÷àòü �óíêöèþ h (íàçûâàåìóþ

ñóæåíèåì �óíêöèè f íà X), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ δh =
X ∩ δf è h(x) = f(x) äëÿ âñåõ x ∈ δh. Ïóñòü, ê òîìó æå, g òàêæå ÿâëÿåòñÿ

�óíêöèåé; áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî g ïðîäîëæàåò f èëè f ïðîäîëæàåòñÿ äî

g (áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî çàïèñè g D f èëè f E g), åñëè ýòè

�óíêöèè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì δf ⊆ δg è f = g ↾ δf . Êàê îáû÷íî,

÷åðåç f ◦ g áóäåì îáîçíà÷àòü êîìïîçèöèþ äàííûõ �óíêöèé (àðãóìåíòû

�óíêöèé, êàê è âûøå, áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ ñïðàâà); åñëè, ê òîìó æå, f

ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òî ÷åðåç f−1
áóäåì îáîçíà÷àòü �óíêöèþ, îáðàòíóþ ê

f .

Ïîä êîðòåæîì èëè íàáîðîì ýëåìåíòîâ èç X áóäåì ïîíèìàòü

−→x ⇌

〈x0, x1, . . . , xn−1〉 ∈ Xn
, ãäå n ∈ ω (çàìåòèì, ÷òî X0

ñîñòîèò òîëüêî èç

ïóñòîãî êîðòåæà, êîòîðûé áóäåì îáîçíà÷àòü êàê λ). Åñëè n ∈ ω òàêîâî,

÷òî

−→x ∈ Xn
, òî ïîëîæèì lh(−→x ) ⇌ n (íàïðèìåð, lh(λ) = 0 è lh(x) = 1, ãäå

x ∈ X). Ïîä êîíêàòåíàöèåé êîðòåæåé

−→a è

−→c áóäåì ïîíèìàòü ïðèïèñûâà-

íèå ñëåâà íàáîðà

−→a ê íàáîðó

−→c è îáîçíà÷àòü êàê

−→a ˆ−→c . Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî çíà÷åíèÿ lh äëèíû è îïåðàöèè êîíêàòåíàöèè â îáùåì ñëó÷àå çàâè-

ñÿò îò âûáîðà ìíîæåñòâà X (äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ðàññìîòðåòü, ê ïðèìåðó,
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ìíîæåñòâî, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð). Âñþäó â

ðàññìîòðåíèÿõ íèæå òàêèå ðàçíî÷òåíèÿ áóäóò îòñóòñòâîâàòü.

Ïóñòü äàëåå n ∈ ω òàêîâî, ÷òî |X| > n; òîãäà ÷åðåç Xn
6= áóäåì îáîçíà÷àòü

ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé äëèíû n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç X .

Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî Xn
6= = ∅ ïðè óñëîâèè, ÷òî |X| < n.

×åðåç f(−→x ) áóäåì îáîçíà÷àòü íàáîð 〈f(x0), f(x1), . . . , f(xn−1)〉, ãäå
−→x =

〈x0, x1, . . . , xn−1〉 � êîðòåæ ýëåìåíòîâ îáëàñòè çàäàíèÿ �óíêöèè f , äåé-

ñòâóþùåé â ýëåìåíòû ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû (n ∈ ω).

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êàíòîðîâñêèõ ïðåäñòàâëåíèé êîðòåæåé íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë. Ñíà÷àëà çà�èêñèðóåì âû÷èñëèìóþ �óíêöèþ 〈〈·, ·〉〉, îñó-
ùåñòâëÿþùóþ áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïàðàìè íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë è íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà �óíêöèÿ ìîíîòîííà

ïî êàæäîé êîîðäèíàòå. ×åðåç 〈〈·, . . . , ·〉〉 áóäåì îáîçíà÷àòü êàíòîðîâñêóþ

íóìåðóþùóþ �óíêöèþ, ñîïîñòàâëÿþùóþ êîðòåæè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

èìåþùèå íàïåð¼ä çàäàííóþ äëèíó, íàòóðàëüíûì ÷èñëàì. Èíäóêöèåé ïî

äëèíå êîðòåæà îïðåäåëèì ýòó �óíêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 〈〈n0〉〉 ⇌ n0,

〈〈n0, n1, . . . , nk〉〉 ⇌ 〈〈n0, 〈〈n1, . . . , nk〉〉〉〉 (k, n0, n1, . . . , nk ∈ ω; k > 1).
Ïóñòü M � ìíîæåñòâî; òîãäà HF0(M) ⇌ ∅,

HFn+1(M) ⇌ Pω(HFn(M) ∪M), HF (M) ⇌
⋃

n∈ω

HFn(M).

Ìíîæåñòâî a íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûì íàäM , åñëè a ∈ HF (M).
Ïóñòü M � ìîäåëü ÷èñòî ïðåäèêàòíîé ñèãíàòóðû σ, çàäàííàÿ íà ìíî-

æåñòâå M . Â ýòîì ñëó÷àå íà HF (M)∪M ìîæíî çàäàòü ìîäåëü HF(M)
ñèãíàòóðû σ∗ ⇌ σ ⊎ {U1,∈2, ∅} (íàçûâàåìóþ íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé

íàäñòðîéêîé íàä M) òàê, ÷òî ñèãíàòóðíûå ñèìâîëû èç σ áóäóò èíòåð-

ïðåòèðîâàòüñÿ òàê æå, êàê è íà M, ñèìâîëû ∅ è ∈ � êàê ïóñòîå ìíî-

æåñòâî è îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ñîîòâåòñòâåííî (∈HF(M)⊆ (HF (M)∪
M)×HF (M)), à U áóäåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ìíîæåñòâî M , ýëåìåí-

òû êîòîðîãî áóäóò íàçûâàòüñÿ ïðàýëåìåíòàìè è íå áóäóò èìåòü íèêàêîé

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ñòðóêòóðû, â îòëè÷èå îò îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ,

íîñÿùèõ íàçâàíèå �ìíîæåñòâà�. Çäåñü îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà σ áó-

äåò êîíå÷íîé ñèãíàòóðîé. Íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûå íàäñòðîéêè áóäóò ñëó-

æèòü êëþ÷åâûìè îáúåêòàìè èññëåäîâàíèé â íàñòîÿùåé ðàáîòå. È â äàëü-

íåéøåì ïîä äîïóñòèìûìè ìíîæåñòâàìè áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, åñëè íå îãî-

âîðåíî îñîáî, èìåííî ïðåäñòàâèòåëåé äàííîãî êëàññà.

ÏîäHF(M)-âû÷èñëèìûìè èHF(M)-âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûìè (ñîêðà-
ù¼ííî, HF(M)-â. è HF(M)-â.ï.) îòíîøåíèÿìè áóäåì ïîíèìàòü ñîîòâåò-

ñòâåííî ∆- è Σ-ïðåäèêàòû íà HF(M). Ñåìåéñòâà âñåõ HF(M)-â. è âñåõ

HF(M)-â.ï. ìíîæåñòâ (ò. å. óíàðíûõ îòíîøåíèé) áóäåì îáîçíà÷àòü êàê

∆(HF(M)) è Σ(HF(M)) ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëåäóþùèõ àáçàöàõ, êàñàþùèõ-

ñÿ íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêè HF(M) íàä ìîäåëüþ M, âñå êëàñ-

ñû �îðìóë áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ñèãíàòóðå σ∗
. ∆0-Ôîðìóëû îáðàçóþò
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íàèìåíüøèé êëàññ, ñîäåðæàùèé àòîìàðíûå �îðìóëû è çàìêíóòûé îòíî-

ñèòåëüíî ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê

¬
, →, ∧, ∨, à òàêæå îãðàíè÷åíííîé êâàíòè-

�èêàöèè (∀y ∈ x è ∃y ∈ x). Σ-Ôîðìóëû îáðàçóþò íàèìåíüøèé êëàññ,

ñîäåðæàùèé ∆0-�îðìóëû è çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê

∧, ∨, îãðàíè÷åíííîé êâàíòè�èêàöèè, à òàêæå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ

(∃x). Π-�îðìóëû ïîëó÷àþòñÿ èç Σ-�îðìóë çàìåíîé êàæäîãî íåîãðàíè÷åí-
íîãî êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ íà íåîãðàíè÷åííûé êâàíòîð âñåîáùíîñòè

(∀x). Σ-Ïðåäèêàòàìè íàçûâàþòñÿ îòíîøåíèÿ, îïðåäåëèìûå Σ-�îðìóëàìè
(âîçìîæíî, ñ ïàðàìåòðàìè). Π-Ïðåäèêàòû � ýòî îòíîøåíèÿ, îïðåäåëèìûå

Π-�îðìóëàìè (âîçìîæíî, ñ ïàðàìåòðàìè). Îòìåòèì, ÷òî Π-ïðåäèêàòû ìî-

ãóò áûòü çàäàíû, êàê äîïîëíåíèÿ Σ-ïðåäèêàòîâ. ∆-Ïðåäèêàòû � ýòî Σ- è
Π-ïðåäèêàòû îäíîâðåìåííî. Êàê îáû÷íî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî

D ⊆ HF(M) îïðåäåëèìî �îðìóëîé Φ(x,−→s ) ñ íàáîðîì −→s ïàðàìåòðîâ èç

HF(M), åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî D = {a|HF(M) |= Φ(a,−→s )}.
×åðåç Ord(HF(M)) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ îðäèíàëîâ äàííîé

íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêè, êîòîðîå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êîí-

ñòðóêöèÿõ â íàñòîÿùåé ñòàòüå, êàê ñîâîêóïíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äàí-

íîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿHF(M)-âû÷èñëèìûì. ×åðåç sp è rnk áóäåì îáîçíà-

÷àòü îäíîìåñòíûå Σ-îïåðàöèè íîñèòåëÿ (sp(x) = {u ∈ TC({x}) | U(u)}) è
ðàíãà (rnk(u) = ∅ äëÿ ïðàýëåìåíòà u, rnk(a) = sup{rnk(x) + 1 | x ∈ a}) ñî-
îòâåòñòâåííî. Â ðàññìàòðèâàåìîé ñòðóêòóðå íîñèòåëü è ðàíã �ìíîæåñòâà�

a áóäóò èãðàòü ðîëè åãî øèðèíû è âûñîòû ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü TC(a) �
òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå �ìíîæåñòâà� a (ñì. I.6 [7℄).
Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê çàäàíèþ ïîäñòàíîâîê íà òåðìàõ, êîðòåæàõ è �îð-

ìóëàõ. Ïóñòü êîðòåæè

−→s , −→r 0
,

−→r 1
ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû òà-

êîâû, ÷òî lh(−→r 0) = lh(−→r 1) è sp(−→r 0) ⊆ sp(−→s ). Ïîä ðåçóëüòàòîì ïîäñòà-

íîâêè [−→s ]
−→r 0

−→r 1 â êîðòåæå

−→s íàáîðà

−→r 1
âìåñòî

−→r 0
áóäåì ïîíèìàòü íàáîð

〈f(s0), f(s1), . . . , f(sn−1)〉, ãäå êîðòåæ
−→s = 〈s0, s1, . . . , sn−1〉 è �óíêöèÿ f

òàêîâû, ÷òî áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà f(s)=s è f(r0i ) = r1i äëÿ âñåõ s ∈
sp(−→s ) \ sp(−→r 0) è i ∈ ω, 0 6 i < lh(−→r 0) (çäåñü −→r k = 〈rki |i ∈ ω, i < lh(−→r k)〉,
k = 0, 1). Ïóñòü òåïåðü q, t1, t2 � òåðìû, θ � �îðìóëà è u � ïåðåìåííàÿ.

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäñòàíîâêè íà �îðìóëàõ è òåðìàõ áóäåì çàïè-

ñûâàòü êàê [θ]ut1 , [q]
u
t1
, [θ]t1t2 è [q]t1t2 , â êîòîðûõ ëþáîå ñâîáîäíîå âõîæäåíèå

ïåðåìåííîé èëè òåðìà ñâåðõó çàìåíÿåòñÿ íà òåðì, ñòîÿùèé ñíèçó. Åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì äàííûå ïîíÿòèÿ îáîáùàþòñÿ íà ïîäñòàíîâêè �îðìóë è

òåðìîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ èëè òåðìîâ.

Êàê è â [8, 12℄, Σ-ïðåäèêàòû áóäåì çàäàâàòü òàê íàçûâàåìûìè âû÷èñëè-

ìûìè äèçúþíêöèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñíà÷àëà çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk}k∈ω òåð-

ìîâ ñèãíàòóðû {∅,∪2, {·}1} è ñâÿçàííóþ ñ íåé ñèëüíî âû÷èñëèìóþ (â

êëàññè÷åñêîì ïîíèìàíèè) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sk}k∈ω ãðóïï ïåðåñòàíî-
âîê ñëåäóþùèì íàáîðîì ñâîéñòâ (ïîä ìåñòíîñòüþ òåðìà tk áóäåì ïîíè-

ìàòü åãî ðåàëüíóþ ìåñòíîñòü, ò. å. �àêòè÷åñêîå êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ,

ó÷àñòâóþùèõ â ïîñòðîåíèè äàííîãî òåðìà, êîòîðîå áóäåì â äàëüíåéøåì

îáîçíà÷àòü êàê nk (k ∈ ω)):
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(T1): åñëè k ∈ ω è

−→m ∈ M
nk
, òî áóäåò ñïðàâåäëèâûì óñëîâèå tk(

−→m) ∈
HF(M);
(T2): êàêîâ áû íè áûë ýëåìåíò a ∈ HF(M), íàéäóòñÿ íàáîð−→m ∈ M

nk

6= , ïðè-

÷¼ì sp(a) = sp(−→m), à òàêæå ÷èñëî k ∈ ω, äëÿ êîòîðûõ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

ñîîòíîøåíèå a = tk(
−→m);

(T3): äëÿ êàæäîãî k ∈ ω ãðóïïà Sk áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî ïåðåñòàíîâêè

ìíîæåñòâà {l ∈ ω : l < nk}, îòîæäåñòâëÿåìûå ñ ïåðåñòàíîâêàìè ìíîæå-

ñòâà sp(−→m) òàê:
π(〈m0, m1, . . . , mnk−1〉) ⇌ 〈mπ(0), mπ(1), . . . , mπ(nk−1)〉,

ãäå

−→m = 〈m0, m1, . . . , mnk−1〉 ∈ M
nk

6= , êàê è â (T2), à π ∈ Sk;

(T4): áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äàííîå ïðåäñòàâëåíèå ïðàýëåìåíòîâ è �ìíîæåñòâ�

íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîåê ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè îäíîçíà÷íûì, à èìåí-

íî, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå äëÿ âñåõ k0, k1 ∈ ω è

−→m0 ∈ M
nk0

6= ,

−→m1 ∈ M
nk1

6= :

• åñëè tk0(
−→m0) = tk1(

−→m1), òî k0 = k1;

• tk0(
−→m0) = tk0(

−→m1), åñëè è òîëüêî åñëè

−→m0 = π(−→m1) äëÿ íåêîòîðîé ïåðå-

ñòàíîâêè π ∈ Sk0 (îòìåòèì, ÷òî ãðóïïà Sk0 ýòèì ñîîòíîøåíèåì è óñëîâè-

åì (T3) çàäà¼òñÿ îäíîçíà÷íî);

(T5): ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tp}p∈ω òåðìîâ ñèëüíî âû÷èñëèìà â òîì ñìûñ-

ëå, ÷òî ïî êàæäîé ïàðå, ñîñòîÿùåé èç p ∈ ω è èç êîðòåæà

−→u = 〈ui|i ∈
ω, i < np〉 ïåðåìåííûõ, ìîæíî íàéòè è ïðèòîì ý��åêòèâíî êîíå÷íîå ìíî-

æåñòâî Fp ïàð âèäà 〈k,−→u ′〉 (çäåñü k ∈ ω, à êîðòåæ

−→u ′
áóäåò èìåòü äëèíó

nk, îáðàçîâûâàòü êîòîðûé áóäóò íåêîòîðûå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåí-

íûå, ó÷àñòâóþùèå â ïîñòðîåíèè êîðòåæà

−→u ), óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó
tp(

−→m) = [{tk(
−→u ′)|〈k,−→u ′〉 ∈ Fp}]

−→u
−→m
äëÿ ëþáîãî êîðòåæà

−→m ∈ M
np

6= (íåòðóäíî,

èíäóêöèåé ïî k < p, ïîñòðîèòü òåðì ñèãíàòóðû {{·},∪,∅}, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà). ⋄

Òåì ñàìûì, êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Fp áóäåò çàäàâàòüñÿ ñèëüíûì èíäåêñîì

â êëàññè÷åñêîì ïîíèìàíèè. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî t1(m) = m(∈ M),
t0(λ) =∅ è, â ýòèõ ñëó÷àÿõ, F0 = F1 = ∅.
Ñ ïîìîùüþ Σ-ðåêóðñèè (� 2.5 [6℄) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâèå

〈k,−→m〉(∈ Ord(HF(M))×M
nk

6= ) 7→ tk(
−→m),

ÿâëÿåòñÿ Σ-�óíêöèåé, ïðè÷¼ì îïðåäåëÿþùàÿ å¼ ãðà�èê Σ-�îðìóëà ñèã-

íàòóðû {U,∈,∅} ìîæåò áûòü çàäàíà áåç ïàðàìåòðîâ è íå áóäåò çàâèñåòü

îò âûáîðà M.

Òàê êàê ëþáîé ýëåìåíò íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêè íàä ìîäå-

ëüþ M çàäà¼òñÿ ïîäõîäÿùèìè íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, îïðåäåëÿþùèì íî-

ìåð òåðìà, è íàáîðîì ïðàýëåìåíòîâ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòðàìè ëþ-

áîé íàïåð¼ä çàäàííîé Σ-�îðìóëû ñèãíàòóðû σ∗
íà HF(M) ñëóæàò ïðà-

ýëåìåíòû.
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Â äàëüíåéøåì ÷åðåç u0, u1, . . ., un, . . . áóäåì îáîçíà÷àòü îñíîâíûå ïå-

ðåìåííûå, ïðèíèìàþùèå â êà÷åñòâå çíà÷åíèé ýëåìåíòû ñòðóêòóðû, ëåæà-

ùåé â îñíîâàíèè íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêè, à ÷åðåç v0, v1, . . ., vn,

. . . � äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå, êîòîðûå â êà÷åñòâå çíà÷åíèé ïðèíèìà-

þò ïàðàìåòðû, òàêæå ÿâëÿþùèåñÿ ïðàýëåìåíòàìè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî êàê îñíîâíûå, òàê è äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå ý��åêòèâíî çàíóìå-

ðîâàíû íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè (íàïðèìåð, ÷èñëàìè 〈〈0, n〉〉 äëÿ un è 〈〈1, n〉〉
äëÿ vn, ãäå n ∈ ω) â ã¼äåëåâîé íóìåðàöèè. Âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

êàê îñíîâíûå, òàê è äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â �îðìóëó,

íóìåðóþòñÿ íà÷àëüíûìè ñåãìåíòàìè íàòóðàëüíîãî ðÿäà (à â âûáðàííîé

ã¼äåëåâîé íóìåðàöèè � íà÷àëüíûìè ñåãìåíòàìè ïî âòîðîé êîîðäèíàòå).

Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî �îðìóëû îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ èõ íîìå-

ðàìè â çàðàíåå âûáðàííîé ã¼äåëåâîé íóìåðàöèè. Òåì ñàìûì, áóäåò ñïðà-

âåäëèâûì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {AΦ
n}n,Φ∈ω ìíî-

æåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç ∃-�îðìóë ñèãíàòóðû σ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþ-

ùåìó óñëîâèþ: åñëè M � ìîäåëü ñèãíàòóðû σ è Φ(x0, v0, v1 . . . , vk−1) �

Σ-�îðìóëà ñèãíàòóðû σ∗
, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

{a | HF(M) |= Φ(a, s0, s1, . . . , sk−1)} = {tl(m0, m1, . . . , mnl−1)|
l ∈ ω, 〈m0, m1, . . . , mnl−1〉 ∈ M

nl, M |= ϕ(m0, m1, . . . , mnl−1, s0, s1, . . . , sk−1)
äëÿ íåêîòîðîé ∃-�îðìóëû ϕ(u0, u1, . . . , unl−1, v0, v1, . . . , vk−1) ∈ AΦ

l },

äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ s0, s1, . . ., sk−1 èç M (k ∈ ω).

Èìååò ìåñòî è îáðàòíîå, â íåêîòîðîì ñìûñëå, óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü {An}n∈ω � âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíî-

æåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç ∃-�îðìóë ñèãíàòóðû σ. Òîãäà

(1)

D ⇌ {tl(
−→m)|l ∈ ω, −→m ∈ M

nl, M |= ϕ(−→m, s0, s1, . . . , sk−1)
äëÿ íåêîòîðîé ϕ(u0, u1, . . . , unl−1, v0, v1, . . . , vk−1) ∈ Al}

áóäåò Σ-ïîäìíîæåñòâîì HF(M), äëÿ ëþáûõ ìîäåëè M ñèãíàòóðû σ è ýëå-

ìåíòîâ s0, s1, . . ., sk−1 èç M. Áîëåå òîãî, íîìåð Σ-�îðìóëû ñ ïàðàìåòðàìè

s0, s1, . . ., sk−1 èç M, îïðåäåëÿþùåé ìíîæåñòâî D, ý��åêòèâíî íàõîäèò-

ñÿ ïî âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {An}n∈ω è íå çàâèñèò îò âûáîðà

ìîäåëè M (k ∈ ω).

Ïóñòü ϕ(−→u ,−→v ) � �îðìóëà ñèãíàòóðû σ îò íàáîðîâ

−→u è

−→v îñíîâíûõ

è äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâåííî è ïóñòü π � ïåðåñòàíîâ-

êà ìíîæåñòâà {l ∈ ω : l < lh(−→u )}; òîãäà ÷åðåç ϕπ îáîçíà÷èì �îðìó-

ëó ϕ(π(−→u ),−→v ). Îòìåòèì, ÷òî êâàíòîðíûå è íåêîòîðûå äðóãèå �îðìóëü-

íûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ϕ è ϕπ ñîâïàäàþò. Ê �îðìóëüíûì õàðàêòåðèñòè-

êàì ìîæíî îòíåñòè ñâîéñòâà �îðìóë áûòü áåñêâàíòîðíûìè, êîíúþíêöè-

ÿìè àòîìàðíûõ �îðìóë è/èëè èõ îòðèöàíèé è ò. ä. Ïðè ýòîì îïåðàöèÿ

(ϕ, π) 7→ ϕπ âû÷èñëèìà.
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Äàëåå, ïóñòü Ψ � ìíîæåñòâî �îðìóë ñèãíàòóðû σ îò íàáîðîâ −→u è

−→v îñ-

íîâíûõ è äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâåííî; ïóñòü òàêæå G �

ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê (íåîáÿçàòåëüíî âñåõ) ìíîæåñòâà {l ∈ ω|l < lh(−→u )}.
×åðåç ΨG

áóäåì îáîçíà÷àòü çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Ψ îòíîñèòåëüíî äåé-

ñòâèÿ ãðóïïû G (à èìåííî, íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå Ψ è óäî-

âëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: åñëè ϕ ∈ ΨG
, òî ϕπ ∈ ΨG

äëÿ ëþáîé

ïåðåñòàíîâêè π ∈ G). Çäåñü òàêæå ñëåäóåò óïîìÿíóòü î ñîâïàäåíèè êâàí-

òîðíûõ õàðàêòåðèñòèê ìíîæåñòâ Ψ è ΨG
, à òàêæå ñîõðàíåíèè ñâîéñòâ áûòü

âû÷èñëèìûì èëè âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûì.

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä èíòåðïðåòàöèè îäíîé ìîäåëè

â äðóãîé.

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîîòâåòñòâèå I � èíòåðïðåòà-

öèÿ ìîäåëè M ñèãíàòóðû σ â ìîäåëè I(M) âû÷èñëèìîé ñèãíàòóðû I(σ),
åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì (çäåñü

−→u è

−→v � íàáîðû îñ-

íîâíûõ è äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâåííî, è

−→s ∈ M
lh(−→v )

�

êîðòåæ ïàðàìåòðîâ):

• îñíîâíûå ìíîæåñòâà ìîäåëåé M è I(M) ñîâïàäàþò;
• I(σ) ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî ïðåäèêàòíûå è êîíñòàíòíûå ñèìâîëû, ïðè-
÷¼ì èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí êîíñòàíòíûé ñèìâîë â I(σ);
• äëÿ êàæäîé ∃-�îðìóëû ψ0(

−→u ,−→v ) ñèãíàòóðû σ íàéä¼òñÿ è ïðèòîì ý�-

�åêòèâíî âû÷èñëèìàÿ äèçúþíêöèÿ

∨

Ψ0(
−→u ,−→v ) áåñêâàíòîðíûõ �îðìóë

ñèãíàòóðû I(σ), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

M |= ψ0(
−→a ,−→s ) ⇔ I(M) |=

∨

Ψ0(
−→a ,−→s ),

äëÿ âñåõ

−→a ∈ M
lh(−→u )

;

• äëÿ êàæäîé áåñêâàíòîðíîé �îðìóëû ψ1(
−→u ,−→v ) ñèãíàòóðû I(σ) íàéä¼ò-

ñÿ è ïðèòîì ý��åêòèâíî âû÷èñëèìàÿ äèçúþíêöèÿ

∨

Ψ1(
−→u ,−→v ) ∃-�îðìóë

ñèãíàòóðû σ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

I(M) |= ψ1(
−→a ,−→s ) ⇔ M |=

∨

Ψ1(
−→a ,−→s ),

äëÿ âñåõ

−→a ∈ M
lh(−→u )

. ⋄

Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâî D ⊆ HF(M) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An}n∈ω ìíî-
æåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç �îðìóë ñïåöèàëüíîãî âèäà (íàïðèìåð, ∃-�îðìóë èëè
áåñêâàíòîðíûõ �îðìóë) íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé ñèãíàòóðû (âîçìîæíî,

íå ñîâïàäàþùåé ñ σ, î ÷¼ì ãîâîðèëîñü â îïðåäåëåíèè 3), à òàêæå íàáîð

−→s ïàðàìåòðîâ èç M. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An}n∈ω 


íàáîðîì

−→s ïàðàìåòðîâ çàäà¼ò D (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ìíîæåñòâî D

çàäà¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {An}n∈ω 
 íàáîðîì

−→s ïàðàìåòðîâ), åñëè

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (1), ãäå îòîæäåñòâëÿþòñÿ èñòèííîñòü íà ìîäåëè è

å¼ èíòåðïðåòàöèè.



55 È. Ø. Êàëèìóëëèí, Â. �. Ïóçàðåíêî, Ì. Õ. Ôàéçðàõìàíîâ

Ñîãëàøåíèå 1. Ïóñòü Φ(x,−→v ) � Σ-�îðìóëà ñèãíàòóðû σ∗
è ïóñòü

−→s ∈ M
lh(−→v )

; òîãäà çàïèñü Φ(x,−→s ) áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî äàííàÿ Σ-�îðìóëà
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ íàáîðîì

−→s ïàðàìåòðîâ.

Ïóñòü {An}n∈ω � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (âîçìîæíî, íåâû÷èñëèìàÿ) ìíî-

æåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç �îðìóë ñïåöèàëüíîãî âèäà ñèãíàòóðû, çàäàííîé ìî-

äåëüþ èëè å¼ èíòåðïðåòàöèåé. Áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü {An}n∈ω(
−→s ),

÷òîáû óêàçàòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ ñ íàáîðîì

−→s ïàðàìåòðîâ. Áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè â �îðìóëèðîâêàõ óòâåðæäåíèé è èõ äîêàçàòåëüñòâàõ íàáîð ïà-

ðàìåòðîâ áóäåò �èêñèðîâàí, ïîýòîìó â òàêèõ ñëó÷àÿõ çàïèñè {An}n∈ω è

{An}n∈ω(
−→s ) áóäóò ðàâíîïðàâíûìè.

×òîáû íå âîçíèêàëî êîëëèçèé, çàïèñü �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An}n∈ω(
−→s )

âû÷èñëèìà (ñ îðàêóëîì A ⊆ ω)� îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {An}n∈ω ìíîæåñòâ �îðìóë îò îñíîâíûõ è äîïîëíèòåëüíûõ

ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé (ñ òåì æå îðàêóëîì).

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An}n∈ω(
−→s ) çàäà¼ò ìíîæåñòâî, îïðåäåëèìîå

Σ-�îðìóëîé Ψ(x,−→s ′) ñèãíàòóðû σ∗
, òî áóäåì ïèñàòü ïðîñòî �{An}n∈ω(

−→s )
çàäà¼ò Ψ(x,−→s ′)� (çäåñü íàáîð −→s ′

ýëåìåíòîâ èçM ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò

−→s ,
äàæå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ â êîðòåæå). ⋄

Èñïîëüçîâàíèå èíòåðïðåòàöèè èç îïðåäåëåíèÿ 3 ïîçâîëÿåò îñóùåñòâ-

ëÿòü ý��åêòèâíûé ïåðåõîä îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {An}n∈ω(
−→s ) ìíîæåñòâ,

ñîñòîÿùèõ èç ∃-�îðìóë ñèãíàòóðû σ, ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Bn}n∈ω(
−→s )

ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç áåñêâàíòîðíûõ �îðìóë ñèãíàòóðû I(σ), çàäàþ-
ùåé òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî â HF(M), è íàîáîðîò (çäåñü −→s � ëþáîé íàáîð

ýëåìåíòîâ èç M).

Ïóñòü M, M
′
� ñòðóêòóðû ñèãíàòóðû σ è ïóñòü f � âëîæåíèå ìîäåëè

M â ìîäåëü M
′
. Òîãäà f ïðîäîëæàåòñÿ, ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì,

äî êîíöåâîãî âëîæåíèÿ f# : HF(M) → HF(M′) òàê, ÷òî áóäåò âûïîëíÿòü-
ñÿ ñîîòíîøåíèå f#(x) = {f#(y)|y ∈ x} äëÿ ëþáîãî x ∈ HF (M). Äàííîå
îáñòîÿòåëüñòâî îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ òðàíçèòèâíûõ ïîäñòðóêòóð

íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîåê ñïåöèàëüíîãî âèäà, ðå÷ü î êîòîðûõ

ïîéä¼ò â îïðåäåëåíèè 4. Òî, ÷òî f îñóùåñòâëÿåò êîíöåâîå âëîæåíèå ñòðóê-

òóðû A â ñòðóêòóðó A′
, áóäåì îáîçíà÷àòü êàê f : A 6end A′

, ãäå A, A′
�

ìîäåëè îäíîé è òîé æå ñèãíàòóðû σ ⊇ {∈2}.
Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé àâòîìîð�èçì ñòðóêòóðû M åäèíñòâåííûì îáðàçîì

ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîð�èçìà f#
íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîéêè

HF(M) íàä íåé.

Íàïîìíèì òåïåðü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè íóìåðàöèé íà äîïóñòèìûõ

ìíîæåñòâàõ. Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî è ïóñòü V � ìíîæåñòâî

ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû; îòîáðàæåíèå ν, çàäàííîå íà íåêîòîðîì Σ-ïîäìíî-
æåñòâå ñòðóêòóðû A è äåéñòâóþùåå íà V , íàçûâàåòñÿ A-íóìåðàöèåé ìíî-

æåñòâà V . A-Íóìåðàöèÿ ν íàçûâàåòñÿ âñþäó îïðåäåë¼ííîé, åñëè δν = A.
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Êàê îáû÷íî, íà ìíîæåñòâå δν îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèå ην ýêâèâàëåíòíîñòè

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ην ⇌ {〈a; b〉 ∈ (δν)2 | ν(a) = ν(b)}.

Äëÿ êàæäîãî a ∈ δν îáîçíà÷àåì ÷åðåç [a]ην êëàññ ην-ýêâèâàëåíòíîñòè, ñî-

äåðæàùèé a (ò. å. [a]ην ⇌ {b ∈ δν|ην(a, b)}).
A-Íóìåðàöèÿ ν íàçûâàåòñÿ

• ïîçèòèâíîé, åñëè ην � Σ-ïðåäèêàò íà A;
• íåãàòèâíîé, åñëè (δν)2 \ ην � Σ-ïðåäèêàò íà A;
• ðàçðåøèìîé, åñëè îíà ïîçèòèâíà è íåãàòèâíà îäíîâðåìåííî;

• îäíîçíà÷íîé, åñëè ην ñîâïàäàåò ñ îòíîøåíèåì ðàâåíñòâà íà δν.

Ïóñòü òåïåðü ν0, ν1 � A-íóìåðàöèè ìíîæåñòâ V0 è V1 ñîîòâåòñòâåííî.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ν0 ñâîäèòñÿ ê ν1 (è îáîçíà÷àòü êàê ν0 6 ν1), åñëè

ñóùåñòâóåò áèíàðíûé Σ-ïðåäèêàò T0 íà A, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:

• δν0 = {a | T0(a, y) äëÿ íåêîòîðîãî y};
• δν1 ⊇ {b | T0(x, b) äëÿ íåêîòîðîãî x};
• T0(a0, a1) ⇒ ν0(a0) = ν1(a1), äëÿ âñåõ a0, a1 ∈ A.
Â ÷àñòíîñòè, èìååì V0 ⊆ V1, åñëè ν0 6 ν1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ν0 è ν1

ýêâèâàëåíòíû (è îáîçíà÷àòü êàê ν0 ≡ ν1), åñëè ν0 6 ν1 è ν1 6 ν0. Áóäåì

ïèñàòü, ÷òî ν0 < ν1, åñëè ν0 6 ν1 è ν0 6≡ ν1.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè A óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó óíè�îðìèçàöèè, òî áè-

íàðíûé Σ-ïðåäèêàò T0 èç îïðåäåëåíèÿ ñâîäèìîñòè ìîæíî çàìåíèòü íà ãðà-
�èê Σ-�óíêöèè (ñì. [6℄). Îäíàêî äàëåêî íå âñåãäà íà äîïóñòèìîì ìíîæå-

ñòâå âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî óíè�îðìèçàöèè èëè äàæå ñóùåñòâóåò óíèâåð-

ñàëüíàÿ Σ-�óíêöèÿ (ñì., ê ïðèìåðó, [8, 14℄).

A-Íóìåðàöèÿ ν ìíîæåñòâà V íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëè µ 6 ν ⇒
µ ≡ ν, äëÿ ëþáîé A-íóìåðàöèè µ ìíîæåñòâà ρν(= V ). Íàïîìíèì, ÷òî îä-
íîçíà÷íûå, ðàçðåøèìûå è ïîçèòèâíûå A-íóìåðàöèè ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëü-

íûìè, ÷åãî, â îáùåì ñëó÷àå, íå ñêàæåøü î íåãàòèâíûõ A-íóìåðàöèÿõ. Ïî-
äðîáíåå ê ýòîé ïðîáëåìå âåðí¼ìñÿ â � 4.

Äàëåå, ïóñòü V ⊆ Σ(A); òîãäà Γ∗
ν îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Γ∗
ν ⇌ {〈a; b〉 | a ∈ δν, b ∈ ν(a)}.

A-Íóìåðàöèÿ ν íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìîé, åñëè Γ∗
ν ∈ Σ(A). Ñåìåéñòâî V

íàçûâàåòñÿ A-âû÷èñëèìûì, åñëè îíî èìååò õîòÿ áû îäíó âû÷èñëèìóþ A-
íóìåðàöèþ. Âû÷èñëèìàÿ A-íóìåðàöèÿ ν0 ñåìåéñòâà V íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé,

åñëè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ν 6 ν0 äëÿ ëþáîé âû÷èñëèìîé A-íóìåðàöèè
ν ñåìåéñòâà V . Íåòðóäíî òàêæå ïîíÿòü, ÷òî åñëè A-íóìåðàöèÿ ν0 âû÷èñ-
ëèìà è ν 6 ν0, òî A-íóìåðàöèÿ ν òàêæå âû÷èñëèìà. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ

óíèâåðñàëüíîãî áèíàðíîãî Σ-ïðåäèêàòà íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå A êî-

íå÷íîé ñèãíàòóðû (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó 2.6.2 [6℄) âûòåêàåò, ÷òî ñåìåé-

ñòâî Σ(A) ÿâëÿåòñÿ A-âû÷èñëèìûì; áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëèìàÿ
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A-íóìåðàöèÿ ñåìåéñòâà Σ(A) ìîæåò áûòü âûáðàíà ãëàâíîé (ñì. � 2.8 [6℄).

Êàê çàÿâëåíî âûøå, îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîå-

íèå äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà A, èìåþùåãî äëÿ ñåìåéñòâà Σ(A) âñåõ A-â.ï.
ìíîæåñòâ íåãàòèâíûå âû÷èñëèìûå A-íóìåðàöèè, íî íå èìåþùåãî äëÿ íåãî
ïîçèòèâíûõ âû÷èñëèìûõ A-íóìåðàöèé.
Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1 [13℄ âûòåêàåò, ÷òî ðàññìîòðåíèå íåïóñòîé ÷àñòè÷-

íîé ïîçèòèâíîé (íåãàòèâíîé, ðàçðåøèìîé) âû÷èñëèìîé A-íóìåðàöèè íå

ðàñøèðÿåò îáú¼ì ïîíÿòèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé âñþäó îïðåäåë¼ííîé A-íóìå-
ðàöèè.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê äåòàëüíîìó èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ìîäåëåé âèäà MS è

íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîåê íàä íèìè.

Äëÿ êàæäîãî a ∈ S, ÷åðåç [a]R îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

{x ∈ MS |MS |= (S(x) ∧ ∀n(R(a, n) ↔ R(x, n)))}

(íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî [a]R � Π-ïîäìíîæåñòâî HF(MS)). Çàìåòèì, ÷òî ìíî-
æåñòâà âèäà [a]R, a ∈ S, îáðàçóþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà S. Îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîìó ðàçáèåíèþ, áóäåì íàçûâàòü

R-ýêâèâàëåíòíîñòüþ è îáîçíà÷àòü êàê ∼R. Ñëåäóåò òàêæå îáðàòèòü âíè-

ìàíèå íà òî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî [a]R = PA äëÿ ïîäõîäÿùåãî A ∈ S.
Êàê îáû÷íî, ïîëàãàåì R0 ⇌ ¬R, R1 ⇌ R.
×åðåç γS îáîçíà÷èì �óíêöèþ, çàäàííóþ íà S è ñîïîñòàâëÿþùóþ êàæ-

äîìó ýëåìåíòó a ∈ S ïîäìíîæåñòâî A ⊆ ω íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâî-

ðÿþùóþ ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

n ∈ A⇔ MS |= R(a, n),

äëÿ âñåõ n ∈ ω. Ïðè ýòîì ýëåìåíò a áóäåì íàçûâàòü γS�êîäîì ìíîæå-

ñòâà A. Îòìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

γS(a0) = γS(a1) ⇔ a0 ∼R a1,

äëÿ âñåõ a0, a1 ∈ S.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ω ⊆ MS òåðìàëüíî ïðåäñòàâèìî â HF(MS) Áîëåå

òî÷íî, îïåðàöèÿ g0(n) = n(∈ ω ⊆ MS), çàäàííàÿ íà Ord(HF(MS)), ÿâëÿ-
åòñÿ Σ-�óíêöèåé, ÷òî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ Σ-ðåêóðñèè (� 2.5 [6℄):

g0(∅) = a, åñëè HF(MS) |= s(a, a); g0(n+ 1) = a, åñëè

HF(MS) |= (s(a, g0(n)) ∧
¬(a ≈ g0(n)).

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü ìíîæåñòâà ω íàòóðàëüíûõ

÷èñåë è Ord(HF(MS)) íàòóðàëüíûõ îðäèíàëîâ; êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ëåì-

ìå 1, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî �ìíîæåñòâà� è ïðàýëåìåíòû èç HF (S) ∪ S êîäè-

ðóþò Σ-ïîäìíîæåñòâà HF(MS), à òàêæå ýëåìåíòû HF(MS) (çäåñü ñëåäóåò
îòëè÷àòü γS�êîäû, î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ âûøå, îò ïîíÿòèé èíäåêñîâ èëè

êîäîâ äëÿ Σ-ïîäìíîæåñòâ è ýëåìåíòîâ, ïî ñóùåñòâó ÿâëÿþùèõñÿ �íîìåðà-
ìè� ïîäõîäÿùèõ HF(MS)-íóìåðàöèé).
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Ëåììà 1. Ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íàÿ èíúåêòèâíàÿ Σ-�óíêöèÿ F , äëÿ êî-

òîðîé ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ ρF = HF(MS) è δF ∈ ∆(HF(MS)) ∩
P(HF (S) ∪ S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïîëîæèì F (x) ⇌ tk(u0, u1, . . . , unk−1),

åñëè x = 〈k, {π(−→u )|π ∈ Sk}〉
〈g0(n)|n∈Ord(HF(MS))〉

〈n|n∈Ord(HF(MS))〉
, ãäå k ∈ Ord(HF(MS) è

−→u = 〈u0, u1, . . . , unk−1〉 ∈ (MS)
nk

6= , à g0(n) � Σ-�óíêöèÿ, îñóùåñòâëÿþ-
ùàÿ åñòåñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íàòóðàëüíûìè îðäèíàëàìè è íà-

òóðàëüíûìè ÷èñëàìè, îïðåäåë¼ííàÿ âûøå. Î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿ-

åòñÿ ñîîòíîøåíèå δF ⊆ HF (S) ∪S, à ñâîéñòâî èíúåêòèâíîñòè �óíêöèè

F è ðàâåíñòâî ρF = HF(MS) âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèÿ 2. Äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà òîãî, ÷òî δF ∈ ∆(HF(MS)), ñëåäóåò òàêæå ïðèâëå÷ü óñëîâèå

S ∈ ∆(HF(MS)). �

Ïóñòü f � âëîæåíèå ñ÷¼òíîé ìîäåëè M0 ñèãíàòóðû σ0, ïîñòðîåííîé ïî

ñåìåéñòâó S, â ñòðóêòóðó MS , äåéñòâóþùåå òîæäåñòâåííî íà ìíîæåñòâå

ω íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à òàêæå óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ SM0 = M0 \ ω.
Òîãäà îíî ïðîäîëæàåòñÿ (ïðèòîì îäíîçíà÷íî) äî ýëåìåíòàðíîãî âëîæå-

íèÿ f# : HF(M0) 4 HF(MS) (ïîõîæàÿ êàðòèíà ïîäðîáíî îáñóæäàåò-

ñÿ â [14℄). Êðîìå òîãî, íàëè÷èå íåãàòèâíûõ (ïîçèòèâíûõ) âû÷èñëèìûõ

HF(MS)-íóìåðàöèé ñåìåéñòâà Σ(HF(MS)) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ñâîé-

ñòâîì (ñì., íàïðèìåð, [4℄), ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü íèæå, ÷òî MS ñ÷¼òíà.

Σ-Ïðåäèêàòû íà HF(MS) áóäåì çàäàâàòü òàêæå ∆0-àïïðîêñèìàöèÿìè,

ñîñòîÿùèìè èç êîíå÷íûõ ïîäñòðóêòóð (ñì., íàïðèìåð, [14℄). Âñå êîíå÷íûå

ñòðóêòóðû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà, ïîýòîìó áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè çàäàíû íà íà÷àëüíûõ ñåãìåíòàõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

(ñð. ñ îïðåäåëåíèåì âû÷èñëèìîé ñòðóêòóðû) è êîäèðóþòñÿ ñâîèìè ñèëü-

íûìè èíäåêñàìè.

Îïðåäåëåíèå 4. Îïðåäåëèì ñèëüíî âû÷èñëèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

n(∈ ω) 7→ HFn(Mn) êîíå÷íûõ ñòðóêòóð ñèãíàòóðû σ∗
0 ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

• îñíîâíûì ìíîæåñòâîì Mn ñëóæèò {m ∈ ω | m 6 n} ⊎ Sn, ïðè÷¼ì ìíî-

æåñòâî Sn ñîâïàäàåò ñ S
Mn

;

• îïðåäåëèì �óíêöèþ γn, çàäàííóþ íà Sn è äåéñòâóþùóþ íà P({m ∈
ω | m 6 n}) òàê, ÷òîáû êàæäûé ýëåìåíò P({m ∈ ω | m 6 n}) èìåë â

êà÷åñòâå γn�ïðîîáðàçà ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå â òî÷íîñòè èç 2
n+1

ýëåìåíòîâ

ìíîæåñòâà Sn (êàê è ïðåæäå, x ∈ Sn � γn�êîä ìíîæåñòâà γn(x)); òåì
ñàìûì, Mn áóäåò èìåòü n+ 1 + 2n+1 · 2n+1

ýëåìåíòîâ;

• s èíòåðïðåòèðóåòñÿ, êàê áèíàðíîå îòíîøåíèå íà Mn, è äåéñòâóåò, êàê

ñóæåíèå îòíîøåíèÿ sMS
íà {m ∈ ω | m 6 n};

• RMn(x, k) îçíà÷àåò, ÷òî k ∈ γn(x) ⊆ {m ∈ ω | m 6 n}, ãäå x ∈ Sn è k ∈ ω;

• HFn(Mn) ⇌ {a ∈ HF(Mn) | rnk(a) 6 2n+1, |sp(a)| 6 n+ 1};
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• ñèìâîëû èç {U,∅,∈} èíòåðïðåòèðóþòñÿ íà ýëåìåíòàõ èç HFn(Mn) òàê
æå, êàê è íà HF(Mn). ⋄

Äëÿ k ∈ ω è íàáîðà

−→a ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïðàýëåìåíòîâ äëèíû nk,

ïîëîæèì rk ⇌ rnk(tk(
−→a )). Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèè rk è nk âû÷èñëèìû â

êëàññè÷åñêîì ñìûñëå è íå çàâèñÿò îò âûáîðà ìîäåëè, íàä êîòîðîé ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ íàñëåäñòâåííî êîíå÷íàÿ íàäñòðîéêà. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî

äëÿ ëþáîãî

−→c ∈ (Mn)
nk

6= óñëîâèå tk(
−→c ) ∈ HFn(Mn) ðàâíîñèëüíî íåðà-

âåíñòâó max{log2(rk), nk} 6 n + 1 (n ∈ ω). Íåïîñðåäñòâåííî èç ïðèíöèïà

Σ-ðå�ëåêñèè (I.4.6 [7℄) è ñâîéñòâ îòíîøåíèÿ 6end áûòü êîíöåâûì ðàñøè-

ðåíèåì (� I.8 [7℄) âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü Φ(−→x ) � Σ-�îðìóëà ñèãíàòóðû σ∗
0 îò íàáîðà

−→x ïåðå-

ìåííûõ. Òîãäà ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ (çäåñü

−→a ∈ HF(MS)
lh(−→x )

):

(T3.1): HF(MS) |= Φ(−→a );
(T3.2): ∃n∃−→c [∃f(f : (HFn(Mn),

−→c ) 6end (HF(MS),
−→a ))&(HFn(Mn) |=Φ(−→c ))];

(T3.3): ∃n∃−→c ∃f [(f : (HFn(Mn),
−→c ) 6end (HF(MS),

−→a ))&
&(HF(MS) |= Φ(f(HFn(Mn)))(−→a ))].

(Çäåñü Φ(v)(−→x ) � ýòî ∆0-�îðìóëà, ïîëó÷åííàÿ èç Σ-�îðìóëû Φ(−→x ) çà-
ìåíîé êàæäîãî íåîãðàíè÷åííîãî êâàíòîðà ∃y îãðàíè÷åííûì êâàíòîðîì

∃y ∈ v.)

Ïîëîæèì σ1 ⇌ {R} ∪ {m | m ∈ ω} è σ
(n)
1 ⇌ {R} ∪ {m | m ∈ ω, m 6 n}

äëÿ êàæäîãî n ∈ ω.

Çàìå÷àíèå 1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �îðìóëû ñèãíàòóðû σ1 çàäàþòñÿ

ñòàíäàðòíîé ã¼äåëåâîé íóìåðàöèåé, â êîòîðîé ïî n ∈ ω ý��åêòèâíî íàõî-

äèòñÿ íîìåð êîíñòàíòíîãî ñèìâîëà n. ⋄

Ïóñòü �îðìóëà ϕ ñèãíàòóðû σ0 èëè σ1 èìååò âèä ψ0∧ψ1∧ . . .∧ψp, p ∈ ω,

êîíúþíêöèè àòîìàðíûõ �îðìóë è/èëè èõ îòðèöàíèé, ðàññòàíîâêà ñêîáîê

ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ ëåâîé: ψ0∧ψ1∧. . .∧ψp ⇌ ((. . . (ψ0∧ψ1)∧. . .)∧ψp).
Âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êîíúþíêòû �îðìóëû ϕ ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Äàëåå, ïóñòü θ � �îðìóëà; òîãäà ïîä ïîäñòàíîâêîé [ϕ]
ψi0

θ áóäåì ïîíè-

ìàòü �îðìóëó ψ0 ∧ ψ1 ∧ . . . ψi0−1 ∧ θ ∧ ψi0+1 ∧ . . . ∧ ψp. Åñëè �îðìóëà ψ íå

ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòîì �îðìóëû ϕ, òî ïîëàãàåì [ϕ]ψθ ⇌ ϕ. Åñòåñòâåííûì

îáðàçîì ïîäñòàíîâêà â �îðìóëå îáîáùàåòñÿ íà ïîäñòàíîâêó íåñêîëüêèõ

êîíúþíêòîâ â íåé. �åçóëüòàòàìè ïîäñòàíîâîê áóäóò â îñíîâíîì �îðìóëû

ñèãíàòóðû σ1, äàæå åñëè ïåðâîíà÷àëüíî áûëè çàäàíû �îðìóëû ñèãíàòó-

ðû σ0. Îïåðàöèÿ óäàëåíèÿ êîíúþíêòà χ â �îðìóëå ϕ ìîæåò áûòü çàäàíà

êàê ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè [ϕ]χ(0≈0) (ðàçóìååòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî îòíîøåíèÿ

èñòèííîñòè íà êîðòåæàõ).
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Â çàâåðøåíèå ïðèâåä¼ì èí�îðìàöèþ, êàñàþùóþñÿ áèíàðíûõ ñòðîê (�óíê-

öèé, çàäàííûõ íà íà÷àëüíûõ ñåãìåíòàõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ïðèíèìàþ-

ùèõ çíà÷åíèÿ èç {0, 1}). Ïóñòü τ ∈ {0, 1}n, ãäå n 6 ω; îïðåäåëèì ñëåäóþ-

ùèå îïåðàöèè (çäåñü òàêæå k 6 ω):

• lh(τ) ⇌ n è δτ ⇌ n;

• åñëè k 6 n, òî τ ↾k � òàêàÿ ñòðîêà ρ, ÷òî áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

lh(ρ) = k è ρ(i) = τ(i) äëÿ âñåõ i ∈ ω, i < k.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê çàäàíèþ îòíîøåíèÿ ⊑ ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íà áèíàð-

íûõ ñòðîêàõ îäíîé è òîé æå äëèíû. Ïóñòü τ0, τ1 ∈ {0, 1}n, n 6 ω; òîãäà

ïîëîæèì τ0 ⊑ τ1, åñëè τ0 ìåíüøå èëè ðàâíà τ1 îòíîñèòåëüíî ëåêñèêîãðà�è-

÷åñêîãî ïîðÿäêà, ïðè êîòîðîì èìååò ìåñòî 0 < 1 (íà÷èíàåì ðàññìîòðåíèÿ ñ

íàèìåíüøåé ïîçèöèè). Áóäåì ïèñàòü, ÷òî τ0 ❁ τ1, åñëè ñïðàâåäëèâû íåðà-

âåíñòâà τ0 ⊑ τ1 è τ0 6= τ1. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ f0, f1 ∈ {0, 1}ω áóäåò âûïîë-

íÿòüñÿ ñëåäóþùåå: f0 ❁ f1, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

∃m ∈ ω[f0 ↾ m ❁ f1 ↾ m].
Äàëåå, ïóñòü

−→τ ⇌ 〈τ0, τ1, . . . , τn−1〉, n ∈ ω, � êîðòåæ áèíàðíûõ ñòðîê è

ïóñòü m ∈ ω. Òîãäà ïîëîæèì −→τ ↾m⇌ 〈τ0 ↾m, τ1 ↾m, . . . , τn−1 ↾m〉.
Ýëåìåíòû P(ω) çà÷àñòóþ áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èì

áèíàðíûìè ñòðîêàìè äëèíû ω (äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî A ⊆ ω ñîïî-

ñòàâèì ñòðîêå, ñîâïàäàþùåé ñ åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé: A(i) = 0,
åñëè i 6∈ A; A(i) = 1, åñëè i ∈ A).

Ïóñòü F ⊆ P(ω)� êîíå÷íîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëèì

⊕

F ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè F = ∅, òî ïîëîæèì
⊕

F ⇌ ∅;
åñëè æå F 6= ∅, òî âîçüì¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈C0, C1, . . . , Ck〉, k ∈ ω, òàê,

÷òî F = {C0, C1, . . . , Ck}, C0 ❁ C1 ❁ . . . ❁ Ck, è â êà÷åñòâå

⊕

F ïîëîæèì

ñî÷ëåíåíèå C0⊕C1⊕ . . .⊕Ck ⇌ {(k+1) · l+ i|l ∈ Ci, 0 6 i 6 k} ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà F â óêàçàííîì ïîðÿäêå.

�2. Îòðèöàòåëüíîå óñëîâèå.

Ïóñòü HF(MS) � íàñëåäñòâåííî êîíå÷íàÿ íàäñòðîéêà íàä ìîäåëüþ MS .

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5. Íå ñóùåñòâóåò ïîçèòèâíîé âû÷èñëèìîé HF(MS)-íóìåðà-
öèè ñåìåéñòâà V òàêîãî, ÷òî Σ(HF(MS)) ∩ P(ω) ⊆ V ⊆ Σ(HF(MS)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ïîçèòèâíàÿ âû÷èñëèìàÿ HF(MS)-íó-
ìåðàöèÿ ñåìåéñòâà V ñóùåñòâóåò (ñêàæåì, ν1, ïðè÷¼ì Γ∗

ν1
è ην1 îïðåäå-

ëèìû ñîîòâåòñòâåííî Σ-�îðìóëàìè Φ0(x, y,
−→s ) è Φ1(x, y,

−→s ) ñèãíàòóðû

σ∗
0 ñ îäíèì è òåì æå íàáîðîì

−→s ïàðàìåòðîâ èç S). Ñ÷èòàåì òàêæå, ÷òî

δν1 ⊆ HF (S) ∪ S (÷òî âîçìîæíî, ñîãëàñíî ëåììå 1). Âîçüì¼ì àðè�ìåòè-

÷åñêîå ìíîæåñòâî C0 ⊆ ω òàêîå, ÷òî C0 
CE

⊕

s∈sp(−→s )

γS(s). Äàëåå, ïóñòü

x0 ∈ HF (S) ∪ S òàêîâî, ÷òî ν1(x0) = C0. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
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1) sp(x0) ⊆ sp(−→s ). Òîãäà C0 îïðåäåëèìî íåêîòîðîé Σ-�îðìóëîé ñèãíà-

òóðû σ∗
0 ñ íàáîðîì

−→s ïàðàìåòðîâ: äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì [Φ0(x0, y,
−→s )]x0

tk(
−→a )

äëÿ ïîäõîäÿùèõ k ∈ ω è íàáîðà

−→a ∈ Snk

6= , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

x0 = tk(
−→a ), â êà÷åñòâå Σ-�îðìóëû îò ïåðåìåííîé y ñ íàáîðîì −→s ïàðàìåò-

ðîâ, ÷òî ïðàâîìåðíî ââèäó sp(−→a ) = sp(x0) ⊆ sp(−→s ) (ñì. (T2) èç îïðåäåëå-
íèÿ 2). Ñëåäîâàòåëüíî, C0 6CE

⊕

s∈sp(−→s )

γS(s) (ñì., íàïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû 1 [15℄), ïðîòèâîðå÷èå.

2) sp(x0) * sp(−→s ). Âîçüì¼ì àâòîìîð�èçì f ñòðóêòóðû MS , äåéñòâóþ-

ùèé òîæäåñòâåííî íà sp(−→s ), òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå

sp(x0) ∩ f
#(sp(x0)) = sp(x0) ∩ sp(f#(x0)) ⊆ sp(−→s )

(÷òî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî γS�êîäîâ êàæäîãî

ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà S). Òîãäà ν1(x0) = C0 = ν1(f
#(x0)) è, ñëåäîâàòåëüíî,

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå 〈x0, f
#(x0)〉 ∈ ην1, ò. å. èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

HF(MS) |= Φ1(x0, f
#(x0),

−→s ).

Ïî òåîðåìå 4, èìååì

HFn(Mn) |= (Φ1(a, b,
−→
t ) ∧ ∃y(Φ0(a, y,

−→
t ) ∧ Φ0(b, y,

−→
t )))

äëÿ íåêîòîðûõ n ∈ ω, a, b ∈ HFn(Mn), êîðòåæà
−→
t ýëåìåíòîâ èç Mn è

�óíêöèè f0, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

f0 : (HFn(Mn), a, b,
−→
t ) 6end (HF(MS), x0, f

#(x0),
−→s ).

Äàëåå, âîçüì¼ì âëîæåíèå

g : (HFn(Mn), a, b,
−→
t ) 6end (HF(MS), x0, x1,

−→s ),

äëÿ êîòîðîãî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå γS(c) 6T

⊕

s∈sp(−→s )

γS(s) äëÿ

âñåõ c ∈ sp(x1) \ sp(−→s ) (áîëåå òîãî, ýëåìåíòû èç sp(x1) \ sp(−→s ) ìîæíî

âûáðàòü òàê, ÷òîáû îíè ÿâëÿëèñü γS�êîäàìè ëèøü êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ).

Òàêèì îáðàçîì, íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî ν1(x0) = ν1(x1), ïîñêîëü-
êó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå C0 îïðåäåëÿëîñü áû íåêîòîðîé Σ-�îðìóëîé ñèã-

íàòóðû σ∗
0 ñ ïàðàìåòðàìè èç sp(x1) ∪ sp(−→s ), à ñëåäîâàòåëüíî, C0 6CE

⊕

s∈sp(〈x1,
−→s 〉)

γS(s) 6T

⊕

s∈sp(−→s )

γS(s); îäíàêî, èìååò ìåñòî ην1(x0, x1), ïî òåîðå-

ìå 4. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. �

�3. Ïîëîæèòåëüíîå óñëîâèå.

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ïðèâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå íåãàòèâíîé âû÷èñëèìîé

HF(MS)-íóìåðàöèè ñåìåéñòâà Σ(HF(MS)), è çäåñü ïîä äîïóñòèìûì ìíî-

æåñòâîì áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ òîëüêî HF(MS), ãäåMS ñ÷¼òíà è çàäàíà â

îïðåäåëåíèè 1, à å¼ îñíîâíûå ñâîéñòâà � â � 1. Óñëîâíî ãîâîðÿ, ïîñòðîåíèå
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íåãàòèâíîé âû÷èñëèìîé HF(MS)-íóìåðàöèè áóäåò ñîñòîÿòü èç ñëåäóþùèõ
ýòàïîâ.

(1) Ñâåäåíèå âû÷èñëèìûõ äèçúþíêöèé ∃-�îðìóë ñèãíàòóðû σ0 ê âû÷èñ-

ëèìûì äèçúþíêöèÿì áåñêâàíòîðíûõ �îðìóë ñèãíàòóðû σ1 (ëåììû 2, 3,

îïðåäåëåíèå 5, ñîãëàøåíèå 2, çàìå÷àíèå 2).

(2) Ïîñòðîåíèå àâòîìîð�èçìîâ, äåéñòâóþùèõ íà ïàðàìåòðàõ Σ-�îðìóë
ñèãíàòóðû σ∗

0 è ñîõðàíÿþùèõ ðåøåíèÿ ýòèõ �îðìóë.

(3) Âèäû ïàðàìåòðîâ Σ-�îðìóë ñèãíàòóðû σ∗
0, îïðåäåëÿþùèõ HF(MS)-â.ï.

ìíîæåñòâà, è ìèíèìèçàöèÿ èõ êîëè÷åñòâà.

(4) Åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ Σ-ìíîæåñòâ ñ ïîìîùüþ ïîäìíîæåñòâ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

(5) Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ íåãàòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (êðîìå îñíîâíîé

êîíñòðóêöèè çäåñü çàäàþòñÿ âû÷èñëèìûå HF(MS)-íóìåðàöèè ν0, ν1, ν
′
1,

ν2, ν3, ν4, èç êîòîðûõ òîëüêî ν2 ÿâëÿåòñÿ íåãàòèâíîé, à îñòàëüíûå îäíî-

çíà÷íû; ïðèâîäÿòñÿ òàêæå ëåììû 4�7).

Â èçëîæåíèè íàñòîÿùåãî ïàðàãðà�à àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ ñîãëàøåíèå 1.

Âñå îñíîâíûå �îðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà, êàñàþùèåñÿ ýòàïîâ (2)�(4),

ñîäåðæàòñÿ âî âòîðîé ÷àñòè.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü J (MS) � ìîäåëü ñèãíàòóðû J (σ0) ⇌ σ1 ∪ {S},
çàäàííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• îñíîâíûå ìíîæåñòâà MS è J (MS) ñîâïàäàþò;
• n

J (MS) = n ∈ ω;

• SJ (MS) = SMS
;

• RJ (MS) = RMS
.

Ïóñòü òàêæå n ∈ ω è In(Mn) � ìîäåëü ñèãíàòóðû In(σ0) = σ
(n)
1 ∪ {S},

çàäàííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• îñíîâíûå ìíîæåñòâà Mn è In(Mn) ñîâïàäàþò;
• k

In(Mn) = k ∈ ω (0 6 k 6 n);

• SIn(Mn) = SMn
;

• RIn(Mn) = RMn
. ⋄

Ïî ëåììå 2, ñîîòâåòñòâèå J ÿâëÿåòñÿ èíòåðïðåòàöèåé ìîäåëè MS , à ïî

çàìå÷àíèþ 3, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n ∈ ω 7→ HFn(In(Mn)) ìîæåò ñëóæèòü

∆0-àïïðîêñèìàöèåé HF(MS) â ñìûñëå òåîðåìû 4, ãäå ñòðóêòóðà MS îòîæ-

äåñòâëÿåòñÿ ñî ñâîåé èíòåðïðåòàöèåé J (MS), à ñòðóêòóðà Mn � ñ In(Mn)
(n ∈ ω).

Ëåììà 2. Ñîîòâåòñòâèå J , çàäàííîå â îïðåäåëåíèè 5, ÿâëÿåòñÿ èíòåð-

ïðåòàöèåé ìîäåëè MS .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü âñåõ óñëî-

âèé îïðåäåëåíèÿ 3 äëÿ ñîîòâåòñòâèÿ J .

Â ñàìîì äåëå, îñíîâíûå ìíîæåñòâà MS è J (MS) ñîâïàäàþò. Âòîðîå

óñëîâèå îïðåäåëåíèÿ 3 òàêæå î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü òðåòüåãî óñëîâèÿ îïðåäåëå-

íèÿ 3, äîñòàòî÷íî, ââèäó ýêâèâàëåíòíîñòè ∃y(ϕ0 ∨ ϕ1) ≡ (∃yϕ0 ∨ ∃yϕ1),
ý��åêòèâíî ïîñòðîèòü âû÷èñëèìóþ äèçúþíêöèþ áåñêâàíòîðíûõ �îðìóë

ñèãíàòóðû σ1 ∪ {S1} äëÿ �îðìóëû ∃−→y
∧

Ψ0(
−→y ,−→u ,−→v ), ãäå Ψ0 � êîíå÷-

íîå ìíîæåñòâî àòîìàðíûõ �îðìóë ñèãíàòóðû σ0 è/èëè èõ îòðèöàíèé. Íå

óìàëÿÿ îáùíîñòè, â ðàìêàõ äàííîãî äîêàçàòåëüñòâà áóäåì ðàçëè÷àòü ïå-

ðåìåííûå, ïðèíèìàþùèå â êà÷åñòâå çíà÷åíèé ýëåìåíòû èç ω ⊆ MS (íàòó-

ðàëüíûå ïåðåìåííûå) è ïåðåìåííûå, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ èç SMS
(êîäî-

âûå ïåðåìåííûå). Äðóãèìè ñëîâàìè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ

�îðìóëà ÿâëÿåòñÿ �îðìóëîé ñèãíàòóðû {s2,R2}, à òàêæå èìååò âèä

(2) ∃
−→
y′∃

−→
y′′

∧

Ψ0(
−→
y′ ,

−→
y′′,−→u ′,−→u ′′,−→v ′,−→v ′′),

ãäå

−→y ′
,

−→u ′
,

−→v ′
� íàáîðû íàòóðàëüíûõ ïåðåìåííûõ, à

−→y ′′
,

−→u ′′
,

−→v ′′
� íàáî-

ðû êîäîâûõ ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðûõ èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

−→u = −→u ′ˆ−→u ′′
,

−→v = −→v ′ˆ−→v ′′
. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

(1) ëþáàÿ íàòóðàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ x0 íå âñòðå÷àåòñÿ â ïîä�îðìóëàõ âèäà

R(x0, z), ãäå z � ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ;

(2) ëþáàÿ êîäîâàÿ ïåðåìåííàÿ x1 íå âñòðå÷àåòñÿ â êîíúþíêòàõ, ñîäåðæà-

ùèõ ñèãíàòóðíûé ñèìâîë s, à òàêæå â ïîä�îðìóëàõ âèäà R(z, x1), ãäå z �
ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ;

(3) íàòóðàëüíûå è êîäîâûå ïåðåìåííûå íå âñòðå÷àþòñÿ îäíîâðåìåííî â

ïîä�îðìóëàõ, ñîäåðæàùèõ ñèìâîë ≈ ðàâåíñòâà.

Â ñàìîì äåëå, åñëè êîíúþíêöèÿ (2) íå óäîâëåòâîðÿåò ýòèì óñëîâèÿì, òî

ëèáî êîíúþíêò (à âìåñòå ñ íèì è âñÿ êîíúþíêöèÿ) ëîæåí, ëèáî îí âñåãäà

èñòèíåí, âñëåäñòâèå ÷åãî âñþ êîíúþíêöèþ (â ïåðâîì ñëó÷àå) çàìåíèì íà

¬(0≈0) èëè ýòîò êîíúþíêò (âî âòîðîì ñëó÷àå) � íà (0 ≈ 0).
�àçáåð¼ì ïîñëåäîâàòåëüíî äâà ñëó÷àÿ.

Óäàëåíèå íàòóðàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ñíà÷àëà âûäåëèì â Ψ0 âñå êîíú-

þíêòèâíûå ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå òîëüêî íàòóðàëüíûå ïåðåìåííûå (ñêàæåì,

{ϕ1
0, ϕ

1
1, . . . , ϕ

1
k1−1}, ãäå k1 ∈ ω), è çà�èêñèðóåì êîðòåæ

−→p ∈ ωlh(−→v ′)
íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ ïàðàìåòðàìè. Òàê êàê ðåøåíèåì �îðìóëû

ϕ1
0∧ϕ

1
1∧. . .∧ϕ

1
k1−1 ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîå îòíîøåíèå ìåñòíîñòè lh(−→y ′ˆ−→u ′ˆ−→v ′)

(áîëåå òîãî, åãî âû÷èñëèìûé èíäåêñ íàõîäèòñÿ ý��åêòèâíî ïî íîìåðó

�îðìóëû ϕ1
0 ∧ ϕ

1
1 ∧ . . . ∧ ϕ

1
k1−1), ïðîâåä¼ì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó:

• ñíà÷àëà âîçüì¼ì −→q ∈ ωlh(−→y ′ˆ−→u ′)
è

−→z 0 = −→y ′ˆ−→u ′ˆ−→v ′ = 〈z00 , z
0
1 , . . . , z

0
lh(−→z 0)−1〉;

• çàìåíèì êàæäûé êîíúþíêò ϕ1
j , 0 6 j < k1, �îðìóëû

∧

Ψ0 íà (0 ≈ 0)

èëè

¬(0 ≈ 0), â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, èñòèííà �îðìóëà ϕ1
0 ∧ ϕ

1
1 ∧ . . . ∧ ϕ

1
k1−1

èëè ëîæíà â ìîäåëè MS íà êîðòåæå

−→q ˆ−→p ;
• ïðîâåä¼ì â ïîëó÷åííîé �îðìóëå ïîäñòàíîâêó íàòóðàëüíûõ ïåðåìåííûõ

êîíñòàíòíûìè ñèìâîëàìè èç {n|n ∈ ω}, ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåìåíòàì

êîðòåæà

−→q ˆ−→p (íàïîìíèì, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ∈ ω ñîîòâåòñòâóåò

êîíñòàíòíîìó ñèìâîëó n, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó n
J (MS) = n);
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• òåì ñàìûì, èìååì �îðìóëó [[
∧

Ψ0]
〈ϕ1

i |i∈ω, i<k1〉

〈(0≈0)|i∈ω, i<k1〉
]
−→z 0

−→
q ˆ−→p

, åñëè MS |= (ϕ1
0 ∧

ϕ1
1 ∧ . . . ∧ ϕ

1
k1−1)(

−→q ˆ−→p ); è ¬(0 ≈ 0) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

• äëÿ çàäàíèÿ ý��åêòèâíîé íóìåðàöèè ñ ïîìîùüþ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

�îðìóëû, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ïðèâåä¼ííûõ âûøå ïîäñòàíîâîê, âîñ-

ïîëüçóåìñÿ êàíòîðîâñêèì ïðåäñòàâëåíèåì.

Â êîíå÷íîì èòîãå, ïðèõîäèì ê �îðìóëå

(3)

∨

m∈ω

(lh(−→z 0)−1
∧

i=lh(−→y ′)

(z0i ≈ l
m
i ) ∧ ∃−→y ′′[ϕm(

−→y ′,−→y ′′,−→u ′,−→u ′′,−→v ′,−→v ′′)]
−→z 0

−→
l m

)

(çäåñü áåñêâàíòîðíàÿ �îðìóëà ϕm ñèãíàòóðû {R, 0} è íàáîð
−→
l
m = 〈lm0 , l

m
1 , .

. . . , lm
lh(−→z 0)−1

〉 êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ èç {n|n ∈ ω} íàõîäÿòñÿ ý��åêòèâíî

ïî Ψ0 è m ∈ ω), ðàâíîñèëüíîé ïåðâîíà÷àëüíîé �îðìóëå (2) (áîëåå òî÷íî,

�îðìóëû (2) è (3) èñòèííû ñîîòâåòñòâåííî â ñòðóêòóðàõ MS è J (MS) íà
îäíèõ è òåõ æå êîðòåæàõ, ïðè �èêñèðîâàííîì íàáîðå ïàðàìåòðîâ).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî äëÿ êàæäîãî m ∈ ω â ðàìêàõ ñëåäóþùåé

ïðîöåäóðû áóäåì îáðàáàòûâàòü ∃-�îðìóëó

∃−→y ′′[ϕm(
−→y ′,−→y ′′,−→u ′,−→u ′′,−→v ′,−→v ′′)]

−→z 0

−→
l m

ñèãíàòóðû σ1, ïðè ýòîì �îðìóëà ϕm ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíúþíêöèþ àòî-

ìàðíûõ �îðìóë è/èëè èõ îòðèöàíèé îò êîäîâûõ ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâî-

ðÿþùóþ óñëîâèþ (2) íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà, êîíñòàíòíûé ñèìâîë l â

êîòîðîé ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ òîëüêî â ïîä�îðìóëå âèäà R(x, l) ãäå l ∈ ω, à

x � êîäîâàÿ ïåðåìåííàÿ.

Óäàëåíèå êîäîâûõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü θ(y,−→z ,−→u ,−→v ) � êîíúþíêöèÿ àòî-

ìàðíûõ �îðìóë ñèãíàòóðû σ1 è/èëè èõ îòðèöàíèé îò êîäîâûõ ïåðåìåí-

íûõ. Åñëè â �îðìóëó θ âõîäÿò â êà÷åñòâå êîíúþíêòîâ íåêîòîðàÿ àòîìàð-

íàÿ �îðìóëà âìåñòå ñî ñâîèì îòðèöàíèåì, òî �îðìóëó θ ìîæíî çàìåíèòü

íà

¬(0 ≈ 0), à ñëåäîâàòåëüíî, è ∃yθ(y,−→z ,−→u ,−→v ) ≡ ¬(0 ≈ 0); ïîýòîìó áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî â θ íå âñòðå÷àþòñÿ â êà÷åñòâå êîíúþíêòîâ íèêàêàÿ àòîìàðíàÿ

�îðìóëà âìåñòå ñî ñâîèì îòðèöàíèåì. Äàëåå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (y ≈ z)
âõîäèò â êà÷åñòâå ïîä�îðìóëû â �îðìóëó θ, äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé z

èç íàáîðà

−→z ˆ−→uˆ−→v îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ (èíà÷å, èñïîëüçóÿ ýêâèâàëåíò-

íîñòü θ(y,−→z ,−→u ,−→v ) ≡ (θ(y,−→z ,−→u ,−→v ) ∧ ((y ≈ z) ∨ ¬(y ≈ z))), ïåðåõîäèì ê

äâóì �îðìóëàì ∃y(θ(y,−→z ,−→u ,−→v )∧ (y ≈ z)) è ∃y(θ(y,−→z ,−→u ,−→v )∧¬(y ≈ z));
ïðè íåîáõîäèìîñòè ñëåäóåò ïðîäîëæèòü ïðîöåññ; èñïîëüçóåì òàêæå ýêâè-

âàëåíòíîñòü (z ≈ y) ≡ (y ≈ z)).
Åñëè (y ≈ z0) ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòîì �îðìóëû θ äëÿ íåêîòîðîé ïåðåìåí-

íîé z0 èç íàáîðà
−→z ˆ−→uˆ−→v , òî èìååì ∃yθ(y,−→z ,−→u ,−→v ) ≡ [θ(y,−→z ,−→u ,−→v )]yz0 ≡

[[θ(y,−→z ,−→u ,−→v )]yz0 ]
(z0≈z0)
(0≈0) . Äëÿ çàâåðøåíèÿ ïîñòðîåíèÿ îñòà¼òñÿ ëèøü îñòà-

âèòü ïî îäíîìó êîíúþíêòó ñðåäè ïîâòîðÿþùèõñÿ, óäàëèâ äóáëèêàòû è,
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âîçìîæíî, (0 ≈ 0), ÷òîáû ïåðåéòè ê �îðìóëå, ðàâíîñèëüíîé äàííîé, âñå

êîíúþíêòû êîòîðîé ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Åñëè æå (y ≈ z) íå ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòîì �îðìóëû θ íè äëÿ êàêîé ïåðå-

ìåííîé z èç íàáîðà −→z ˆ−→uˆ−→v , à θ′ ïîëó÷àåòñÿ èç θ óäàëåíèåì âñåõ êîíúþíê-

òîâ, â êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ ïåðåìåííàÿ y, òî ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

∃yθ(y,−→z ,−→u ,−→v ) ≡ θ′(−→z ,−→u ,−→v ) â J (MS) (ýòî óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ,

ïîñêîëüêó êàæäîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî γS�êîäîâ).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óäàëèòü âñå ïåðåìåííûå èç íàáîðà

−→y ′′
â �îðìóëå ϕm,

ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâåä¼ì äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé èç íàáîðà

−→y ′′
âûøå-

ïðèâåä¼ííóþ ïðîöåäóðó óäàëåíèÿ ñâÿçàííîé êîäîâîé ïåðåìåííîé, ãäå y

èãðàåò ðîëü óäàëÿåìîé ïåðåìåííîé, à

−→u , −→v è

−→z � ñîîòâåòñòâåííî êîðòå-

æè

−→u ′′
,

−→v ′′
è íàáîð îñòàâøèõñÿ ê äàííîìó øàãó ïåðåìåííûõ èç êîðòåæà

−→y ′′
, íå ñîâïàäàþùèõ ñ y.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü ÷åòâ¼ðòîå óñëîâèå îïðåäåëåíèÿ 3, äîñòàòî÷-

íî äîêàçàòü òîëüêî, ÷òî ïî �îðìóëå (y ≈ n), ãäå y � ïåðåìåííàÿ, à n �

êîíñòàíòíûé ñèìâîë èç {n|n ∈ ω}, ý��åêòèâíî íàõîäèòñÿ ýêâèâàëåíòíàÿ

åé íåêîòîðàÿ ∃-�îðìóëà ñèãíàòóðû σ0 áåç ïàðàìåòðîâ. Â ñàìîì äåëå, äëÿ

ñâåäåíèÿ ñèòóàöèè ê ðàññìîòðåíèþ óêàçàííûõ âûøå �îðìóë âîñïîëüçó-

åìñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ

ϕ(−→y ,n0,n1, . . . ,nm) ≡ ∃z0∃z1 . . .∃zm((
m
∧

i=0

(zi ≈ n
i)) ∧ ϕ(−→y , z0, z1, . . . , zm)).

Äëÿ çàäàíèÿ ∃-�îðìóëîé ñèãíàòóðû σ0 �îðìóëû (y ≈ n) ïðèìåíèì ìåòîä

èíäóêöèè:

n = 0: s(y, y);
n = m+ 1: ∃z((z ≈ m) ∧ (s(y, z) ∧ ¬(y ≈ z))).

Òàêèì îáðàçîì, J äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ èíòåðïðåòàöèåé ìîäåëè MS .

�

Ñîãëàøåíèå 2. Â äàëüíåéøåì â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å âñå ðàññóæäå-

íèÿ áóäåì ïðîâîäèòü, ðàññìàòðèâàÿ ëèøü ñòðóêòóðó HF(MS) íà ìíîæå-

ñòâå HF (S)∪S, ïðè ýòîì îòîæäåñòâëÿÿ ñòðóêòóðû MS è J (MS); íàëè÷èå
ïîõîæèõ îòîæäåñòâëåíèé áóäåì ïðåäïîëàãàòü è äëÿ ïàð ìîäåëåé Mn è

In(Mn) (n ∈ ω). Òàêèå îòîæäåñòâëåíèÿ ïîçâîëÿò îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîò-

ðåíèåì áåñêâàíòîðíûõ �îðìóë ñèãíàòóð σ1 è σ
(n)
1 (n ∈ ω) ñîîòâåòñòâåííî.

Äðóãèìè ñëîâàìè, áóäåì ïðåäïîëàãàòü íàëè÷èå äâóõñîðòíîé ñòðóêòóðû

â êà÷åñòâå HF(MS), â êîòîðîé âñå ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò òîëüêî çíà-

÷åíèÿ èç HF (S) ∪ S (íîñèòåëåì äðóãîãî ñîðòà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî {a ∈
HF(MS)|sp(a)∩ω 6= ∅}, î ñóùåñòâîâàíèè êîòîðîãî �çàáûâàåì� â ðàìêàõ íà-
ñòîÿùåãî ïàðàãðà�à; ýòî âîçìîæíî, â ñèëó ñâåäåíèÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ

λx.RMS(x, n), ãäå n ∈ ω, ê ñ÷¼òíîìó ñåìåéñòâó {RMS(·,n)|n ∈ ω} óíàðíûõ
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îòíîøåíèé, à òàêæå íàëè÷èÿ èíúåêòèâíîé ÷àñòè÷íîé Σ-�óíêöèè, äåéñòâó-
þùåé èç íåêîòîðîãî HF(MS)-âû÷èñëèìîãî ïîäìíîæåñòâà HF (S) ∪ S íà

ìíîæåñòâî HF(MS), ÷òî ñëåäóåò èç ëåììû 1.

Çäåñü è äàëåå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå Rl(·) äëÿ �îðìóëû

R(·, l) íàðÿäó ñ îáû÷íûì èñïîëüçîâàíèåì äàííîé �îðìóëû (l ∈ ω).

Êðîìå òîãî, âñå Σ-�îðìóëû íàñòîÿùåãî ïàðàãðà�à áóäóò ðàññìàòðè-

âàòüñÿ â ñèãíàòóðå σ∗
0 ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè èç S.

Â äàëüíåéøåì, äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå áóäåì çà÷àñòóþ îòîæäåñòâ-

ëÿòü ñ ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå îíè ïðèíèìàþò â êà÷åñòâå ñâîèõ çíà÷åíèé.

⋄

Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ êàæäîãî n ∈ ω ìîäåëü 〈SMS ; RMS

0 ,RMS

1 , . . . ,RMS

n 〉
ñèëüíî êîíñòðóêòèâíà (îïðåäåëåíèå ñì. â ãë. 6 � 1 [10℄), òåîðèÿ êîòîðîé

ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíî êàòåãîðè÷íîé, äîïóñêàþùåé ïðè ýòîì ýëèìèíàöèþ êâàí-

òîðîâ (ñì. ãë. 5 � 2 [10℄). Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè äðóãîå äîêàçà-

òåëüñòâî ëåììû 2 (óäàëåíèå êîäîâûõ ïåðåìåííûõ). ⋄

Êàê ãîâîðèëîñü âûøå, èíòåðïðåòàöèÿ, ïðåäëîæåííàÿ â ëåììå 2, ïîç-

âîëÿåò îñóùåñòâëÿòü ý��åêòèâíûé ïåðåõîä îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíî-

æåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç ∃-�îðìóë ñèãíàòóðû σ0, ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíî-

æåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç áåñêâàíòîðíûõ �îðìóë ñèãíàòóðû σ1, è íàîáîðîò, î

÷¼ì ãîâîðèòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Ëåììà 3. Ïî ëþáîé Σ-�îðìóëå Φ(x,−→s ) ý��åêòèâíî ñòðîèòñÿ âû÷èñ-

ëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An}n∈ω(
−→s ) ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç áåñêâàí-

òîðíûõ �îðìóë ñèãíàòóðû σ1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó ñîîòíîøå-

íèþ:

(4)

{a ∈ HF (S) ∪ S|HF(MS) |=Φ(a,−→s )}=
={tl(

−→a )|l ∈ ω, −→a ∈ Snl, MS |=ϕ(
−→a ,−→s )

äëÿ íåêîòîðîé ϕ(−→u ,−→v )∈Al, lh(
−→u ) = nl, lh(

−→v ) = lh(−→s )}.

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An}n∈ω ìíîæåñòâ,

ñîñòîÿùèõ èç áåñêâàíòîðíûõ �îðìóë ñèãíàòóðû σ1, çàäà¼ò è ïðèòîì ý�-

�åêòèâíî íåêîòîðóþ Σ-�îðìóëó Φ(x,−→s ) (â ñìûñëå (4)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåì 2, 3, à òàêæå ëåììû 2. �

Ïðèâåä¼ì ñåé÷àñ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç âòîðîé ÷àñòè, íåîáõîäèìûå äëÿ

èçëîæåíèÿ êîíñòðóêöèé äàííîãî ïàðàãðà�à.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Σ-�îðìóëû Φ(x,−→s ) è Φ′(x,−→s ′) Σ-ýêâèâàëåíòíû è

îáîçíà÷àòü êàê Φ(x,−→s ) ≡Σ Φ′(x,−→s ′), åñëè îíè îïðåäåëÿþò îäíî è òî æå

ìíîæåñòâî â HF(MS).

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü äàíû Σ-�îðìóëàΦ(x,−→s ) è íàáîð−→r =〈r0, r1, . . . ,
rn−1〉∈Sn6=, n ∈ ω, ýëåìåíòîâ èç sp(−→s ), â òî÷íîñòè ëåæàùèõ â [a]R äëÿ íà-

ïåð¼ä çàäàííîãî a ∈ S. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîðòåæ

−→r èìååò âèä I äëÿ
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Φ(x,−→s ), åñëè n = 1 è âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

r0 ∼R r
′
0 ⇔ Φ(x,−→s ) ≡Σ [Φ(x,−→s )]r0

r′
0

;

êîðòåæ

−→r èìååò âèä II äëÿ Φ(x,−→s ), åñëè n > 1 è ñóùåñòâóåò ãðóïïà G

ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà sp(−→r ) òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:

∀−→r ′ ∈ Sn
(

Φ(x,−→s ) ≡Σ [Φ(x,−→s )]
−→r
−→r ′ =⇒ ∃π ∈ G(π(−→r ) = −→r ′)

)

,

∀π ∈ G
(

Φ(x,−→s ) ≡Σ [Φ(x,−→s )]
−→r
π(−→r )

)

. ⋄

Îòìåòèì, ÷òî ëþáîå HF(MS)-â.ï. ïîäìíîæåñòâî D ⊆ HF (S) ∪ S îïðå-

äåëÿåòñÿ íåêîòîðîé Σ-�îðìóëîé Φ(x,−→s r̂), ãäå ïàðàìåòð r èìååò âèä I,
à íàáîð

−→s ñëóæèò êîíêàòåíàöèåé êîðòåæåé âèäà II (ðàçóìååòñÿ, âñå åãî
êîîðäèíàòû ïîïàðíî ðàçëè÷íû).

Ïî òåîðåìå 1 [15℄, èìååì Σ(HF(MS)) ∩ P(ω) = ∆(HF(MS)) ∩ P(ω) = S
(íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â [15℄ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñåìåéñòâà, çàäàííûå òîëü-

êî ïîëîæèòåëüíî, ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî äàííîå ñåìåéñòâî Σ-ýêâèâàëåíòíî
â ñìûñëå [15℄, ê ïðèìåðó, ñåìåéñòâó ñâîèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé).

Äàëåå, âîçüì¼ì Σ-�îðìóëó Φ(x,−→s r̂), ãäå r � ïàðàìåòð âèäà I äëÿ Φ(x,−→s r̂),
à íàáîð

−→s ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ñîñòàâëåí èç êîðòåæåé âèäà II
äëÿ Φ(x,−→s r̂) òàê, ÷òî íàáîð γS(

−→s ) âîçðàñòàåò îòíîñèòåëüíî ⊑; ñîïîñòà-
âèì åé íåêîòîðîå HF(MS)-âû÷èñëèìîå ïîäìíîæåñòâî AΦ,−→s ˆr íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, çàäàþùåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (íåîáÿçàòåëüíî âû÷èñëèìóþ) ìíî-

æåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç áåñêâàíòîðíûõ �îðìóë ñèãíàòóðû σ1 ñ íàáîðîì

−→s
ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùóþ, â ñâîþ î÷åðåäü, ìíîæåñòâî Φ(x,−→s r̂).
Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê çàäàíèþ ìíîæåñòâà AΦ,−→s ˆr, îïðåäåëèì íåñêîëüêî

âñïîìîãàòåëüíûõ ïîíÿòèé è êîíñòðóêöèé.

Ïóñòü

−→a è

−→
b � íàáîðû ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ S èëè Sn, ãäå n ∈ ω. Áó-

äåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü 〈−→a ; =〉 ≡ 〈
−→
b ; =〉, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâî

lh(−→a ) = lh(
−→
b ), à òàêæå ñîîòíîøåíèå (ai = aj) ⇔ (bi = bj), äëÿ âñåõ

i, j ∈ ω (0 6 i < j < lh(−→a )).
Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ áåñêâàíòîðíûõ �îðìóë íà ∆0-àïïðîêñèìàöèÿõ áó-

äåì àêòèâíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå

Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü m ∈ ω è ïóñòü ϕ(−→y ) � áåñêâàíòîðíàÿ �îðìóëà

ñèãíàòóðû σ
(m)
1 îò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ

−→y , lh(−→y ) 6 2m + 2 (ñâîáîäíû-

ìè ìîãóò áûòü êàê îñíîâíûå, òàê è äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå). Òîãäà

èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

(1): äëÿ ëþáûõ

−→a ∈ Slh(−→y )
è

−→
b ∈ S

lh(−→y )
m ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

MS |= ϕ(−→a ) ⇔ Mm |= ϕ(
−→
b ),

êàê òîëüêî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

γm(
−→
b ) = γS(

−→a ) ↾ (m+ 1) è 〈−→a ; =〉 ≡ 〈
−→
b ; =〉;
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(2): äëÿ ëþáûõ n ∈ ω, n > m, êîðòåæåé −→a ∈ S
lh(−→y )
n è

−→
b ∈ S

lh(−→y )
m ñïðàâåä-

ëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

Mn |= ϕ(−→a ) ⇔ Mm |= ϕ(
−→
b ),

êàê òîëüêî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

γm(
−→
b ) = γn(

−→a ) ↾ (m+ 1) è 〈−→a ; =〉 ≡ 〈
−→
b ; =〉.

Óñëîâèÿ (1), (2) ÿâëÿþòñÿ ïåðå�îðìóëèðîâêàìè äëÿ ìíîæåñòâà áåñ-

êâàíòîðíûõ ïðåäëîæåíèé ñòðóêòóðû (Mm,
−→
b ), ãäå

−→
b � êîðòåæ ýëåìåíòîâ

Mm. ⋄

Îïðåäåëåíèå 7. Âîçüì¼ì ñíà÷àëà ÷èñëà m, k ∈ ω è íàáîð

−→s ïîïàðíî

ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç S, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî m +

1 > max{log2(rk), nk, lh(
−→s )}. Ïîä ÑÄÍÔ ñèãíàòóðû σ

(m)
1 áóäåì ïîíèìàòü

�îðìóëó

ϕ(u0, u1, . . . , unk−1, v0, v1, . . . , vlh(−→s )−1)

ýòîé ñèãíàòóðû, ïîëó÷åííóþ êàê ðåçóëüòàò ñëåäóþùåé ïîäñòàíîâêè ÑÄÍÔ

ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, ãäå x � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, ⊤ è ⊥ �

êîíñòàíòíûå ñèìâîëû, êîòîðûå èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ñîîòâåòñòâåííî òîæ-

äåñòâåííî èñòèííîå ïðåäëîæåíèå è òîæäåñòâåííî ëîæíàÿ �îðìóëà:

• ⊥ çàìåíÿåòñÿ íà

¬(0 ≈ 0);
• ⊤ çàìåíÿåòñÿ íà (0 ≈ 0);
• x ìîæíî çàìåíèòü íà îäíó èç ñëåäóþùèõ àòîìàðíûõ �îðìóë (â ñêîáêàõ
óêàçàíî îáùåå êîëè÷åñòâî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ àòîìàðíûõ �îðìóë ñèãíà-

òóðû σ
(m)
1 òàêîãî âèäà):

- Rl(ui), ãäå i, l ∈ ω, l 6 m, i < nk (èõ êîëè÷åñòâî ðàâíÿåòñÿ nk · (m+1));
- (ui ≈ vj), ãäå i, j ∈ ω, i < nk, j < lh(−→s ) (èõ êîëè÷åñòâî ðàâíÿåòñÿ

nk · lh(
−→s ));

- (ui ≈ uj), ãäå i, j ∈ ω, i < j < nk (èõ êîëè÷åñòâî ðàâíÿåòñÿ

nk·(nk−1)
2

;

âõîäÿò òîëüêî íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå çíàêà îòðèöàíèÿ);

• äëÿ êàæäîãî i0 ∈ ω (i0 < nk) ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî j0 ∈ ω (j0 <

lh(−→s )), äëÿ êîòîðîãî (ui0 ≈ vj0) ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòîì;

• äëÿ êàæäîãî j0 ∈ ω (j0 < lh(−→s )) ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî i0 ∈ ω

(i0 < nk), äëÿ êîòîðîãî (ui0 ≈ vj0) ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòîì. ⋄

Òåì ñàìûì, ëþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ ÑÄÍÔ (ðàññìîòðåíèåì

ÑÄÍÔ òàêîãî âèäà ìû è îãðàíè÷èìñÿ) áóäåò ñîñòîÿòü ëèáî èç îäíîãî êîíú-

þíêòà, ëèáî èç

1
2
· (nk · (nk+2 ·m+2 · lh(−→s )+1)) êîíúþíêòîâ. Êðîìå òîãî,

ïîëàãàåì, ÷òî ïîçèöèè àòîìàðíûõ �îðìóë (âìåñòå ñî ñâîèìè îòðèöàíèÿ-

ìè) â ÑÄÍÔ îäíîçíà÷íî çàäàþòñÿ ïîðÿäêîì íà èõ íîìåðàõ â ã¼äåëåâîé

íóìåðàöèè.
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Íåòðóäíî òàêæå ïîíÿòü, ÷òî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ ñîâìåñòè-

ìûõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé ÑÄÍÔ ñèãíàòóðû σ1 (σ
(m)
1 äëÿ �èêñè-

ðîâàííîãî m ∈ ω) îò îäíîãî è òîãî æå íàïåð¼ä çàäàííîãî íàáîðà ïà-

ðàìåòðîâ ðàçëè÷íû (íå ïåðåñåêàþòñÿ). Êðîìå òîãî, êàêîâû áû íè áû-

ëè a ∈ HF (S) ∪ S, −→s ∈ S
lh(−→s )
6= è m ∈ ω, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

m + 1 > max{lh(−→s ), rnk(a), |sp(a)|}, íàéä¼òñÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ

ÑÄÍÔ ψ(−→u , −→v ) ñèãíàòóðû σ
(m)
1 îò íàáîðîâ

−→u ,−→v ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ

îñíîâíûõ è äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ äëèí |sp(a)| è lh(−→s ) ñîîòâåò-

ñòâåííî, òàêàÿ ÷òî a = tk(
−→a ) è MS |= ψ(−→a ,−→s ) äëÿ ïîäõîäÿùèõ k ∈ ω

è

−→a ∈ S
|sp(a)|
6= .

Ïóñòü òàêæå ïåðåìåííûå ñïèñêà

−→v ïðèíèìàþò â êà÷åñòâå çíà÷åíèé ïî-

ïàðíî ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðû, ñîñòàâëÿþùèå íàáîð

−→s = −→s 0ˆ
−→s 1ˆ . . .ˆ

−→s q−1,

ãäå q ∈ ω, ïðè÷¼ì íåïóñòîé êîðòåæ

−→s i ÿâëÿåòñÿ êîðòåæîì âèäà II äëÿ
Φ(x,−→s r̂), âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ γS�êîäàìè ìíîæåñòâà Ci ⊆
ω, ãäå i ∈ ω, i < q; êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ C0 ❁ C1 ❁

. . . ❁ Cq−1. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî γS(r) = A ⊆
ω.

Çà�èêñèðóåì A-âû÷èñëèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ak}k∈ω(
−→s ), îïðåäå-

ëÿþùóþ Φ(x,−→s r̂) (äåòàëüíîå ïîñòðîåíèå òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæ-

íî íàéòè âî âòîðîé ÷àñòè).

Îïðåäåëåíèå 8. Çàäàäèì òåïåðü AΦ,−→s ˆr êàê ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿ-

þùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(C1): 〈〈0, m, k, ϕ〉〉 ïîìåùàåì âAΦ,−→s ˆr, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå (çäåñü

m, k ∈ ω è ϕ � ã¼äåëåâ íîìåð �îðìóëû):

a: lh(−→s ) 6 m + 1 è tk(
−→
b ) ∈ HFm(Mm) äëÿ ïîäõîäÿùåãî íåïóñòîãî

êîðòåæà

−→
b ∈ (Sm)

nk

6= (ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî èìåþò

ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ max{log2(rk), nk, lh(
−→s )} 6 m+ 1 è nk > 0);

b: ϕ(−→u ,−→v ) � ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ ÑÄÍÔ ñèãíàòóðû σ
(m)
1 , íå

ñîâïàäàþùàÿ íè ñ

¬(0 ≈ 0), íè ñ (0 ≈ 0) (çäåñü lh(−→u ) = nk, lh(
−→v ) =

lh(−→s ));

: MS |= ∃−→u ϕ(−→u ,−→s );
d: MS |=(ϕ(−→a ,−→s ) →

∨

{ψ(−→a ,−→s )|ψ(−→u ,−→v ) ∈ Ak}) äëÿ ëþáûõ

−→a ∈ Snk
;

(C2): ïðîèçâîäèì (C1) äëÿ âñåõ m, k ∈ ω è �îðìóë ϕ èç (C1a), (C1b);

(C3): 〈〈0, m, k, (0 ≈ 0)〉〉 ïîìåùàåì â AΦ,−→s ˆr, åñëè m, k ∈ ω òàêîâû, ÷òî

nk = 0 è MS |= ψ(−→s ) äëÿ íåêîòîðîé áåñêâàíòîðíîé �îðìóëû ψ(−→v ) ∈ Ak,

à òàêæå tk(λ) ∈ HFm(Mm), lh(
−→v ) = lh(−→s ) 6 m+1 (ïîñëåäíèå äâà óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû íåðàâåíñòâó max{log2(rk), lh(
−→s )} 6 m+ 1);
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(C4): 〈〈0, m0, k0,
¬(0 ≈ 0)〉〉 ïîìåùàåì â AΦ,−→s ˆr, åñëè ïîñëå îáðàáîòêè âñåõ

�îðìóë ϕ èç (C1a), (C1b) è (C3) äëÿ çàäàííûõ m0, k0 ∈ ω, óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ íåðàâåíñòâó max{log2(rk0), nk0, lh(
−→s )} 6 m0 + 1, ìíîæåñòâî AΦ,−→s ˆr

íå ïðèîáðåëî ýëåìåíòîâ âèäà 〈〈0, m0, k0, ·〉〉;
(C5): 〈〈i+ 2, m〉〉 ïîìåùàåì â AΦ,−→s ˆr, åñëè m ∈ Ci (m, i ∈ ω; i < q);

(C6): 〈〈1, i〉〉 ïîìåùàåì â AΦ,−→s ˆr, åñëè 〈〈1, i〉〉 6∈ Ci (i ∈ ω, i < q);

(C7): 〈〈1, p
lh(−→s 0)
0 ·p

lh(−→s 1)
1 · . . . ·p

lh(−→s q−1)
q−1 〉〉 ïîìåùàåì â AΦ,−→s ˆr, ãäå pi, i ∈ ω �

ïðîñòîå ÷èñëî ñ íîìåðîì i â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ê ïðèìåðó, p0 = 2,
p1 = 3, p2 = 5,. . . ); åñëè q = 0 (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

−→s = λ), òî 〈〈1, 1〉〉
ïîìåùàåì â AΦ,−→s ˆr;

(C8): ìíîæåñòâî AΦ,−→s ˆr �îðìèðóåòñÿ ïîëíîñòüþ ê äàííîìó ìîìåíòó. ⋄

Êîíñòðóêöèÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà AΦ,−→s ˆr ìîæåò áûòü âûáðàíà âû÷èñëè-

ìîé îòíîñèòåëüíî îðàêóëà (A⊕ (C0⊕C1⊕ . . .⊕Cq−1))
′
, ïîýòîìó AΦ,−→s ˆr ∈ S

(ïîäðîáíî ýòîò �àêò, íîñÿùèé êëþ÷åâîé õàðàêòåð äëÿ ñòàòüè, îáñóæäàåò-

ñÿ âî âòîðîé ÷àñòè).

Ìíîæåñòâî AΦ,sˆr îïðåäåëÿåò Φ(x,−→s r̂) â ñëåäóþùåì ñìûñëå (ñì. âòî-

ðóþ ÷àñòü):

(5)

{a ∈ HF (S) ∪ S|HF(MS) |= Φ(a,−→s r̂)} = {tk(
−→a )|k ∈ ω, −→a ∈ Snk ,

MS |= ϕ(−→a ,−→s ) äëÿ íåêîòîðûõ m ∈ ω è 〈〈0, m, k, ϕ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr}.

Ñåé÷àñ çàäàäèì ïîíÿòèå ìèíèìàëüíîñòè êîðòåæà ïàðàìåòðîâ, ó÷àñòâó-

þùèõ â îïðåäåëåíèè Σ-�îðìóëû. Äàííîå ñâîéñòâî áóäåò çàäàâàòüñÿ äëÿ

íàáîðà, ñîñòàâëåííîãî èç êîðòåæåé âèäà II, à êîðòåæ âèäà I âñåãäà áóäåò

ñîñòîÿòü èç îäíîãî ýëåìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü äàíû HF(MS)-â.ï. ìíîæåñòâî D ⊆ HF (S) ∪ S
è íàáîð

−→s ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç S. Áóäåì íàçûâàòü

−→s ìèíè-

ìàëüíî âîçìîæíûì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ äëÿ D, åñëè áóäóò âûïîëíÿòüñÿ

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• ñóùåñòâóåò Σ-�îðìóëà Φ(x,−→s r̂), îïðåäåëÿþùàÿ D, ïðè ýòîì ïàðàìåòð r

èìååò âèä I äëÿ Φ(x,−→s r̂), à íàáîð −→s ñîñòàâëåí èç êîðòåæåé âèäà II äëÿ
Φ(x,−→s r̂);
• åñëè Σ-�îðìóëà Φ′(x,−→s ′ r̂′) îïðåäåëÿåò D, ïðè÷¼ì ïàðàìåòð r′ èìååò

âèä I äëÿ Φ′(x,−→s ′ r̂′), à íàáîð

−→s ′
ñîñòàâëåí èç êîðòåæåé âèäà II äëÿ

Φ′(x,−→s ′ r̂′), òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå sp(−→s ) ⊆ sp(−→s ′). ⋄

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèå `

−→s � ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé íàáîð

(èëè êîðòåæ) äëÿ Φ(x,−→s r̂)', åñëè ýòîò íàáîð ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì äëÿ ðå-

øåíèÿ Σ-�îðìóëû Φ(x,−→s r̂).

Îïðåäåëåíèå 10. Çàäàäèì òåïåðü ïîäìíîæåñòâî WΦ,−→s ˆr íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, èçìåíèâ ïðè ýòîì êîíñòðóêöèþ èç [2℄ (çäåñü Σ-�îðìóëà Φ(x,−→s r̂) è
íàáîð

−→s r̂ å¼ ïàðàìåòðîâ îïèñàíû ïåðåä îïðåäåëåíèåì 8; êðîìå òîãî, ñ÷è-

òàåì, ÷òî

−→s ìèíèìàëüíî âîçìîæåí äëÿ Φ(x,−→s r̂)). Íàòóðàëüíîå ÷èñëî
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〈〈nw,Gw〉〉 ïîìåùàåì âWΦ,−→s ˆr, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâè-

ÿì:

(W1): âñå íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà òàêèå, êàê áûòü ìèíèìàëüíî âîçìîæ-

íûì äëÿ íàáîðà è îòñóòñòâèÿ ñîõðàíÿåìîñòè ðåøåíèÿ ïåðåñòàíîâêàìè, áó-

äóò ïðîâåðÿòüñÿ íà îáðàçå ýëåìåíòà HFnw
(Mnw

) â HF(MS)); ñì. îïðåäåëå-
íèå 11;

(W2): ãðóïïà Gw ïåðåñòàíîâîê íà sp(−→s ), äåéñòâóþùàÿ èíâàðèàíòíî íà
sp(−→s i) äëÿ âñåõ i ∈ ω, i < q, è îòâå÷àþùàÿ çà ñâîéñòâî ñîõðàíÿåìîñòè ðå-

øåíèÿ Σ-�îðìóëû Φ(x,−→s r̂) (à èìåííî, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå π ∈ Gw,

åñëè è òîëüêî åñëè ñïðàâåäëèâî îòíîøåíèå HF(MS) |= ∀x(Φ(x,−→s r̂) ↔
Φ(x, π(−→s )̂ r))); àïïðîêñèìàöèÿ äåéñòâèÿ ýòîé ãðóïïû Gw îïèñûâàåòñÿ â

(N1), (N2); çäåñü è äàëåå Gw îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñâîèì ñèëüíûì èíäåê-

ñîì;

(W3): lh(−→s ) 6 nw + 1;
(W4): Ci ↾ (nw + 1) ❁ Cj ↾ (nw + 1) äëÿ âñåõ i, j ∈ ω, i < j < q (êàê

âûøå, Ci = γS(s) äëÿ âñåõ s ∈ sp(−→s i), i ∈ ω, i < q). ⋄

Íàñ áóäåò ïðåæäå âñåãî èíòåðåñîâàòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà,

çàäàííîãî â îïðåäåëåíèè 10 (ðàçóìååòñÿ, åñëè WΦ,−→s ˆr 6= ∅; çäåñü ñëåäó-

åò âñïîìíèòü ïðèíöèï íàèìåíüøåãî ÷èñëà äëÿ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ

÷èñåë).

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü äàíû Σ-�îðìóëà Φ(x,−→s r̂) è 〈〈nw,Gw〉〉 ∈ WΦ,−→s ˆr,

êàê â îïðåäåëåíèè 10.Àïïðîêñèìàöèè äëÿ îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà Σ-ìíîæåñòâ,
çàäàâàåìîãî ãðóïïîé Gw ïåðåñòàíîâîê, è ñâîéñòâà ìèíèìàëüíîñòè äëÿ íà-

áîðà ïàðàìåòðîâ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(N1): ïóñòü äàíû n ∈ ω, ïåðåñòàíîâêà π ∈ Gw è íàáîð

−→x ∈ (Sn)
lh(−→s )
6= ,

óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó γn(
−→x ) = γS(

−→s ) ↾ (n + 1); òîãäà èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî äëÿ âñåõ k ∈ ω:

(6)

{tk(
−→a )|−→a ∈Snk

n , Mn |=ϕ(
−→a ,−→x ) äëÿ íåêîòîðîãî 〈〈0, n, k, ϕ〉〉∈AΦ,−→s ˆr}=

={tk(
−→a )|−→a ∈Snk

n ,Mn |=ϕ(
−→a ,π(−→x )) äëÿ íåêîòîðîãî 〈〈0,n, k, ϕ〉〉∈AΦ,−→s ˆr};

(N2): ïóñòü äàíû ïåðåñòàíîâêà π íà sp(−→s ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøå-
íèþ π 6∈ Gw è äåéñòâóþùàÿ èíâàðèàíòíî íà sp(−→s i) äëÿ âñåõ i ∈ ω, i < q,

è íàáîð

−→x ∈ (Snw
)
lh(−→s )
6= , óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó γnw

(−→x ) = γS(
−→s ) ↾

(nw + 1); òîãäà íàéä¼òñÿ k ∈ ω, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

{tk(
−→a )|−→a ∈ Snk

nw
, Mnw

|= ϕ(−→a ,−→x ) äëÿ íåêîòîðîãî 〈〈0, nw, k, ϕ〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr} 6=
6={tk(

−→a )|−→a ∈ Snk
nw
, Mnw

|=ϕ(−→a , π(−→x )) äëÿ íåêîòîðîãî 〈〈0, nw, k, ϕ〉〉∈AΦ,−→s ˆr};

(N3): åñëè lh(−→s ) > 0, òî íàéä¼òñÿ êîðòåæ

−→x ∈ (Snw
)
lh(−→s )
6= , óäîâëåòâîðÿ-

þùèé ðàâåíñòâó γnw
(−→x ) = γS(

−→s ) ↾ (nw + 1), òàêîé ÷òî äëÿ êàæäîãî êîð-

òåæà

−→x ′ ∈ (Snw
)
lh(−→s )−1
6= , óäîâëåòâîðÿþùåãî ñîîòíîøåíèþ sp(−→x ′) ⊆ sp(−→x ),
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ñóùåñòâóåò k ∈ ω, äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

max{log2(rk), nk, lh(
−→s )} 6 nw + 1, à òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîò-

íîøåíèå:

(7)

{tk(
−→a )|−→a ∈Snk

nw
,Mnw

|=ϕ(−→a ,−→x ) äëÿ íåêîòîðîãî 〈〈0, nw, k, ϕ〉〉∈AΦ,−→s ˆr} 6=
6= {tk(

−→a )|−→a ∈ Snk
nw
, Mn |= ψ(−→a ,−→x ′)},

äëÿ ëþáîé áåñêâàíòîðíîé �îðìóëû ψ(−→u ,−→v ) ñèãíàòóðû σ
(nw)
1 îò íàáîðîâ

−→u = 〈u0, u1, . . . , unk−1〉,
−→v = 〈v0, v1, . . . , vlh(−→s )−2〉 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñîîò-

âåòñòâåííî îñíîâíûõ è äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. ⋄

Âî âòîðîé ÷àñòè ïîêàçàíî, ÷òî íà óðîâíå nw óñëîâèå (N3) ãàðàíòèðó-

åò ñâîéñòâî äëÿ

−→s áûòü ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ Σ-
�îðìóëû Φ(x,−→s r̂), à íàëè÷èå óñëîâèÿ (N2) îáåñïå÷èâàåò îáñòîÿòåëüñòâî,
÷òî ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà π 6∈ Gw íå ñîõðàíÿåò ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé

Σ-�îðìóëû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü ñâîéñòâî ñîõðàíÿåìîñòè ðå-

øåíèÿ äëÿ âñÿêîé ïåðåñòàíîâêè π ∈ Gw, ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü ïðîâåðêó

ñîîòíîøåíèÿ (6) íà âñåõ óðîâíÿõ.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü Φ(x,−→s r̂)� Σ-�îðìóëà ñ ïàðàìåòðîì r, èìåþ-
ùèì âèä I, è íàáîðîì −→s ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç S, ñîñòàâëåííûì
èç êîðòåæåé âèäà II, ïðè÷¼ì íàáîð γS(

−→s ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, âîçðàñòàþùèõ îòíîñèòåëüíî

⊑; êðîìå òîãî, íàáîð −→s ìèíèìàëüíî âîçìîæåí äëÿ Φ(x,−→s r̂). Ïóñòü òàê-
æå π � ïåðåñòàíîâêà íà sp(−→s ), äåéñòâóþùàÿ èíâàðèàíòíî íà êëàññàõ R-
ýêâèâàëåíòíîñòè. Çàäàäèì äåéñòâèå π#(AΦ,−→s ˆr) ïåðåñòàíîâêè π íà ìíî-

æåñòâå AΦ,−→s ˆr êàê π
#(AΦ,−→s ˆr) ⇌ AΦ,π(−→s )ˆr. Äðóãèìè ñëîâàìè, π#(AΦ,−→s ˆr)

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(1) äëÿ âñåõ i > 1 èm ∈ ω èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå 〈〈i,m〉〉 ∈ π#(AΦ,−→s ˆr) ⇔
〈〈i,m〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr;

(2) ïîìåùàåì 〈〈0, m, k, ψ0(
−→u ,−→v )〉〉 â π#(AΦ,−→s ˆr), åñëè ψ0 � ýëåìåíòàðíàÿ

êîíúþíêöèÿ ÑÄÍÔ ñèãíàòóðû σ
(m)
1 , 〈〈0, m, k, ϕ0(

−→u ,−→v )〉〉 ∈ AΦ,−→s ˆr è

Mm |= ∀−→u (ψ0(
−→u , π(−→s )) ↔ ϕ0(

−→u , π(−→s )))

(îòìåòèì, ÷òî �îðìóëà ψ0 íàõîäèòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïî ϕ0(
−→u , π(−→v ))

ïðè ó÷¼òå ñâîéñòâà ñîâìåñòèìîñòè �îðìóëû è êîëè÷åñòâà å¼ îñíîâíûõ ïå-

ðåìåííûõ, ãäå lh(−→v ) = lh(−→s ) è lh(−→u ) = nk). ⋄

Ìíîæåñòâà âèäà AΦ,−→s ˆr, ãäå èõ àòðèáóòû îïðåäåëåíû âûøå, îïðåäåëÿþ-

ùèå îäíî è òî æå Σ-ìíîæåñòâî (â ñìûñëå (5)), ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî

äåéñòâèÿ óêàçàííîé â îïðåäåëåíèè 10 ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê (ñì. âòîðóþ

÷àñòü).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåãàòèâíîéHF(MS)-íóìåðàöèè âîñïîëüçóåìñÿ êîíñòðóê-
öèåé Äæ. Ñàêñà ïîñòðîåíèÿ �ðèäáåðãîâîé íóìåðàöèè (ñì., íàïðèìåð, [16℄;
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äëÿ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îðäèíàëüíîé âû÷èñëèìîñòè,

ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ �ðèäáåðãîâîé íóìåðàöèè îáñóæäàåòñÿ òàêæå â

[17, 18, 19℄). Â îòëè÷èå îò îðèãèíàëüíîé êîíñòðóêöèè, çäåñü áóäåò èñïîëü-

çîâàòüñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî �íàèáîëüøèõ ýëåìåíòîâ�, ÷òî âî ìíîãîì ñâÿçà-

íî ñ òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñòðóêòóðà îáëàäàåò áîëüøèì êîëè÷åñòâîì

íåòðèâèàëüíûõ àâòîìîð�èçìîâ.

�àññóæäåíèÿ ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íû íà ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâ δF

èç ëåììû 1 è HF (S) ∪ S, ïîýòîìó äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ðàññìîòðèì

âòîðîé ñëó÷àé.

Ñåìåéñòâîì �íàèáîëüøèõ ýëåìåíòîâ� áóäåò R0, êîòîðîå áóäåò �íóìåðî-

âàòüñÿ� HF(MS)-íóìåðàöèåé ν0 ñëåäóþùèì îáðàçîì: óïîðÿäî÷åííîé ïàðå

〈∅,∅〉 ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâî ν0(〈∅,∅〉) ⇌ HF (S)∪S; åñëè æå ïàðà èìååò

âèä 〈k, {π(−→s ) | π ∈ Sk}〉 (çäåñü k ∈ ω, nk > 0 è

−→s = 〈s0, s1, . . . , snk−1〉 ∈
Snk

6= , ïðè÷¼ì tk(
−→s ) = {n, {π(−→s ) | π ∈ Sk}} äëÿ íåêîòîðîãî

n ∈ Ord(HF(MS))), òî ïîëîæèì

ν0(〈k, {π(
−→s ) | π ∈ Sk}〉) ⇌ {tk(

−→s )}∪

∪{a ∈ HF (S) ∪ S|¬∃−→w ∈ Snk
(

(
∧

06i<j<nk

¬(wi ≈ wj)) ∧ (a ≈ tk(
−→w ))

)

} =

= {tk(
−→s )} ∪ {a ∈ HF (S) ∪ S|∃l∃−→a ∈ Snl

6=

(

¬(l = k) ∧ (a = tl(
−→a ))

)

}.

Îòìåòèì, ÷òî HF(MS)-íóìåðàöèÿ ν0 ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé âû÷èñëèìîé.

Áîëåå òîãî, ñåìåéñòâî R0 èìååò òàêæå áåñêîíå÷íî ìíîãî ìíîæåñòâ, èíâà-

ðèàíòíîé ãðóïïîé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ Sk, äëÿ êàæäîãî k ∈ ω.

Êàê è âûøå, ïîëîæèì

HFn(MS) ⇌ {a ∈ HF(MS) | rnk(a) 6 2n+1, |sp(a)| 6 n+ 1}

äëÿ êàæäîãî n ∈ ω. Îïðåäåëèì R1 êàê ìíîæåñòâî àïïðîêñèìàöèé ñåìåé-

ñòâà R0 (à èìåííî, â R1 ïîìåñòèì ìíîæåñòâî A∩HFn(MS), åñëè A ∈ R0).

Çàäàäèì îäíîçíà÷íóþ âû÷èñëèìóþ HF(MS)-íóìåðàöèþ ν1 ñåìåéñòâà R1

ñëåäóþùèì îáðàçîì (n ∈ Ord(HF(MS))):

ν1(〈〈〈0, n〉〉,∅〉) ⇌ ν0(〈∅,∅〉) ∩HFn(MS),

ν1(〈〈〈k, n〉〉, {π(
−→s ) | π ∈ Sk}〉) ⇌ ν0(〈k, {π(

−→s ) | π ∈ Sk}〉) ∩HFn(MS)

(âî âòîðîì ñëó÷àå k ∈ Ord(HF(MS)) è íàáîð

−→s = 〈s0, s1, . . . , snk−1〉 ∈ Snk

6=

áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ max{log2(rk), nk} 6 n + 1).
Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê îïèñàíèþ êîíñòðóêöèè. Êàæäûé øàã êîíñòðóêöèè

áóäåò îòâå÷àòü çà íåêîòîðûé êîíå÷íûé íàáîð êîíå÷íûõ íåïóñòûõ �óíêöèé

τ ñ δτ ⊆ ω è ρτ ⊆ {0, 1} (îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ íà

øàãàõ êîíñòðóêöèè �óíêöèé ÷åðåç T ). Ìíîæåñòâî T áóäåò âû÷èñëèìûì

îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîé êîäèðîâêè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.

Êîíñòðóêöèÿ òàêæå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: åñëè τ ∈
T ïîÿâëÿåòñÿ íà øàãå n ∈ ω, ïðè ýòîì îíà ïîëó÷àåòñÿ èç τ ′ ∈ T â ïðîöåññå
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êîíñòðóêöèè (è â ýòîì ñëó÷àå èìååì τ ′✂τ), òî τ ′ ïîÿâëÿåòñÿ íà íåêîòîðîì

øàãå m < n. Îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî óñëîâèå τ0 ✂ τ1 ìîæåò è íå

ãàðàíòèðîâàòü ñâîéñòâà äëÿ τ1 áûòü ïîëó÷åííîé èç τ0 çà íåñêîëüêî øàãîâ,

äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà τ0, τ1 ∈ T . Åñëè τ ∈ T ïîëó÷åíà çà íåñêîëüêî

øàãîâ êîíñòðóêöèè èç τ ′ ∈ T (�àêòè÷åñêè ðå÷ü èä¼ò î ðå�ëåêñèâíîì è

òðàíçèòèâíîì çàìûêàíèè), òî áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî êàê

τ ′ ✂′ τ .

Äàëåå, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τn}n∈ω �óíêöèé èç

T , óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• τ0 � �óíêöèÿ òèïà (0);

• �óíêöèÿ τ3i+k+1 òèïà (k+1) íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷åíà èç τ3i+k, ãäå i ∈ ω,

k = 0, 1, 2.
Ïðåäåëîì ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî

⋃

n∈ω

τn.

Áóäåì çàïèñûâàòü τn ✂
′
⋃

n∈ω

τn äëÿ ëþáîãî n ∈ ω.

Êðîìå òîãî, êîíñòðóêöèÿ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ïðåäåëîì êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τn}n∈ω �óíêöèé èç T áóäåò

ìíîæåñòâî AΦ,−→s ˆr äëÿ ïîäõîäÿùåé Σ-�îðìóëû Φ(x,−→s r̂), ãäå ïàðàìåòð r
èìååò âèä I, à êîðòåæ

−→s ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç S ñîñòàâëåí

èç êîðòåæåé âèäà II, ïðè÷¼ì −→s ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì äëÿ

Φ(x,−→s r̂), à γS(
−→s ) óïîðÿäî÷åí ïî âîçðàñòàíèþ îòíîñèòåëüíî ⊑;

2) ïóñòü Σ-�îðìóëà Φ(x,−→s r̂) òàêîâà, ÷òî ïàðàìåòð r èìååò âèä I, à
êîðòåæ

−→s ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç S ñîñòàâëåí èç êîðòåæåé âèäà
II, ïðè÷¼ì −→s ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì äëÿ Φ(x,−→s r̂), à γS(

−→s )
óïîðÿäî÷åí ïî âîçðàñòàíèþ îòíîñèòåëüíî ⊑; òîãäà AΦ,−→s ˆr áóäåò ïðåäåëîì

íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τn}n∈ω �óíêöèé èç T ;
3) êàêîâà áû íè áûëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τn}n∈ω �óíêöèé èç T , ñó-

ùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ÷èñëà n′ ∈ ω òàêîãî, ÷òî íà øàãå, ïîñâÿù¼ííîì

äàííîé �óíêöèè, áóäåò ìåíÿòüñÿ δν2; â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ τn′
áóäåò

òèïà (0) èëè (3), à â δν2 áóäóò ïîìåùåíû êîðòåæè âèäà 〈τn′; r̃;−→s 〉 äëÿ

ïîäõîäÿùåãî êîðòåæà r̃ˆ−→s ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ S �èêñèðîâàí-

íîé äëèíû, ÷òî ý��åêòèâíî çàäà¼òñÿ ïî τn′
;

4) ðàçëè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèé èç T èìåþò ðàçëè÷íûå ïðå-

äåëû.

Ïóñòü Σ-�îðìóëà Φ(x,−→s r̂) òàêîâà, ÷òî ïàðàìåòð r èìååò âèä I, à êîð-
òåæ

−→s ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñîñòàâëåí èç êîðòåæåé âèäà II, ïðè-
÷¼ì

−→s ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì äëÿ Φ(x,−→s r̂), à γS(
−→s ) óïîðÿäî-

÷åí ïî âîçðàñòàíèþ îòíîñèòåëüíî ⊑. Ïóñòü òàêæå π � ïåðåñòàíîâêà ìíî-

æåñòâà sp(−→s ), äåéñòâóþùàÿ èíâàðèàíòíî íà êëàññàõ R-ýêâèâàëåíòíîñòè.
Åñëè AΦ,−→s ˆr ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τn}n∈ω �óíêöèé èç

T , òî ïî äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåòðóäíî ïîñòðîèòü �óíêöèþ τ ′n =
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π#(AΦ,−→s ˆr) ↾ δτn äëÿ êàæäîãî n ∈ ω. Òîãäà {τ ′n}n∈ω áóäåò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ �óíêöèé èç T , ïðåäåëîì êîòîðîé áóäåò π#(AΦ,−→s ˆr). Â ýòîì ñëó-

÷àå ïîëàãàåì π#(τn) ⇌ τ ′n äëÿ âñåõ n ∈ ω. Äåéñòâèå ïåðåñòàíîâîê íà

�óíêöèÿõ èç T çàäà¼òñÿ êîððåêòíî, ÷òî áóäåò ñëåäîâàòü èç èõ ïîñòðîå-

íèÿ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè τ � �óíêöèÿ òèïà (0), h0(τ) = 〈〈n,Gτ 〉〉 è äåé-

ñòâèå π#(τ) ïåðåñòàíîâêè π íà íåé çàäàíî, òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
h0(π

#(τ)) = 〈〈n, π ◦Gτ ◦ π
−1〉〉 (�óíêöèÿ h0 îïðåäåëÿåòñÿ â îïèñàíèè �óíê-

öèé òèïà (0) è îòâå÷àåò çà íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà âèäà WΦ,−→s ˆr).

Äåòàëüíîå ñòðîåíèå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó øàãàìè è êîíå÷íûìè íàáîðàìè

êîíå÷íûõ íåïóñòûõ �óíêöèé íå ñòîëü âàæíî: ïðèíöèïèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ

òîëüêî íàëè÷èå âû÷èñëèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ íåãî. Íà êàæäîì øàãå

áóäåì ñòðîèòü àòðèáóòû ñîîòâåòñòâåííî íåãàòèâíîé è îäíîçíà÷íîé âû÷èñ-

ëèìûõ HF(MS)-íóìåðàöèé ν2 è ν3: îáëàñòè èõ çàäàíèÿ, Γ∗
ν2
è Γ∗

ν3
, à òàêæå

N0 ⇌ (δν2 × δν2) \ ην2 .
Íåãàòèâíàÿ âû÷èñëèìàÿ HF(MS)-íóìåðàöèÿ ν2 áóäåò çàäàâàòüñÿ íà êîð-

òåæàõ, ïåðâûìè êîîðäèíàòàìè êîòîðûõ áóäóò íàòóðàëüíûå ÷èñëà, èíäåê-

ñû êîíå÷íûõ íåïóñòûõ �óíêöèé. Ïðè ýòîì åñëè êîðòåæè áóäóò �íóìåðî-

âàòü� îäèíàêîâûå ìíîæåñòâà, òî ïåðâûå êîîðäèíàòû ó íèõ áóäóò ñîâïà-

äàòü. Ïîýòîìó N0 áóäåì îïèñûâàòü òîëüêî äëÿ êîðòåæåé, èìåþùèõ îäè-

íàêîâûå ïåðâûå êîîðäèíàòû.

Â äàëüíåéøåì êîíå÷íûå �óíêöèè, çàäàííûå íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ è

ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ ⊆ {0, 1}, â ÷àñòíîñòè, áèíàðíûå ñòðîêè íà íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñëàõ áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ èõ ñèëüíî âû÷èñëèìûìè èíäåêñà-

ìè.

(0) Ìèíèìàëüíûìè ýëåìåíòàìè èç T , ó÷àñòâóþùèìè â êîäèðîâàíèè

íåïóñòûõ Σ-ïîäìíîæåñòâ è ÿâëÿþùèìèñÿ íà÷àëàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé, áóäóò êîíå÷íûå íåïóñòûå �óíêöèè τ (êîòîðûå è áóäóò

ïðèíèìàòü òèï (0)), óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì äëÿ ïîäõîäÿ-

ùåãî n ∈ ω (ïðè ýòîì ÷èñëî n áóäåò èãðàòü ðîëü nw èç îïðåäåëåíèÿ 10;

�àêòè÷åñêè çäåñü ïîâòîðÿþòñÿ óñëîâèÿ èç îïðåäåëåíèé 8�11, à òàêæå èñ-

ïîëüçóåòñÿ çàìå÷àíèå 3):

• (ñì. (C6), (C7)) èìååòñÿ q0 + 1 ÷èñåë âèäà 〈〈1, ·〉〉 â δτ äëÿ ïîäõîäÿùåãî

q0 ∈ ω, ïðè÷¼ì âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

(1) (â ñëó÷àå, êîãäà q0 > 0) δτ ⊇ {〈〈1, i〉〉 | i ∈ ω, i < q0} è, ê òîìó æå,

îñòàâøååñÿ ÷èñëî 〈〈1, c0〉〉 èç δτ òàêîâî, ÷òî c0 = pm0

0 · pm1

1 · . . . · p
mq0−1

q0−1 ,

ïðè÷¼ì mi > 0 äëÿ âñåõ i ∈ ω (i < q0) è τ(〈〈1, c0〉〉) = 1; â äàëüíåéøåì
l0 ⇌ m0 +m1 + . . .+mq0−1 (çäåñü, êàê è â (C7), pi, i ∈ ω � ïðîñòîå

÷èñëî ñ íîìåðîì i â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ);

(2) (â ñëó÷àå, êîãäà q0 = 0) δτ ⊇ {〈〈1, 1〉〉} è τ(〈〈1, 1〉〉) = 1; â äàëüíåéøåì
l0 ⇌ 0;
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• (ñì. (C5), (C6), (W1)) äëÿ êàæäîãî i ∈ ω (i < q0, ãäå q0 îïðåäåëåíî

âûøå) èìååì δτ ∩ {〈〈i + 2, m〉〉 | m ∈ ω} = {〈〈i + 2, m〉〉 | m ∈ ω, m 6

n èëè m = 〈〈1, i〉〉};
• (ñì. (C5), (C6)) êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå τ(〈〈1, i〉〉) 6= τ(〈〈i +
2, 〈〈1, i〉〉〉〉) äëÿ âñåõ i ∈ ω (i < q0);

• (ñì. (W4)) äëÿ êàæäîãî i ∈ ω (i < q0) ïîëîæèì τi(m) ⇌ τ(〈〈i+2, m〉〉) äëÿ
âñåõ m ∈ ω (m 6 n) è δτi = {m ∈ ω | m 6 n}; òîãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

τi ❁ τj , êàê òîëüêî i < j < q0;

• (çäåñü ïðèâîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì)

ïîëîæèì

−→x n ∈ (Sn)
l0
6= êàê íàáîð

−→x n
0ˆ
−→x n

1ˆ . . .ˆ
−→x n

q0−1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-

âèÿì lh(−→x n
i ) = mi è γn(x) = τi äëÿ âñåõ x ∈ sp(−→x n

i ), ãäå i ∈ ω (i < q0);

ïîëîæèì òàêæå â äàëüíåéøåì â êà÷åñòâå

−→u è

−→v , −→v ′
íàáîðû ïîïàðíî

ðàçëè÷íûõ îñíîâíûõ è äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ äëèí nk è l0, l0 − 1
ñîîòâåòñòâåííî, ãäå k ∈ ω � �èêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî (

−→v ′
îïðå-

äåëÿåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà l0 > 0); êðîìå òîãî, ïóñòü ϕ(−→u ,−→v ) �

îáîçíà÷åíèå ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè ÑÄÍÔ ñèãíàòóðû σ
(m)
1 , îòëè÷íîé

îò

¬(0 ≈ 0), îò ñîîòâåòñòâóþùèõ íàáîðîâ ïåðåìåííûõ, ãäå m � çàäàííîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî, m 6 n;

• (ñì. (C1)�(C4), (W3)) ñðåäè ÷èñåë âèäà 〈〈0, m, k, ϕ〉〉, â δτ ïîïàäàþò

â òî÷íîñòè òå, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì m 6 n, m + 1 >

max{l0, nk, log2(rk)}, à òàêæå îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

(1) (â ñëó÷àå, êîãäà nk = 0) ϕ ∈ {(0 ≈ 0), ¬(0 ≈ 0)};
(2) (â ñëó÷àå, êîãäà nk > 0) ϕ åñòü

¬(0 ≈ 0) èëè ϕ(−→u ,−→v );

• (ñì. (C3), (C4), (W3)) ïóñòü nk = 0, m 6 n è max{log2(rk), l0} 6 m+ 1;
òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

(1) τ(〈〈0, m, k, (0 ≈ 0)〉〉) 6= τ(〈〈0, m, k, ¬(0 ≈ 0)〉〉);
(2) åñëè, ê òîìó æå, m + 1 6 n, òî τ(〈〈0, m, k, ϕ〉〉) = τ(〈〈0, m + 1, k, ϕ〉〉)

äëÿ ëþáîé ϕ ∈ {¬(0 ≈ 0), (0 ≈ 0)};

• (ñì. (C1)�(C3), (W3)) ïóñòü nk > 0,m 6 n èmax{log2(rk), l0, nk} 6 m+1;
òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

(1) åñëè τ(〈〈0, m, k, ¬(0 ≈ 0)〉〉) = 1, òî τ(〈〈0, m, k, ϕ(−→u ,−→v )〉〉) = 0 äëÿ

ëþáîé ϕ(−→u ,−→v );
(2) åñëè τ(〈〈0, m, k, ¬(0 ≈ 0)〉〉) = 0, òî τ(〈〈0, m, k, ϕ(−→u ,−→v )〉〉) = 1 äëÿ

íåêîòîðîé ϕ(−→u ,−→v );
(3) åñëè τ(〈〈0, m, k, ϕ(−→u ,−→v )〉〉) = 1, òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå Mn |=

∃−→u ϕ(−→u ,−→x n);
(4) åñëè τ(〈〈0, m, k, ϕ(−→u ,−→v )〉〉) = 1 è, ê òîìó æå, m+1 6 n, òî τ(〈〈0, m+

1, k, ϕ−→ε 〉〉) = 1, ãäå ϕ−→ε ñîâïàäàåò, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè êîíú-

þíêòîâ, ñ �îðìóëîé (ϕ ∧
nk−1
∧

i=0

Rεi
m+1(ui)) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Mn |= ∃−→u ϕ−→ε (
−→u ,−→x ) (çäåñü −→ε = 〈ε0, ε1, . . . , εnk−1〉 ∈ {0, 1}nk

);
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(5) ïóñòü ñíîâàm+1 6 n, à ϕ(−→u ,−→v ) òàêîâà, ÷òî τ(〈〈0, m+1, k, ϕ−→ε 〉〉) = 1
(ϕ−→ε îïðåäåëåíà âûøå) äëÿ êàæäîãî

−→ε ∈ {0, 1}nk
, óäîâëåòâîðÿþùå-

ãî óñëîâèþ Mn |= ∃−→u ϕ−→ε (
−→u ,−→x n); òîãäà τ(〈〈0, m, k, ϕ(−→u ,−→v )〉〉) = 1;

• (ñâîéñòâî íåïóñòîòû ìíîæåñòâà) ñóùåñòâóåò k ∈ ω, äëÿ êîòîðîãî âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî τ(〈〈0, n, k, ¬(0 ≈ 0)〉〉) = 0;
• (ñì. (N3) è îïðåäåëåíèå 9) ïóñòü l0 > 0 è êîðòåæ

−→x ′ ∈ (Sn)
l0−1
6= òàêîâû,

÷òî sp(−→x ′) ⊆ sp(−→x n); òîãäà ñóùåñòâóåò k ∈ ω, äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî

ñîîòíîøåíèå

{tk(
−→c ) | −→c ∈ (Sn)

nk , Mn |= ϕ(−→c ,−→x n), τ(〈〈0, n, k, ϕ〉〉) = 1} 6=

6= {tk(
−→c ) | −→c ∈ (Sn)

nk , Mn |= ψ(−→c ,−→x ′)}

äëÿ ëþáîé áåñêâàíòîðíîé �îðìóëû ψ(−→u ,−→v ′) ñèãíàòóðû σ
(n)
1 ;

• (ñì. (N1), (N2), (W2)) îïðåäåëèì ãðóïïó Gτ êàê ìíîæåñòâî âñåõ ïåðå-

ñòàíîâîê π ìíîæåñòâà sp(−→x n), äåéñòâóþùèõ èíâàðèàíòíî íà sp(−→x n
i ) äëÿ

âñåõ i ∈ ω (i < q0), à òàêæå óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ (çäåñü k ∈ ω)

{tk(
−→c ) | −→c ∈ (Sn)

nk , Mn |= ϕ(−→c ,−→x n), τ(〈〈0, n, k, ϕ〉〉) = 1} =

= {tk(
−→c ) | −→c ∈ (Sn)

nk , Mn |= ϕ(−→c , π(−→x n)), τ(〈〈0, n, k, ϕ〉〉) = 1};

• (÷èñëî 〈〈n,Gτ 〉〉 íàèìåíüøåå; ñì. îïðåäåëåíèå 10) âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû

îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé (â ñëó÷àå, êîãäà q0 > 0):

(1) τi ↾ n = τi+1 ↾ n äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ ω (i < q0 − 1);
(2) åñëè n > 0, òî íàéä¼òñÿ êîðòåæ

−→x ′ ∈ (Sn)
l0−1
6= òàêîé, ÷òî sp(−→x ′) ⊆

sp(−→x n), è äëÿ êàæäîãî k ∈ ω âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

{tk(
−→c ) | −→c ∈ (Sn)

nk , Mn |= ϕ(−→c ,−→x n), τ(〈〈0, n− 1, k, ϕ〉〉) = 1} =

= {tk(
−→c ) | −→c ∈ (Sn)

nk , Mn |= ψ(−→c ,−→x ′)}

äëÿ íåêîòîðîé áåñêâàíòîðíîé �îðìóëû ψ(−→u ,−→v ′) ñèãíàòóðû σ
(n−1)
1 ;

(3) åñëè n > 0, òî ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà π ìíîæåñòâà sp(−→x n), äåé-
ñòâóþùàÿ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî sp(−→x n

i ) äëÿ âñåõ i ∈ ω (i <

q0), íî π 6∈ Gτ , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè ýòîì ñëåäóþùåìó ñîîòíîøå-

íèþ äëÿ âñåõ k ∈ ω:

{tk(
−→c ) | −→c ∈ (Sn)

nk , Mn |= ϕ(−→c ,−→x n), τ(〈〈0, n− 1, k, ϕ〉〉) = 1} =

= {tk(
−→c ) | −→c ∈ (Sn)

nk , Mn |= ϕ(−→c , π(−→x n)), τ(〈〈0, n− 1, k, ϕ〉〉) = 1}.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì h0(τ) ⇌ 〈〈n,Gτ 〉〉; îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ h0 îò-

âå÷àåò çà íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà âèäà WΦ,−→s ˆr, ãäå Φ(x,−→s r̂) �
Σ-�îðìóëà, ïàðàìåòð r êîòîðîãî èìååò âèä I, à ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé

íàáîð

−→s äëÿ íå¼ ñîñòàâëåí èç êîðòåæåé âèäà II â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ

γS�êîäîâ îòíîñèòåëüíî ⊑; ïðè ýòîì τ ✂′ AΦ,−→s ˆr.

Íà �óíêöèÿõ òèïà (0) áóäåì ðàññòàâëÿòü ìåòêè òð¼õ âèäîâ.

- Ôóíêöèÿ τ ïðèîáðåòàåò ìåòêó âèäà 0, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó-

þùèì óñëîâèÿì:
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• τ 6 π#(τ) äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè π ìíîæåñòâà sp(−→x n), äåéñòâóþùåé
èíâàðèàíòíî íà sp(−→x n

i ) äëÿ âñåõ i ∈ ω (i < q0);

• {tk(
−→c ) | −→c ∈ Snk , k ∈ ω, MS |= ϕ(−→c ,−→s ), τ(〈〈0, n, k, ϕ〉〉) = 1} 6∈ R1

(ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3, ýòî óñëîâèå ý��åêòèâíî ïðîâåðÿåòñÿ íà HFn(Mn)
è íå çàâèñèò îò âûáîðà Σ-�îðìóëû Φ(x,−→s r̂)).
- Ôóíêöèÿ τ ïðèîáðåòàåò ìåòêó âèäà 1, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó-

þùèì óñëîâèÿì:

• τ 6 π#(τ) äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè π ìíîæåñòâà sp(−→x n), äåéñòâóþùåé
èíâàðèàíòíî íà sp(−→x n

i ) äëÿ âñåõ i ∈ ω (i < q0);

• {tk(
−→c ) | −→c ∈ Snk , k ∈ ω, MS |= ϕ(−→c ,−→s ), τ(〈〈0, n, k, ϕ〉〉) = 1} ∈ R1

(ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3, ýòî óñëîâèå òàêæå ý��åêòèâíî ïðîâåðÿåòñÿ íà

HFn(Mn) è íå çàâèñèò îò âûáîðà Σ-�îðìóëû Φ(x,−→s r̂)).
- Ôóíêöèÿ τ ïðèîáðåòàåò ìåòêó âèäà 2, åñëè π#(τ) < τ äëÿ íåêîòîðîé

ïåðåñòàíîâêè π ìíîæåñòâà sp(−→x n), äåéñòâóþùåé èíâàðèàíòíî íà sp(−→x n
i )

äëÿ âñåõ i ∈ ω (i < q0).

Øàã äëÿ �óíêöèè τ òèïà (0). Åñëè τ ïðèîáðåòàåò ìåòêó 0, òî ïîìå-
ùàåì â δν2 êîðòåæ 〈τ ; r̃;−→s 0;

−→s 1; . . . ;
−→s q0−1〉 ∈ ω×S×Sm0

6= ×Sm1

6= ×. . .×S
mq0−1

6= ,

óäîâëåòâîðÿþùèé �îðìóëå

φτ0(〈τ ; r̃;
−→s 0;

−→s 1; . . . ;
−→s q0−1〉) ⇌

∧

{Rτ(m)
m (r̃) | m ∈ δτ}∧

∧
∧

{Rτ(〈〈i+2,m〉〉)
m (s) |s ∈ sp(−→s i), i < q0, 〈〈i+ 2, m〉〉 ∈ δτ},

â îïðåäåëåíèå N0 ïîìåùàåì �îðìóëó

φτ1(〈τ ; r̃;
−→s 0;

−→s 1; . . . ;
−→s q0−1〉, 〈τ ; r̃

′;−→s ′
0;
−→s ′

1; . . . ;
−→s ′

q0−1〉) ⇌

⇌ φτ0(〈τ ; r̃;
−→s 0;

−→s 1; . . . ;
−→s q0−1〉) ∧ φ

τ
0(〈τ ; r̃

′;−→s ′
0;
−→s ′

1; . . . ;
−→s ′

q0−1〉)∧

∧
∧

{(π(〈−→s 0;
−→s 1; . . . ;

−→s q0−1〉) 6= 〈−→s ′
0;
−→s ′

1; . . . ;
−→s ′

q0−1〉) | π ∈ Gτ},

à â îïðåäåëåíèå Γ∗
ν2
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Bk(τ ; r̃;
−→s ) ⇌ {ϕ(−→u ,−→s ) | τ(〈〈0, n, k, ϕ〉〉) = 1}

äëÿ âñåõ k ∈ ω è 〈τ ; r̃;−→s 〉 ∈ δν2, ÷òî âîçìîæíî, ââèäó ìîíîòîííîñòè îò-

íîøåíèÿ èñòèííîñòè ïî âòîðîé êîîðäèíàòå â ÷åòâ¼ðêàõ (ñì. îïðåäåëåíèå

�óíêöèè òèïà (0); âñå àòðèáóòû îïðåäåëåíû ïðè çàäàíèè �óíêöèè τ òèïà

(0)). Åñëè �óíêöèÿ τ ïðèîáðåòàåò ìåòêó 1 èëè 2, òî íè÷åãî íå äåëàåì.

Ôóíêöèè, ïîëó÷åííûå èç τ , èìåþùåé ìåòêó 2, â äàëüíåéøåì áóäåì èã-

íîðèðîâàòü, ïîñêîëüêó ïîäõîäÿùåå ìíîæåñòâî áóäåò çàäàâàòüñÿ ïðåäåëîì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèé, íà÷àëîì êîòîðîé áóäåò ñëóæèòü �óíêöèÿ

ñ ì�åíüøèì íîìåðîì (ñì. îïðåäåëåíèå 12). Äëÿ �óíêöèè, ïðèîáðåòàþùåé

ìåòêó âèäà 1, áóäåì îæèäàòü ïðîäîëæåíèé, ïîëó÷åííûõ èç íå¼, íà êîòî-

ðûõ áóäåò íàðóøàòüñÿ âòîðîå óñëîâèå, êàñàþùååñÿ ìíîæåñòâ ñåìåéñòâà

R1.
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(1) Ïóñòü çàäàíà �óíêöèÿ τ1 òèïà (0) èëè (3) ñ íàèáîëüøèì íîìåðîì,

ïîëó÷åííàÿ èç åäèíñòâåííîé �óíêöèè τ òèïà (0). Áóäåì ñòðîèòü �óíê-

öèþ τ−→ε (êîòîðàÿ è áóäåò ïðèíèìàòü òèï (1), ãäå

−→ε = 〈ε0, ε1, . . . , εq0−1〉 ∈
{0, 1}q0, à q0 îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ �óíêöèè τ òèïà (0)) ñëåäóþùèì îáðà-

çîì. Ïóñòü ki ⇌ min{m | τ1(〈〈i + 2, m〉〉) ↑}, ãäå i ∈ ω (i < q0); òîãäà

δτ−→ε = δτ1 ∪ {〈〈i+ 2, ki〉〉 | i ∈ ω, i < q0} è τ−→ε (〈〈i+ 2, ki〉〉) ⇌ εi äëÿ âñåõ i ∈ ω

(i < q0).

Øàã äëÿ �óíêöèé τ−→ε (

−→ε ∈ {0, 1}q0) òèïà (1), ïîëó÷åííîé èç

�óíêöèè τ1 òèïà (0) èëè (3). Ïóñòü τ1 ïîëó÷åíà èç åäèíñòâåííîé �óíê-

öèè τ òèïà (0). Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

- Ôóíêöèÿ τ ïðèîáðåòàåò ìåòêó 2 èëè ìåòêó 1, íî íå ñóùåñòâóåò �óíêöèè
τ0 òèïà (3), τ ✂′ τ0 ✂

′ τ1, ÷òî íà øàãå äëÿ �óíêöèè τ0 ìåíÿåòñÿ δν2; òîãäà

íè÷åãî íå äåëàåì.

- Âûïîëíÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà q0 = 0; òîãäà òàêæå íè÷åãî íå äåëàåì.
- Íå âûïîëíÿþòñÿ âñå ïðåäûäóùèå ñëó÷àè äëÿ �óíêöèé τ , τ1, à �óíêöèÿ

τ0 òèïà (0) èëè (3), τ ✂′ τ0✂
′ τ1, òàêîâà, ÷òî íà øàãå äëÿ �óíêöèè τ0 ìåíÿ-

åòñÿ δν2. Âîçüì¼ì
−→ε = 〈ε0, ε1, . . . , εq0−1〉 ∈ {0, 1}q0. Òîãäà â N0 ïîìåùàåì

�îðìóëó

φ
τ0,τ1,τ−→ε
2 (〈τ0; r̃;

−→s 0;
−→s 1; . . . ;

−→s q0−1〉, 〈τ0; r̃
′;−→s ′

0;
−→s ′

1; . . . ;
−→s ′

q0−1〉) ⇌

∧

{R
τ1(k)
k (r̃) | k ∈ ω, k ∈ δτ1} ∧

∧

{Rεi(r̃, 〈〈i+ 2, ki〉〉) | i ∈ ω, i < q0}∧

∧
∧

{R
τ1(k)
k (r̃′) | k ∈ ω, k ∈ δτ1} ∧

∨

{¬Rεi(r̃′, 〈〈i+ 2, ki〉〉) | i ∈ ω, i < q0}

(òàê êàê ðàññìàòðèâàåòñÿ âû÷èñëèìàÿ äèçúþíêöèÿ, à ðàçëè÷èÿ ìåæäó

îñòàëüíûìè ïàðàìåòðàìè çàïèñàíû â �îðìóëàõ ðàíåå, òî çäåñü îíè íå

óêàçûâàþòñÿ).

Ïåðåéä¼ì ê çàäàíèþ ýëåìåíòîâ â Γ∗
ν2
ñîãëàñíî íàðóøåíèÿì, îïèñàííûì

âûøå. Ñíà÷àëà çà�èêñèðóåì ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

äëèíû 2q0 (â ñîîòâåòñòâèè ñ êîëè÷åñòâîì âñåõ áèíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé äëèíû q0) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðåâûøàþùèõ ðàíãè âñåõ ýëåìåíòîâ,

ó÷àñòâóþùèõ â ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâ, èñïîëüçîâàííûõ ê äàííîìó øàãó

(âêëþ÷àÿ è ýëåìåíòû, ó÷àñòâóþùèå â ïîñòðîåíèè ν3). Ïîëîæèì n−→ε êàê

íàòóðàëüíîå ÷èñëî ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåå êîðòåæó

−→ε ∈ {0, 1}q0. Äàëåå, ïîëîæèì â Γ∗
ν2
êîíúþíêöèþ ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé

äëÿ 〈τ0; r̃;
−→s 0;

−→s 1; . . . ;
−→s q0−1〉∈δν2 (lh(

−→s i) = mi, i ∈ ω, i < q0):

• R
τ1(m)
m (r̃) äëÿ âñåõ m ∈ ω (m ∈ δτ1);

• Rεi(r̃, 〈〈i+ 2, ki〉〉) äëÿ âñåõ i ∈ ω (i < q0);

• R
τ1(〈〈i+2,k〉〉)
k (s) äëÿ âñåõ i ∈ ω (i < q0) è s ∈ sp(−→s i), êàê òîëüêî k ∈ ω è

〈〈i+ 2, k〉〉 ∈ δτ1;

• ¬Rεi(s, ki) äëÿ íåêîòîðûõ i ∈ ω (i < q0) è s ∈ sp(−→s i);
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• HF(MS)-íóìåðàöèþ ν2 â òî÷êå 〈τ0; r̃;
−→s 0;

−→s 1; . . . ;
−→s q0−1〉 îïðåäåëèì ñëå-

äóþùèì îáðàçîì (çäåñü

−→s = −→s 0ˆ
−→s 1ˆ . . .ˆ

−→s q0−1):

ν2(〈τ0; r̃;
−→s 0;

−→s 1; . . . ;
−→s q0−1〉) ⇌ ν1(〈〈k

′, n′〉〉, {π(−→s ) | π ∈ Gτ}〉),

ãäå ÷èñëà k′ è n′
�èêñèðîâàíû è âûáðàíû òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîò-

íîøåíèÿ tk′(
−→s ) = {n−→ε , {π(

−→s ) | π ∈ Gτ}} è max{log2(rk′), l0} 6 n′ + 1.
Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ HF(MS)-íóìåðàöèè ν3. Ñíîâà âîçü-

ì¼ì

−→ε ∈ {0, 1}q0 è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñ-

ëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé �óíêöèé 〈τij | i < q0, j < mi〉, ÷òî δτij = {k ∈
ω | τ−→ε (〈〈i + 2, k〉〉) ↓} äëÿ âñåõ i, j ∈ ω (i < q0, j < mi). Ïóñòü íàáîð

−→s 0 = −→s 0
0ˆ
−→s 0

1ˆ . . .ˆ
−→s 0

q0−1 ∈ Sl06= (i ∈ ω, lh(−→s 0
i ) = mi, i < q0) óäîâëåòâîðÿåò

îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

• R
τ−→ε (〈〈i+2,k〉〉)
k (s) äëÿ âñåõ i ∈ ω (i < q0) è s ∈ sp(−→s 0

i ), êàê òîëüêî k ∈ ω è

〈〈i+ 2, k〉〉 ∈ δτ−→ε ;

• ¬R
τ1(〈〈i+2,k〉〉)
k (s) äëÿ íåêîòîðûõ i, k ∈ ω (i < q0, 〈〈i+2, k〉〉 ∈ δτ1) è s ∈ sp(−→s 0

i ).
Òîãäà ïîìåùàåì 〈〈〈k0,−→ε 〉〉, {π(−→s 0) | π ∈ Gτ}〉 â δν3 è êëàä¼ì ν3(〈〈〈k

0,−→ε 〉〉,
{π(−→s 0) | π ∈ Gτ}〉) ⇌ ν1(〈〈k

′, n′〉, {π(−→s 0) | π ∈ Gτ}〉), ãäå k
′, n′ ∈ ω îïðåäå-

ëåíû âûøå ïðè çàäàíèè ν2, à k
0
� íîìåð ýòîãî øàãà.

(2) Ïóñòü çàäàíû �óíêöèÿ τ1 òèïà (1) è ÷èñëî m′ ∈ ω òàêèå, ÷òî m′ =
min{k | τ1(〈〈1, k〉〉) ↑}. Îïðåäåëèì êîíå÷íóþ �óíêöèþ τ2 ☎ τ1 òèïà (2) ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

• τ2(〈〈0, k
′〉〉) = 0, ãäå k′ � íàèìåíüøåå ÷èñëî k ∈ ω, óäîâëåòâîðÿþùåå

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) τ1(〈〈0, k〉〉) ↑;
(2) åñëè k = 〈〈m′′, k′′, ϕ′′〉〉, òî âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ

ñâîéñòâ:

(a) max{l0, log2(rk′′), nk′′} < m′′ + 1, ãäå l0 îïðåäåëåíî âûøå (êîëè-

÷åñòâî âñåõ ïàðàìåòðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ êîðòåæè âèäà II);
(b) åñëè nk′′ = 0, òî ϕ′′

íå ñîâïàäàåò íè ñ (0 ≈ 0), íè ñ

¬(0 ≈ 0);
(
) åñëè nk′′ > 0, òî ϕ′′

íå ñîâïàäàåò íè ñ

¬(0 ≈ 0), íè ñ ýëåìåí-

òàðíîé êîíúþíêöèåé ÑÄÍÔ ψ(−→u ′′,−→v ′′) ñèãíàòóðû σ
(m′′)
1 îò íà-

áîðîâ

−→u ′′
è

−→v ′′
îñíîâíûõ è äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ äëèí

nk′′ è l0 ñîîòâåòñòâåííî;

• τ2(〈〈1, m
′〉〉) = 0;

• τ2(〈〈i, ki〉〉) = 0, ãäå i, ki ∈ ω òàêîâû, ÷òî q0 + 2 6 i 6 q0 + 2 + m′
è

ki = min{k ∈ ω | τ1(i, k) ↑};
• ê ýòîìó ìîìåíòó τ2 îïðåäåëåíà ïîëíîñòüþ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, â δτ2 äîáàâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ó÷àñòâóþ-

ùèå â ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâà âèäà AΦ,−→s ˆr.
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Øàã äëÿ �óíêöèè τ2 òèïà (2), ïîëó÷åííîé èç �óíêöèè τ1 òè-

ïà (1).Ïóñòü τ1 ïîëó÷åíà èç åäèíñòâåííîé �óíêöèè τ òèïà (0). Âîçìîæíû

ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

- Ôóíêöèÿ τ ïðèîáðåòàåò ìåòêó 2 èëè ìåòêó 1, íî íå ñóùåñòâóåò �óíêöèè
τ0 òèïà (3), τ ✂′ τ0 ✂

′ τ1, ÷òî íà øàãå äëÿ �óíêöèè τ0 ìåíÿåòñÿ δν2; òîãäà

íè÷åãî íå äåëàåì.

- Íå âûïîëíÿåòñÿ ïðåäûäóùèé ñëó÷àé äëÿ �óíêöèé τ , τ1, è τ0 � �óíê-

öèÿ òèïà (0) èëè (3), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ τ0 ✂′ τ1, íà øàãå äëÿ

êîòîðîé ìåíÿåòñÿ δν2. Òîãäà â îïðåäåëåíèå N0 ïîìåùàåì �îðìóëó

φ
τ0,τ1,τ2
3 (〈τ0; r̃;

−→s 0;
−→s 1; . . . ;

−→s q0−1〉, 〈τ0; r̃
′;−→s ′

0;
−→s ′

1; . . . ;
−→s ′

q0−1〉) ⇌

(

∧

{Rτ2(m)
m (r̃) | m ∈ δτ2}∧

∧

{Rτ1(m)
m (r̃′) | m ∈ δτ1}∧

∨

{Rm(r̃
′) | m ∈ δτ2\δτ1}

)

∨

∨
(

∧

{Rτ2(m)
m (r̃′) | m ∈ δτ2}∧

∧

{Rτ1(m)
m (r̃) | m ∈ δτ1}∧

∨

{Rm(r̃) | m ∈ δτ2\δτ1}
)

(òàê êàê ðàññìàòðèâàåòñÿ âû÷èñëèìàÿ äèçúþíêöèÿ, à ðàçëè÷èÿ ìåæäó

îñòàëüíûìè ïàðàìåòðàìè çàïèñàíû â �îðìóëàõ ðàíåå, òî çäåñü îíè íå

óêàçûâàþòñÿ).

Ïåðåéä¼ì ê çàäàíèþ ýëåìåíòîâ â Γ∗
ν2

ñîãëàñíî íàðóøåíèÿì, îïèñàí-

íûì âûøå. Ñíà÷àëà çà�èêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî nλ, ïðåâûøàþùåå

ðàíãè âñåõ ýëåìåíòîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâ, èñïîëüçî-

âàííûõ ê äàííîìó øàãó (âêëþ÷àÿ è ýëåìåíòû, ó÷àñòâóþùèå â ïîñòðîå-

íèè ν3). Äàëåå, ïîëîæèì â Γ∗
ν2

êîíúþíêöèþ ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé äëÿ

〈τ0; r̃;
−→s 0;

−→s 1; . . . ;
−→s q0−1〉 ∈ δν2 (lh(

−→s i) = mi, i ∈ ω, i < q0):

• R
τ1(m)
m (r̃) äëÿ âñåõ m ∈ ω (m ∈ δτ1);

• Rm(r̃) äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ ω (m ∈ δτ2 \ δτ1);

• R
τ1(〈〈i+2,k〉〉)
k (s) äëÿ âñåõ s ∈ sp(−→s i) è i, k ∈ ω (i < q0, 〈〈i+ 2, k〉〉 ∈ δτ1);

• HF(MS)-íóìåðàöèþ ν2 â òî÷êå 〈τ0; r̃;
−→s 0;

−→s 1; . . . ;
−→s q0−1〉 ∈ δν2 îïðåäåëèì

ñëåäóþùèì îáðàçîì (â ñëó÷àå q0 > 0; çäåñü −→s = −→s 0ˆ
−→s 1ˆ . . .ˆ

−→s q0−1):

ν2(〈τ0; r̃;
−→s 0;

−→s 1; . . . ;
−→s q0−1〉) ⇌ ν1(〈〈〈k

′, n′〉〉, {π(−→s ) | π ∈ Gτ}〉),

ãäå ÷èñëà k′, n′ ∈ ω �èêñèðîâàíû è âûáðàíû òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü

ðàâåíñòâà tk′(
−→s ) = {nλ, {π(

−→s ) | π ∈ Gτ}} è max{log2(rk′), l0} 6 n′ + 1;
• â ñëó÷àå, êîãäà q0 = 0, ïîëîæèì ν2(〈τ0; r̃〉) ⇌ ν1(〈〈〈0, nλ〉〉,∅〉).
Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ HF(MS)-íóìåðàöèè ν3 (ðàçóìååòñÿ,

ïðè óñëîâèè, êîãäà q0 > 0). Ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî èìååòñÿ ëèøü

êîíå÷íîå ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé �óíêöèé 〈τij | i < q0, j < mi〉, ÷òî
δτij = {k ∈ ω | τ2(〈〈i+2, k〉〉) ↓} äëÿ âñåõ i, j ∈ ω (i < q0, j < mi). Ïóñòü íàáîð

−→s 0 = −→s 0
0ˆ
−→s 0

1ˆ . . .ˆ
−→s 0

q0−1 ∈ Sl06= (i ∈ ω, lh(−→s 0
i ) = mi, i < q0) óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

• ¬R
τ2(〈〈i+2,k〉〉)
k (s) äëÿ íåêîòîðûõ i, k ∈ ω (i < q0, 〈〈i+2, k〉〉 ∈ δτ2) è s ∈ sp(−→s 0

i ).
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Òîãäà ïîìåùàåì 〈〈〈k0, λ〉〉, {π(−→s 0) | π ∈ Gτ}〉 â δν3 è êëàä¼ì ν3(〈〈〈k
0, λ〉〉,

{π(−→s 0) | π ∈ Gτ}〉) ⇌ ν1(〈〈〈k
′, n′〉〉, {π(−→s 0) | π ∈ Gτ}〉), ãäå k

′, n′ ∈ ω

îïðåäåëåíû âûøå ïðè çàäàíèè ν2, à k
0
� íîìåð ýòîãî øàãà.

(3) Ïóñòü çàäàíû �óíêöèÿ τ2 òèïà (2) è ÷èñëî m′ ∈ ω òàêèå, ÷òî m′
�

íàèìåíüøåå ÷èñëî m, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì (çäåñü è â

äàëüíåéøåì ÷åðåç ϕ(−→u ,−→v ) áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ,

îòëè÷íóþ îò

¬(0 ≈ 0), îò íàáîðîâ

−→u è

−→v îñíîâíûõ è äîïîëíèòåëüíûõ

ïåðåìåííûõ äëèí nk è l0 ñîîòâåòñòâåííî, ãäå l0 îïðåäåëåíî â êîíñòðóêöèè

äëÿ �óíêöèè òèïà (0); êîðòåæ

−→x m′

∈ (Sm′)l06= îïðåäåëÿåòñÿ òàì æå):

• τ2(〈〈0, m, k, ϕ0〉〉) ↑ äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñëà k ∈ ω, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðà-

âåíñòâó max{log2(rk), nk, l0} 6 m+ 1, è ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè ÑÄÍÔ

ϕ0 ñèãíàòóðû σ
(m)
1 (ñì. íèæåïðèâåä¼ííûå óñëîâèÿ):

(1) åñëè nk = 0, òî ϕ0 ∈ {(0 ≈ 0), ¬(0 ≈ 0)};
(2) åñëè nk > 0, òî ϕ0 åñòü �îðìóëà

¬(0 ≈ 0) èëè èìååò âèä ϕ(−→u ,−→v )

ñèãíàòóðû σ
(m)
1 .

Ïóñòü òàêæå τ � åäèíñòâåííàÿ �óíêöèÿ òèïà (0), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿ-

åòñÿ óñëîâèå τ ✂′ τ2; êðîìå òîãî, èìååì h0(τ) = 〈〈n,Gτ 〉〉. Îïðåäåëèì íàáîð

êîíå÷íûõ �óíêöèé τ ′, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ τ2✂ τ ′ (êîòîðûå è áóäóò

ïðèíèìàòü òèï (3)) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• (ýòèì óñëîâèåì ïîëíîñòüþ çàäà¼òñÿ îáëàñòü çàäàíèÿ τ ′) δτ ′ ⊇ δτ2; êðîìå

òîãî, ÷èñëî 〈〈0, m′, k, ϕ〉〉 ïîïàäàåò â δτ ′, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

(1) max{log2(rk), nk, l0} 6 m′ + 1;
(2) åñëè nk = 0, òî ϕ ∈ {(0 ≈ 0), ¬(0 ≈ 0)};
(3) åñëè nk > 0, òî ϕ åñòü

¬(0 ≈ 0) èëè èìååò âèä ϕ(−→u ,−→v ) ñèãíàòóðû

σ
(m′)
1 ;

• ïóñòü nk = 0 è max{log2(rk), l0} 6 m′+1; òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà:

(1) τ ′(〈〈0, m′, k, (0 ≈ 0)〉〉) 6= τ ′(〈〈0, m′, k, ¬(0 ≈ 0)〉〉);
(2) åñëè, ê òîìó æå, max{log2(rk), l0} 6 m′

, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

τ ′(〈〈0, m′, k, ϕ〉〉) = τ ′(〈〈0, m′−1, k, ϕ〉〉) äëÿ ëþáîé ϕ ∈ {¬(0 ≈ 0), (0 ≈
0)};

• ïóñòü nk > 0 è max{log2(rk), l0, nk} 6 m′ + 1; òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäó-

þùèå ñâîéñòâà:

(1) åñëè τ ′(〈〈0, m′, k, ¬(0 ≈ 0)〉〉) = 1, òî τ ′(〈〈0, m′, k, ϕ〉〉) = 0 äëÿ ëþáîé

�îðìóëû ϕ, èìåþùåé âèä ϕ(−→u ,−→v ) ñèãíàòóðû σ
(m′)
1 ;

(2) åñëè τ ′(〈〈0, m′, k, ¬(0 ≈ 0)〉〉) = 0, òî τ ′(〈〈0, m′, k, ϕ〉〉) = 1 äëÿ íåêîòî-

ðîé �îðìóëû ϕ, èìåþùåé âèä ϕ(−→u ,−→v ) ñèãíàòóðû σ
(m′)
1 ;

(3) åñëè τ ′(〈〈0, m′, k, ϕ〉〉) = 1 äëÿ �îðìóëû ϕ, èìåþùåé âèä ϕ(−→u ,−→v )

ñèãíàòóðû σ
(m′)
1 , òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Mm′ |= ∃−→u ϕ(−→u ,−→x m′

);
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(4) åñëè τ ′(〈〈0, m′−1, k, ϕ〉〉) = 1 äëÿ �îðìóëû ϕ, èìåþùåé âèä ϕ(−→u ,−→v )

ñèãíàòóðû σ
(m′−1)
1 , òî τ ′(〈〈0, m′, k, ϕ−→ε 〉〉) = 1, ãäå ϕ−→ε ñîâïàäàåò, ñ

òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè êîíúþíêòîâ, ñ (ϕ ∧
nk−1
∧

i=0

Rεi
m′(ui)) è óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Mm′ |= ∃−→u ϕ−→ε (
−→u ,−→x m′

) (çäåñü −→ε = 〈ε0, ε1, . . . ,
εnk−1〉 ∈ {0, 1}nk

);

(5) ïóñòü �îðìóëà ϕ, èìåþùàÿ âèä ϕ(−→u ,−→v ) ñèãíàòóðû σ
(m′−1)
1 , òàêîâà,

÷òî τ ′(〈〈0, m′, k, ϕ−→ε 〉〉) = 1, ãäå ϕ−→ε îïðåäåëåíà âûøå, äëÿ êàæäîãî

−→ε ∈ {0, 1}nk
, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñîîòíîøåíèþ

Mm′ |= ∃−→u ϕ−→ε (
−→u ,−→x m′

); òîãäà τ ′(〈〈0, m′ − 1, k, ϕ〉〉) = 1;

• ïóñòü π ∈ Gτ ; òîãäà äëÿ ëþáîãî k ∈ ω âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

{tk(
−→c ) | −→c ∈ (Sm′)nk , Mm′ |= ϕ(−→c ,−→x m′

), τ ′(〈〈0, m′, k, ϕ〉〉) = 1} =

= {tk(
−→c ) | −→c ∈ (Sm′)nk , Mm′ |= ϕ(−→c , π(−→x m′

)), τ ′(〈〈0, m′, k, ϕ〉〉) = 1}.

Øàã äëÿ �óíêöèé τ ′ òèïà (3), ïîëó÷åííûõ èç �óíêöèè τ2 òè-

ïà (2). Îòìåòèì, ÷òî âñå �óíêöèè òèïà (3), ïîëó÷åííûå íåïîñðåäñòâåííî

èç �óíêöèè τ2 òèïà (2), èìåþò îäíó è òó æå îáëàñòü çàäàíèÿ. Ïóñòü τ �

åäèíñòâåííàÿ �óíêöèÿ òèïà (0), èç êîòîðîé ïîëó÷åíà �óíêöèÿ τ2. �àçáå-

ð¼ì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

- Ôóíêöèÿ τ ïðèîáðåëà ìåòêó âèäà 2; òîãäà íè÷åãî íå äåëàåì.

- Ôóíêöèÿ τ ïðèîáðåëà ìåòêó âèäà 1, íî íè äëÿ êàêîé �óíêöèè τ0 òè-

ïà (3), τ✂′τ0✂
′τ2, îáëàñòü çàäàíèÿ ν2 íå ìåíÿëàñü. Òîãäà ïðîâåðÿåì, èìååò

ëè ìåñòî ñîîòíîøåíèå

{tk(
−→c ) | −→c ∈ Snk , MS |= ϕ(−→c ,−→s ), τ ′(〈〈0, m′, k, ϕ〉〉) = 1} ∈ R1

(äàííîå óñëîâèå ý��åêòèâíî ïðîâåðÿåòñÿ íà HFm′(Mm′) è íå çàâèñèò îò

âûáîðà Σ-�îðìóëû Φ(x,−→s r̂)).
Åñëè äà, òî íè÷åãî íå äåëàåì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîìåùàåì â δν2

êîðòåæ 〈τ ′; r̃;−→s 0;
−→s 1; . . . ;

−→s q0−1〉 ∈ ω × Sl0+1
6= , óäîâëåòâîðÿþùèé �îðìóëå

φτ
′

0 (〈τ
′; r̃;−→s 0;

−→s 1; . . . ;
−→s q0−1〉), â îïðåäåëåíèå N0 ïîìåùàåì �îðìóëó

φτ
′

1 (〈τ
′; r̃;−→s 0;

−→s 1; . . . ;
−→s q0−1〉, 〈τ

′; r̃′;−→s ′
0;
−→s ′

1; . . . ;
−→s ′

q0−1〉),

à â îïðåäåëåíèå Γ∗
ν2
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (çäåñü

−→s = −→s 0ˆ
−→s 1ˆ . . .ˆ

−→s q0−1)

Bk(τ
′; r̃;−→s ) ⇌ {ϕ(−→u ,−→s ) | τ ′(〈〈0, m′, k, ϕ〉〉) = 1}

äëÿ âñåõ k ∈ ω, ÷òî âîçìîæíî, ââèäó ìîíîòîííîñòè; âñå àòðèáóòû îïðåäå-

ëåíû ïðè çàäàíèè �óíêöèè τ òèïà (0).

- Ôóíêöèÿ τ íå óäîâëåòâîðÿåò âñåì ïðåäûäóùèì óñëîâèÿì. Âîçüì¼ì

�óíêöèþ τ0 òèïà (0) èëè (3), τ✂
′ τ0✂

′ τ2, äëÿ êîòîðîé íà ñîîòâåòñòâóþùåì

øàãå ìåíÿåòñÿ δν2. Â îïðåäåëåíèå N0 ïîìåùàåì �îðìóëó

φ
τ0,τ2,τ

′

4 (〈τ0; r̃;
−→s 0;

−→s 1; . . . ;
−→s q0−1〉, 〈τ0; r̃

′;−→s ′
0;
−→s ′

1; . . . ;
−→s ′

q0−1〉) ⇌



Íåãàòèâíûå íóìåðàöèè â äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ, I 84

(

∧

{Rτ ′(m)
m (r̃) |m ∈ δτ ′} ∧

∧

{Rτ2(m)
m (r̃′) |m ∈ δτ2}∧

∧
∨

{¬Rτ ′(m)
m (r̃′) |m ∈ δτ ′ \ δτ2}

)

∨
(

∧

{Rτ ′(m)
m (r̃′) |m ∈ δτ ′}∧

∧
∧

{Rτ2(m)
m (r̃) | m ∈ δτ2} ∧

∨

{¬Rτ ′(m)
m (r̃) | m ∈ δτ ′ \ δτ2}

)

(êàê è âûøå, òàê êàê ðàññìàòðèâàåòñÿ âû÷èñëèìàÿ äèçúþíêöèÿ, à ðàçëè-

÷èÿ ìåæäó îñòàëüíûìè ïàðàìåòðàìè çàïèñàíû â �îðìóëàõ ðàíåå, òî çäåñü

îíè íå óêàçûâàþòñÿ).

Åñëè êîðòåæ 〈τ0; r̃;
−→s 0;

−→s 1; . . . ;
−→s q0−1〉 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

• R
τ ′(m)
m (r̃) äëÿ âñåõ m ∈ δτ ′;

• R
τ ′(〈〈i+2,m〉〉)
m (s) äëÿ âñåõ s ∈ sp(−→s i), i,m ∈ ω (i < q0, 〈〈i+ 2, m〉〉 ∈ δτ ′);

òî âî ìíîæåñòâî Bk(τ0; r̃;
−→s ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îïðåäåëÿþùåé Γ∗

ν2
, ïî-

ìåñòèì âñå ýëåìåíòû èç {ϕ(−→u ,−→s ) | τ ′(〈〈0, m′, k, ϕ〉〉) = 1}, äëÿ âñåõ k ∈ ω,

ãäå

−→s = −→s 0ˆ
−→s 1ˆ . . .ˆ

−→s q0−1.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê çàäàíèþ HF(MS)-íóìåðàöèè ν2 â îñòàëüíûõ òî÷-

êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííîìó øàãó. Ïóñòü F � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ

�óíêöèé òèïà (3), íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷åííûõ èç τ2; çà�èêñèðóåì òàêæå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî nλ, ïðåâûøàþùåå ðàíãè âñåõ ýëåìåíòîâ, ó÷àñòâóþùèõ

â ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâ, èñïîëüçîâàííûõ ê äàííîìó øàãó (âêëþ÷àÿ è ýëå-

ìåíòû, ó÷àñòâóþùèå â ïîñòðîåíèè ν3). Äàëåå, ïîëîæèì â Γ∗
ν2
êîíúþíêöèþ

ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé äëÿ 〈τ0; r̃;
−→s 0;

−→s 1; . . . ;
−→s q0−1〉 ∈ δν2:

• R
τ2(m)
m (r̃) äëÿ âñåõ m ∈ ω (m ∈ δτ2);

• äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé �óíêöèè τ ′ ∈ F íàéä¼òñÿ m ∈ ω (m ∈ δτ ′ \ δτ2), äëÿ

êîòîðîãî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

¬R
τ ′(m)
m (r̃);

• R
τ2(〈〈i+2,k〉〉)
k (s) äëÿ âñåõ s ∈ sp(−→s i) è i, k ∈ ω (i < q0, 〈〈i+ 2, k〉〉 ∈ δτ2);

• HF(MS)-íóìåðàöèþ ν2 â òî÷êå 〈τ0; r̃;
−→s 0;

−→s 1; . . . ;
−→s q0−1〉 ∈ δν2 îïðåäåëèì

ñëåäóþùèì îáðàçîì (â ñëó÷àå q0 > 0):

ν2(〈τ0; r̃;
−→s 0;

−→s 1; . . . ;
−→s q0−1〉) ⇌ ν1(〈〈〈k

′, n′〉〉, {π(−→s ) | π ∈ Gτ}〉),

ãäå ÷èñëà k′, n′ ∈ ω �èêñèðîâàíû è âûáðàíû òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü

ñîîòíîøåíèÿ tk′(
−→s ) = {nλ, {π(

−→s ) | π ∈ Gτ}} è max{log2(rk′), l0} 6 n′ + 1
(êàê è âûøå, èìååì

−→s = −→s 0ˆ
−→s 1ˆ . . .ˆ

−→s q0−1);

• â ñëó÷àå, êîãäà q0 = 0, ïîëîæèì ν2(〈τ0; r̃〉) ⇌ ν1(〈〈〈0, nλ〉〉,∅〉).
Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ HF(MS)-íóìåðàöèè ν3 (ðàçóìååòñÿ,

ïðè óñëîâèè, êîãäà q0 > 0). Ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî èìååòñÿ ëèøü

êîíå÷íîå ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé �óíêöèé 〈τij | i < q0, j < mi〉, ÷òî
δτij = {k ∈ ω | τ2(〈〈i + 2, k〉〉) ↓} äëÿ âñåõ i, j ∈ ω (i < q0, j < mi). Ïóñòü

íàáîð

−→s 0 = −→s 0
0ˆ
−→s 0

1ˆ . . .ˆ
−→s 0

q0−1 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

• ¬R
τ2(〈〈i+2,k〉〉)
k (s) äëÿ íåêîòîðûõ i, k ∈ ω (i < q0, 〈〈i+2, k〉〉 ∈ δτ2) è s ∈ sp(−→s 0

i ).
Òîãäà ïîìåùàåì 〈〈〈k0, λ〉〉, {π(−→s 0) | π ∈ Gτ}〉 â δν3 è êëàä¼ì ν3(〈〈〈k

0, λ〉〉,
{π(−→s 0) | π ∈ Gτ}〉) ⇌ ν1(〈〈〈k

′, n′〉〉, {π(−→s 0) | π ∈ Gτ}〉), ãäå k
′, n′ ∈ ω

îïðåäåëåíû âûøå ïðè çàäàíèè ν2, à k
0
� íîìåð ýòîãî øàãà.
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Òåì ñàìûì, â ðåçóëüòàòå êîíñòðóêöèè îïðåäåëåíû âû÷èñëèìûåHF(MS)-
íóìåðàöèè ν0, ν1, ν2 è ν3, ïðè ýòîì ν0, ν1 è ν3 ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íûìè.

Ïóñòü Φ(x,−→s r̂) � Σ-�îðìóëà, ïàðàìåòð r êîòîðîé èìååò âèä I, à íàáîð
−→s ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç S îáðàçîâàí èç êîðòåæåé âèäà II,
ïðè÷¼ì èõ γS�êîäû ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ îòíîñèòåëüíî ⊑;
êðîìå òîãî,

−→s ìèíèìàëüíî âîçìîæåí äëÿ Φ(x,−→s r̂). Äëÿ êàæäîé �óíêöèè
τ ✂′ AΦ,−→s ˆr èç T ïîëîæèì

C(τ ;−→s ) ⇌ {tk(
−→c ) | −→c ∈ Snk , MS |= ϕ(−→c ,−→s ),

τ(〈〈0, n, k, ϕ〉〉) = 1 äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ ω}.

Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4. Ïóñòü Φ(x,−→s r̂) � Σ-�îðìóëà, êàê âûøå. Ïóñòü òàêæå �óíê-
öèè τ è τ ′ òèïà (0) èëè (3) òàêîâû, ÷òî τ✂′ τ ′✂′AΦ,−→s ˆr. Òîãäà ñîîòíîøåíèå

C(τ ′;−→s ) ∈ R1 âëå÷¼ò C(τ ;
−→s ) ∈ R1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Σ-�îðìóëà Φ(x,−→s r̂) è �óíêöèè τ , τ ′ óäîâëå-

òâîðÿþò ïîñûëêå ëåììû.

Åñëè

−→s = λ, òî C(τ ′;λ) = ν1(〈〈0, n
′〉〉,∅) äëÿ ïîäõîäÿùåãî n′ ∈ ω; ñëåäî-

âàòåëüíî, C(τ ;λ) = ν1(〈〈0, n
′′〉〉,∅)(∈ R1) äëÿ ïîäõîäÿùåãî n′′ ∈ ω.

Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

−→s 6= λ. Âîçüì¼ì åäèíñòâåííóþ �óíêöèþ

τ0 òèïà (0), τ0 ✂
′ τ ✂′ τ ′; â ýòîì ñëó÷àå, h0(τ0) = 〈〈n,G〉〉, ãäå G � ãðóï-

ïà ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà sp(−→s ), èíâàðèàíòíûõ íà êëàññàõ R-ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. Òàê êàê C(τ ′;−→s ) ∈ R1, èìååì C(τ ′;−→s ) = ν1(〈〈〈k

′, n′〉〉, {π(−→s ) |
π ∈ G}〉) äëÿ ïîäõîäÿùèõ k′, n′ ∈ ω; èç îïðåäåëåíèÿ 8 ñëåäóåò, ÷òî íàé-

ä¼òñÿ êîðòåæ

−→s ′ ∈ S
lh(−→s )
6= , äëÿ êîòîðîãî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

HF(MS) 6|= Φ(tk′(
−→s ′),−→s r̂). Ïóñòü ñíà÷àëà k ∈ ω òàêîâî, ÷òî k 6= k′ è

max{log2(rk, nk, lh(
−→s ))} 6 n + 1; èç îïðåäåëåíèÿ 8 âûòåêàåò, ÷òî {tk(

−→a ) |
−→a ∈ Snk

6= } ⊆ C(τ0;
−→s ), ïîñêîëüêó {tk(

−→a ) | −→a ∈ Snk

6= } ⊆ C(τ ′;−→s ). Òàê êàê

C(τ0;
−→s ) ⊆ C(τ ′;−→s ), ãðóïïà G ñîñòîèò èç ïåðåñòàíîâîê íåïóñòîãî ìíî-

æåñòâà sp(−→s ), ïðè÷¼ì −→s ìèíèìàëüíî âîçìîæåí, à C(τ ′;−→s ) ∩ {tk′(
−→a ) |

−→a ∈ S
nk′

6= } ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà, à èìåííî, tk′(
−→s ), ïðèõî-

äèì ê òîìó, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå tk′(
−→s ) ∈ C(τ0;

−→s ) (â ÷àñòíîñòè,
C(τ0;

−→s ) ∈ R1).

Êàê è äëÿ C(τ0;
−→s ), äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî C(τ ;−→s ) = ν1(〈〈〈k

′, n′′〉〉,
{π(−→s ) | π ∈ G}〉) äëÿ ïîäõîäÿùåãî n′′ ∈ ω è, â êîíå÷íîì èòîãå, îíî ïîïà-

äàåò â R1. �

Èç ëåììû 4 âûòåêàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå ν ′1 6 ν1 äëÿ îäíî-

çíà÷íîé âû÷èñëèìîé HF(MS)-íóìåðàöèè ν
′
1 ñåìåéñòâà R1 \ (ρν2 ∪ ρν3). Â

ñàìîì äåëå, åñëè ν2(〈τ0; r̃;
−→s 0〉) ∈ R1 äëÿ íåêîòîðîãî

−→s 0 ∈ S
lh(−→s 0)
6= (ñêàæåì,

ν1(〈〈〈k, n〉〉, {π(
−→s 0) | π ∈ Sk}〉) äëÿ ïîäõîäÿùèõ n, k ∈ ω), òî èç ïîñòðîåíèÿ

âûòåêàåò, ÷òî èìååò ìåñòî

{

ν1(〈〈〈k, n〉〉, {π(
−→s ) | π ∈ Sk}〉) |

−→s ∈ S
lh(−→s 0)
6=

}

⊆
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ρν2 ∪ ρν3; âåðíî è îáðàòíîå. Äàëåå, ïîñêîëüêó êîíñòðóêöèÿ âû÷èñëèìà, à

÷èñëà n′ ∈ ω, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ tk(
−→s 0) = {n′, {π(−→s 0) | π ∈ Sk}},

ñòðîãî âîçðàñòàþò îòíîñèòåëüíî øàãîâ, íà êîòîðûõ îíè ðàññìàòðèâàþòñÿ

ïðè çàäàíèè ìíîæåñòâ èç R1 â HF(MS)-íóìåðàöèè ν2, ìíîæåñòâî ÷èñåë

âèäà n′
âû÷èñëèìî. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò óäàëèòü ðàññìàòðè-

âàåìûå ìíîæåñòâà èç δν1 è ïðèéòè ê îäíîçíà÷íîé âû÷èñëèìîé HF(MS)-
íóìåðàöèè ν ′1 ñåìåéñòâà R1 \ (ρν2 ∪ ρν3).
Îïðåäåëèì òåïåðü HF(MS)-íóìåðàöèþ ν4 ñ δν4 = {∅} òàê, ÷òî ν4(∅) =

∅. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíà îäíîçíà÷íà è âû÷èñëèìà. Ïîêàæåì, ÷òî ν ⇌

ν0⊕ν
′
1⊕ν2⊕ν3⊕ν4 � íåãàòèâíàÿ âû÷èñëèìàÿHF(MS)-íóìåðàöèÿ ñåìåéñòâà

âñåõ HF(MS)-â.ï. ïîäìíîæåñòâ HF (S) ∪ S. Ñíà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 5. Ïóñòü Φ(x,−→s r̂) � Σ-�îðìóëà, ïàðàìåòð r êîòîðîé èìååò

âèä I, à íàáîð

−→s ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ îáðàçîâàí èç êîðòåæåé

âèäà II, ïðè÷¼ì èõ γS�êîäû ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ îòíîñè-

òåëüíî ⊑; êðîìå òîãî, −→s ìèíèìàëüíî âîçìîæåí äëÿ Φ(x,−→s r̂). Ïóñòü òàê-
æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τn}n∈ω �óíêöèé èç T óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:

(1) ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τn}n∈ω ñîâïàäàåò ñ AΦ,−→s ˆr;

(2) C(τn;
−→s ) ∈ R1 äëÿ ëþáîãî n ∈ ω.

Òîãäà Φ(x,−→s r̂) îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ñåìåéñòâà R0 ∪ R1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Σ-�îðìóëà Φ(x,−→s r̂) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{τn}n∈ω óäîâëåòâîðÿþò ïîñûëêå ëåììû.

Åñëè

−→s = λ, òî C(τn;λ) = ν1(〈〈0, n
′〉〉,∅) äëÿ ïîäõîäÿùåãî n′ ∈ ω (n ∈

ω); ñëåäîâàòåëüíî, Φ(x, r) îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èç ñåìåéñòâà

R0 ∪R1.

Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

−→s 6= λ. Òàê êàê �óíêöèÿ τ0 èìååò òèï

(0), âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî h0(τ0) = 〈〈n,G〉〉, ãäå G � ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê

ìíîæåñòâà sp(−→s ), èíâàðèàíòíûõ íà êëàññàõ R-ýêâèâàëåíòíîñòè. Òàê êàê

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå C(τ0;
−→s ) ∈ R1, èìååì

C(τ0;
−→s ) = ν1(〈〈〈k

′, n′〉〉, {π(−→s ) | π ∈ G}〉)

äëÿ ïîäõîäÿùèõ k′, n′ ∈ ω; èç îïðåäåëåíèÿ 8 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîð-

òåæ

−→s ′ ∈ S
lh(−→s )
6= , äëÿ êîòîðîãî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå HF(MS) 6|=

Φ(tk′(
−→s ′),−→s r̂). Òàêèì îáðàçîì, C(τn;

−→s ) = ν1(〈〈〈k
′, n′′〉〉, {π(−→s ) | π ∈ G}〉)

äëÿ ïîäõîäÿùåãî n′′ ∈ ω è, â êîíå÷íîì èòîãå, Φ(x,−→s r̂) ìîæåò îïðåäåëÿòü
òîëüêî ìíîæåñòâî èç R0 ∪ R1. �

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ ñâîéñòâà ñþðüåêòèâíîñòè îòîáðàæå-

íèÿ ν.

Ëåììà 6. ρν ñîâïàäàåò ñ ñåìåéñòâîì âñåõ HF(MS)-â.ï. ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà HF (S) ∪ S.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ⊆ HF (S) ∪ S � HF(MS)-â.ï. ïîäìíîæåñòâî.
Åñëè A = ∅, òî A ∈ ρν4, ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A 6= ∅. �àçáåð¼ì
÷åòûðå ñëó÷àÿ.

- A ∈ R0. Òîãäà A ∈ ρν0.

- A ∈ ρν ′1(⊆ R1). Òîãäà óòâåðæäåíèå î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ.

- A ∈ R1 \ ρν
′
1. Òîãäà A = ν1(〈〈〈k, n〉〉, {π(

−→s ) | π ∈ Sk}〉) äëÿ íåêîòîðûõ

n, k ∈ ω è íàáîðà

−→s ∈ Snk

6= , óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó

tk(
−→s ) = {n′, {π(−→s ) | π ∈ Sk}}

äëÿ ïîäõîäÿùåãî n′ ∈ ω. Òàê êàê A 6∈ ρν ′1, ñóùåñòâóåò øàã êîíñòðóêöèè

äëÿ �óíêöèè τ îäíîãî èç òèïîâ (1)�(3), íà êîòîðîì çàäà¼òñÿ ìíîæåñòâî

ν2(〈τ0; r̃;
−→s 0〉) = ν1(〈〈〈k, n〉〉, {π(

−→s 0) | π ∈ Sk}〉), ïðè÷¼ì τ0 ✂
′ τ . Åñëè −→s 0

çäåñü ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî

−→s 0 = −→s , òî è äîêàçûâàòü íå÷åãî. Åñëè æå

A 6∈ ρν2, òî èç îïèñàíèÿ äàííîãî øàãà êîíñòðóêöèè âûòåêàåò, ÷òî A ∈ ρν3,

ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå {ν1(〈〈〈k, n〉〉, {π(
−→s ′) | π ∈ Sk}〉) | −→s ′ ∈

Snk

6= } ⊆ ρν2 ∪ ρν3.

- A 6∈ R0 ∪ R1. Ïóñòü Σ-�îðìóëà Φ(x,−→s r̂) îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî A,

ïðè÷¼ì ïàðàìåòð r èìååò âèä I, à íàáîð −→s ∈ S
lh(−→s )
6= ñîñòàâëåí èç êîðòåæåé

âèäà II òàê, ÷òî γS�êîäû ýëåìåíòîâ äàííîãî íàáîðà âîçðàñòàþò îòíîñè-

òåëüíî ⊑; êðîìå òîãî, −→s ìèíèìàëüíî âîçìîæåí äëÿ A. Ñîãëàñíî îïðåäå-

ëåíèþ 8, çàäàäèì ìíîæåñòâî AΦ,−→s ˆr, à çàòåì è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τn}n∈ω
�óíêöèé èç T , ïðåäåëîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ AΦ,−→s ˆr, ïðè ýòîì τ0 ÿâëÿåò-

ñÿ �óíêöèåé òèïà (0). Ñíà÷àëà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî τ0 íå ïðèîáðåëî

ìåòêó âèäà 2: â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéä¼ì ïåðåñòàíîâêó π íà sp(−→s ), èí-
âàðèàíòíóþ íà êëàññàõ R-ýêâèâàëåíòíîñòè, äëÿ êîòîðîé �óíêöèÿ π#(τ0)
ïðèîáðåòàåò ìåòêó 0 èëè 1 (íàïîìíèì, ÷òî ïî Σ-ìíîæåñòâó A ñòðîèòñÿ

ìíîæåñòâî AΦ,−→s ˆr, êîòîðîå îïðåäåëÿåò A, åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ òî÷-

íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè); çàòåì âîçüì¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {π#(τn)}n∈ω,
ïðåäåëîì êîòîðîé áóäåò π#(AΦ,−→s ˆr). Òàê êàê A 6∈ R0∪R1, ïî ëåììå 5, ñóùå-

ñòâóåò n ∈ ω, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå C(τn; π
−1(−→s )) 6∈ R1;

à ïî ëåììå 4, C(τm; π
−1(−→s )) 6∈ R1 äëÿ âñåõ m > n. Ïóñòü r̃ ∈ S òàêîâ,

÷òî γS(r̃) = π#(AΦ,−→s ˆr); âîçüì¼ì �óíêöèþ τ ′, ëåæàùóþ â ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî 〈τ ′; r̃;−→s 〉 ∈ δν2. Òàê êàê AΦ,−→s ˆr ñ íàáîðîì
−→s ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿåò A, ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ν2(〈τ
′; r̃; π−1(−→s )〉) = A. �

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâà ρν4, ρν0 è ρν1 ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Êðîìå òîãî, íåïîñðåäñòâåííî èç êîíñòðóêöèè ñëåäóåò, ÷òî ρν ′1 ∪ ρν3 ⊆ ρν1,

è ìíîæåñòâà ρν2, ρν
′
1 è ρν3 ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. È, íàêîíåö, èìååì

ρν2 ∩ (ρν0 ∪ ρν4) = ∅. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà ρν0, ρν
′
1, ρν2, ρν3 è ρν4

ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Òàê êàê ïðÿìàÿ ñóììà íåãàòèâíûõ HF(MS)-íóìåðàöèé íåãàòèâíà, îñòà-

¼òñÿ äîêàçàòü òîëüêî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà 7. ν2 � íåãàòèâíàÿ HF(MS)-íóìåðàöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 〈τ ′; r̃′;−→s ′〉, 〈τ ′′; r̃′′;−→s ′′〉 � ýëåìåíòû δν2. Äîêà-

æåì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè τ ′ 6= τ ′′, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ν2(〈τ
′; r̃′;−→s ′〉) 6= ν2(〈τ

′′; r̃′′;−→s ′′〉).

Â ñàìîì äåëå, åñëè õîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ ïðèíàäëåæèò R1, óòâåð-

æäåíèå î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ: åñëè îáà ìíîæåñòâà ïîïàäàþò

â R1, òî îíè �îðìèðóþòñÿ íà ðàçëè÷íûõ øàãàõ, ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé èç T èìååò íå áîëåå îäíîãî øàãà, íà êîòîðîì

êîðòåæè ïîïàäàþò â δν2, ïðè ýòîì ïåðâûå êîîðäèíàòû ó ýòèõ êîðòåæåé

äîëæíû ñîâïàäàòü; â ñëó÷àå, êîãäà ëèøü îäíî ìíîæåñòâî ïîïàäàåò â R1,

òî è äîêàçûâàòü íå÷åãî. Åñëè æå îáà ìíîæåñòâà íå ïîïàäàþò â R1, òî r̃
′

è r̃′′ ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëàìè ñîîòâåòñòâåííî äâóõ ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé {τn}n∈ω è {τ ′n}n∈ω �óíêöèé èç T . Èç êîíñòðóêöèè ñëåäóåò, ÷òî ïðå-

äåëû äàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò çàäàâàòü îäíî è òî æå ìíîæåñòâî

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè.

Ñëåäîâàòåëüíî, τ ′0 = π#(τ0) äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè π; èç ïîñòðîåíèÿ

ñëåäóåò, ÷òî îäíà èç �óíêöèé ïðèîáðåò¼ò ìåòêó 2 è, â ÷àñòíîñòè, îäèí èç

êîðòåæåé íå ñìîã áû ïîïàñòü â δν2.

�àçáåð¼ì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà τ ′ = τ ′′ = τ ; â äàííîé ñèòóàöèè íåðàâåí-

ñòâî ν2(〈τ ; r̃
′;−→s ′〉) 6= ν2(〈τ ; r̃

′′;−→s ′′〉) çàäà¼òñÿ ìíîæåñòâîì �îðìóë N0. Âîçü-

ì¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τ ′n}n∈ω è {τ ′′n}n∈ω �óíêöèé èç T , ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ýëåìåíòàì r̃′ è r̃′′. Ïóñòü −→s ′ = −→s ′

0ˆ
−→s ′

1ˆ . . .ˆ
−→s ′

q0−1 è
−→s ′′ = −→s ′′

0ˆ
−→s ′′

1ˆ . . .

. . .ˆ−→s ′′
q0−1 (lh(−→s ′

i) = lh(−→s ′
i) = mi, i ∈ ω, i < q0), ïðè ýòîì âñå àòðèáóòû

çàäàíû â τ ′0 = τ ′′0 . Ïóñòü äàëåå n̄⇌ max{n | τ ′n = τ ′′n} ∈ ω ∪ {ω},

n′ ⇌ max{n | τ ′n ✂ γS(r̃
′), τ ′n(〈〈i+ 2, ·〉〉)✂ γS(s

′)

äëÿ âñåõ s′ ∈ sp(s′i), i ∈ ω, i < q0} ∈ ω ∪ {ω},

n′′ ⇌ max{n | τ ′′n ✂ γS(r̃
′′), τ ′′n(〈〈i+ 2, ·〉〉)✂ γS(s

′′)

äëÿ âñåõ s′′ ∈ sp(s′′i ), i ∈ ω, i < q0} ∈ ω ∪ {ω}.

Îòìåòèì, ÷òî τ ′0 = τ ′′0 è îïðåäåëåíî h0(τ
′
0) = 〈〈m,G〉〉 äëÿ ïîäõîäÿùåé ãðóï-

ïû G ïåðåñòàíîâîê. �àçáåð¼ì âñå ñëó÷àè, ñîãëàñíî òðîéêàì 〈n̄, n′, n′′〉.
〈ω,ω, ω〉 Òîãäà èç êîíñòðóêöèè ñëåäóåò, ÷òî γS(r̃

′ˆ−→s ′) = γS(r̃
′′ˆ−→s ′′);

ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò Σ-�îðìóëà Φ ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì íà-

áîðîì ïàðàìåòðîâ òàêàÿ, ÷òî AΦ,−→s ′ˆr̃′ = AΦ,−→s ′′ˆr̃′′ è äàííîå ìíîæåñòâî ñ

íàáîðàìè

−→s ′
è

−→s ′′
ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿåò Σ-ìíîæåñòâà ν2(〈τ ; r̃

′;−→s ′〉) è
ν2(〈τ ; r̃

′′;−→s ′′〉) ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå, åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ π(−→s ′) = −→s ′′
íè

äëÿ êàêîé ïåðåñòàíîâêè π ∈ G, òî èìååì

ν2(〈τ ; r̃
′;−→s ′〉) 6= ν2(〈τ ; r̃

′′;−→s ′′〉);
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îá ýòîì �àêòå ñâèäåòåëüñòâóåò è �îðìóëà φτ0 èç N0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

èìååì ðàâåíñòâî ν2(〈τ ; r̃
′;−→s ′〉) = ν2(〈τ ; r̃

′′;−→s ′′〉), ïðè ýòîì �îðìóëà èç N0,

êîòîðàÿ âûïîëíÿëàñü áû íà êîðòåæå 〈〈τ ; r̃′;−→s ′〉, 〈τ ; r̃′′;−→s ′′〉〉, îòñóòñòâóåò.
〈ω,ω, k〉 (k ∈ ω) Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿ ν2(〈τ ; r̃
′;−→s ′〉) 6∈ R1 è ν2(〈τ ; r̃

′′;−→s ′′〉) ∈ R1, ïîýòîìó èìååì

ν2(〈τ ; r̃
′;−→s ′〉) 6= ν2(〈τ ; r̃

′′;−→s ′′〉). Åñëè íàðóøåíèå âîçíèêàåò ñ êîðòåæîì −→s ′′
,

òî ãîäèòñÿ �îðìóëà φτ0 èç N0; åñëè æå íàðóøåíèå ñâÿçàíî ñ r̃′′, âîçüì¼ì

�îðìóëó èç N0, ðàññìàòðèâàåìóþ íà ñîîòâåòñòâóþùåì øàãå.

〈n̄, k,m〉 (min{k,m} > n̄) Òàê êàê êîðòåæàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷-

íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìååì ν2(〈τ ; r̃
′;−→s ′〉) 6= ν2(〈τ ; r̃

′′;−→s ′′〉) (íåòðóäíî
ðàçîáðàòü âñå ñëó÷àè: îáà ìíîæåñòâà íå ïðèíàäëåæàò R1; â òî÷íîñòè îä-

íî ìíîæåñòâî èç äâóõ ïîïàäàåò â R1; îáà ìíîæåñòâà ëåæàò â R1). Òàêàÿ

ñèòóàöèÿ âîçìîæíà íà øàãàõ, ãäå ðàçáèðàåòñÿ �óíêöèÿ òèïà (1) èëè (3).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàçëè÷èé ñëåäóåò âçÿòü ñîîòâåòñòâóþùóþ �îðìóëó èç

N0, ïðåäëîæåííóþ íà äàííîì øàãå.

〈ω, k,m〉 (k < m < ω) Òàê êàê íàðóøåíèÿ ïðîèñõîäÿò íà ðàçëè÷íûõ

êîíå÷íûõ øàãàõ, çàêëþ÷àåì, ÷òî ν2(〈τ ; r̃
′;−→s ′〉) 6= ν2(〈τ ; r̃

′′;−→s ′′〉), ïðè ýòîì

îáà ìíîæåñòâà ïîïàäàþò â R1. Åñëè íàðóøåíèå ñâÿçàíî ñ êîðòåæîì

−→s ′
,

òî ãîäèòñÿ �îðìóëà φτ0, ïîñêîëüêó γS(
−→s ′) 6= γS(

−→s ′′); åñëè æå íàðóøåíèå

ñâÿçàíî ñ r̃′, ñëåäóåò âçÿòü èç N0 �îðìóëó, ñîîòâåòñòâóþùóþ øàãó, íà

êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ �óíêöèÿ τ ′k+1.

〈ω, k, k〉 (k ∈ ω) Åñëè τ ′k+1 � �óíêöèÿ òèïà (2) èëè (3), òî íàðóøåíèå

ìîãëî âîçíèêíóòü òîëüêî èç-çà òîãî, ÷òî τ ′k+1 5 γS(r̃
′) è τ ′k+1 5 γS(r̃

′′).
Òåì ñàìûì, ðàâåíñòâî ν2(〈τ ; r̃

′;−→s ′〉) = ν2(〈τ ; r̃
′′;−→s ′′〉) ðàâíîñèëüíî óñëî-

âèþ π(−→s ′) = −→s ′′
äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè π ∈ G. Ïîýòîìó �îðìóëà

φτ0 äåéñòâèòåëüíî îòâå÷àåò çà íåðàâåíñòâî. Ïóñòü òåïåðü τ ′k+1 � �óíê-

öèÿ òèïà (1). Åñëè γS(r̃
′) ↾ δτ ′k+1 6= γS(r̃

′′) ↾ δτ ′k+1, òî ν2(〈τ ; r̃
′;−→s ′〉) 6=

ν2(〈τ ; r̃
′′;−→s ′′〉), à äàííîå íåðàâåíñòâî çàäà¼òñÿ �îðìóëîé èç N0, óêàçàííîé

íà äàííîì øàãå. Åñëè æå γS(r̃
′) ↾ δτ ′k+1 = γS(r̃

′′) ↾ δτ ′k+1, òî íåðàâåíñòâî

ñíîâà çàäà¼òñÿ �îðìóëîé φτ0.

〈∗, ∗, ∗〉 Îñòàëüíûå ñëó÷àè ñâîäÿòñÿ ê ðàññìîòðåííûì âûøå èëè äàæå

ñ íèìè ñîâïàäàþò. �

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1 ê ïîëó÷åííûì çäåñü ðåçóëüòàòàì, ïðèõîäèì ê ñëåäó-

þùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 6. Ñóùåñòâóåò íåãàòèâíàÿ âû÷èñëèìàÿ HF(MS)-íóìåðàöèÿ
ñåìåéñòâà Σ(HF(MS)).

�4. Î ìèíèìàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ.

Õîðîøî èçâåñòíî [5℄, ÷òî â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ïîä ëþáîé íåãàòèâíîé

íóìåðàöèåé áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ðàñïîëàãàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ, à ëþ-

áàÿ íåãàòèâíàÿ íóìåðàöèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé;
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â ÷àñòíîñòè, íåãàòèâíàÿ íóìåðàöèÿ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ðàçðåøèìîé, íå ìîæåò

áûòü ìèíèìàëüíîé. �åçóëüòàò, óïîìÿíóòûé âûøå, îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâûì

äëÿ âû÷èñëèìûõ A-íóìåðàöèé ñåìåéñòâà Σ(A) â ðàìêàõ îðäèíàëüíîé âû-

÷èñëèìîñòè (�àêòè÷åñêè äîêàçàíî â [19℄, ïðåäëîæåíèå 1). Îòìåòèì, ÷òî

ñîãëàñíî òåîðåìå 5, äàííîå óòâåðæäåíèå íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íàñëåäñòâåí-

íî êîíå÷íîé íàäñòðîéêè HF(MS) íàä ñòðóêòóðîé MS . Áîëåå òîãî, èìååò

ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî A è ïóñòü A-íóìå-
ðàöèÿ ν òàêîâû, ÷òî [a]ην íå A-âû÷èñëèìî, íî êî-A-âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëè-
ìî äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A. Òîãäà ñóùåñòâóåò A-íóìåðàöèÿ ν0 ìíîæåñòâà

ρν, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ ν0 < ν.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ν è a ∈ A óäîâëåòâîðÿþò ïîñûëêå ïðåäëîæå-

íèÿ. Îïðåäåëèì A-íóìåðàöèþ ν0 êàê ν ↾ ((δν \ [a]ην ) ∪ {a}). Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî (δν \ [a]ην ) ∪ {a} ∈ Σ(A) è ν0 6 ν ïîñðåäñòâîì òîæäåñòâåííîãî

âëîæåíèÿ íà (δν \ [a]ην ) ∪ {a} è, ê òîìó æå, ν0 � A-íóìåðàöèÿ ìíîæåñòâà

ρν.

Äàëåå, äîêàæåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ν0 6≡ ν. Äîïóñòèì, ÷òî ν

ñâîäèòñÿ ê ν0 ïîñðåäñòâîì áèíàðíîãî Σ-ïðåäèêàòà Q0; òîãäà âûïîëíÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèå [a]ην ∈ Σ(A), ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå b ∈ [a]ην ⇔
Q0(b, a), ïðîòèâîðå÷èå. �

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ν � íåãàòèâíàÿ âû÷èñëèìàÿ HF(MS)-íóìåðàöèÿ
ñåìåéñòâà Σ(HF(MS)). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü HF(MS)-
íóìåðàöèé {νn}n∈ω äàííîãî ñåìåéñòâà òàêàÿ, ÷òî ν0 = ν è νn+1 < νn äëÿ

âñåõ n ∈ ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé íåãàòèâíîé âû-

÷èñëèìîé HF(MS)-íóìåðàöèè ν ñåìåéñòâà Σ(HF(MS)) ñóùåñòâóåò íåãà-

òèâíàÿ âû÷èñëèìàÿ HF(MS)-íóìåðàöèÿ ν0 òîãî æå ñåìåéñòâà, äëÿ êîòîðîé
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ν0 < ν.

Ïóñòü àòðèáóòû HF(MS)-íóìåðàöèè ν (îáëàñòü çàäàíèÿ, îòíîøåíèå ýê-
âèâàëåíòíîñòè è Γ∗

ν) îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïàðàìåòðàìè èç êîíå÷íîãî ìíîæå-

ñòâà T ⊆ S. Âûáåðåì àðè�ìåòè÷åñêîå ìíîæåñòâî A0 ⊆ ω òàêîå, ÷òî

A0 
CE

⊕

s∈T

γS(s). Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5 ñëåäóåò, ÷òî {x | ν(x) = A0}

íå ÿâëÿåòñÿ Σ-ïðåäèêàòîì íà HF(MS). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1, íàéä¼òñÿ íåãà-

òèâíàÿ âû÷èñëèìàÿ HF(MS)-íóìåðàöèÿ ν0 ñåìåéñòâà Σ(HF(MS)) òàêàÿ,
÷òî ν0 < ν. �

Ìèíèìàëüíûå íåãàòèâíûå A-íóìåðàöèè ïðèâîäÿòñÿ â [20℄.

�5. Ïðèëîæåíèå.

Çàìå÷àíèå 4. Îñíîâíàÿ òåîðåìà íàñòîÿùåé ñòàòüè, à âìåñòå ñ íåé è

ñëåäñòâèå 1, îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ñåìåéñòâà
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ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, çàìêíóòîãî îòíîñèòåëüíî òüþðèíãîâîé

ñâîäèìîñòè, îïåðàöèè ñî÷ëåíåíèÿ è îïåðàòîðà ñêà÷êà. Îòìåòèì, ÷òî, íà-

ïðèìåð, òàêîâûìè ñåìåéñòâàìè áóäóò êëàññû âñåõ ãèïåðàðè�ìåòè÷åñêèõ

ìíîæåñòâ è âñåõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî. ⋄

Äëÿ íåñ÷¼òíîãî èäåàëà òüþðèíãîâûõ ñòåïåíåé, çàìêíóòîãî îòíîñèòåëü-

íî îïåðàòîðà ñêà÷êà, ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ îáû÷íîé òåîðåìîé Ë¼âåí-

ãåéìà-Ñêîëåìà, à òàêæå òåì �àêòîì, ÷òî íà γS�êîäàõ îïåðàöèÿ ñî÷ëå-

íåíèÿ, îïåðàòîð ñêà÷êà, à òàêæå òüþðèíãîâà ñâîäèìîñòü ýëåìåíòàðíû â

ñîîòâåòñòâóþùèõ íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ.

Çàìå÷àíèå 5. HF(MS) èìååò óíèâåðñàëüíóþ Σ-�óíêöèþ. Â ñàìîì äå-

ëå, ñóùåñòâîâàíèå Σ-�óíêöèè, óíèâåðñàëüíîé äëÿ ñåìåéñòâà âñåõ ÷èñëî-

âûõ ÷àñòè÷íûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ �óíêöèé, âûòåêàåò èç ðàâíîìåðíîñòè ïî-

ñòðîåíèÿ óíèâåðñàëüíîé ìàøèíû Òüþðèíãà ñ îðàêóëîì A ∈ S; ý��åêòèâ-
íîå ïîñòðîåíèå ïî äàííîé �óíêöèè óíèâåðñàëüíîé Σ-�óíêöèè ïðîâîäèòñÿ
òàê æå, êàê è â [3℄ (ñì. ëåììó 5.2 è ïðåäëîæåíèå 5.5). Îòìåòèì, ÷òî åñ-

ëè áû àðè�ìåòè÷åñêèå ìíîæåñòâà çàäàâàëèñü òîëüêî ïîëîæèòåëüíî, òî

óíèâåðñàëüíîé Σ-�óíêöèè íå ñóùåñòâîâàëî (ñì. [14℄, ïðèìåð ïîñëå ñëåä-

ñòâèÿ 4.9). ⋄

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàþò ñëåäóþùèå âîïðîñû.

(1) Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ íåãàòèâíàÿ âû÷èñëèìàÿ

HF(MS)-íóìåðàöèÿ, íî íåò ïîçèòèâíîé âû÷èñëèìîé HF(MS)-íóìå-
ðàöèè äëÿ ñåìåéñòâà âñåõ ÷àñòè÷íûõ Σ-�óíêöèé íà HF(MS)?

(2) Ñóùåñòâóåò ëè äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî A, ñåìåéñòâî Σ(A) êîòîðî-
ãî îáëàäàåò íåãàòèâíîé âû÷èñëèìîé A-íóìåðàöèåé, íî íå îáëàäà-

åò ïîçèòèâíûìè âû÷èñëèìûìè A-íóìåðàöèÿìè, îäíàêî íåêîòîðàÿ

íåãàòèâíàÿ âû÷èñëèìàÿ A-íóìåðàöèÿ ñåìåéñòâà Σ(A) ìèíèìàëüíà?
(3) Ñóùåñòâóåò ëè äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî A, ñåìåéñòâî Σ(A) êîòîðî-

ãî îáëàäàåò íåãàòèâíîé âû÷èñëèìîé A-íóìåðàöèåé, íî íå îáëàäàåò
ïîçèòèâíûìè âû÷èñëèìûìè A-íóìåðàöèÿìè, îäíàêî ëþáàÿ íåãà-

òèâíàÿ âû÷èñëèìàÿ A-íóìåðàöèÿ ñåìåéñòâà Σ(A) ìèíèìàëüíà?
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