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Àííîòàöèÿ
Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ è ïðèíöèïîâ ïîñòðîåíèÿ óäîâëåòâî-

ðèòåëüíîé àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è óñëîâíîé îïòèìèçà-
öèè. Çàìåíà â õîäå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà íà åãî óäîâëåòâîðèòåëüíóþ
àïïðîêñèìàöèþ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êîíå÷íûå àëãîðèòìû ìåòîäîâ âíóòðåííåé è âíåø-
íåé òî÷êè (ìåòîäîâ øòðàôíûõ ôóíêöèé èëè ìåòîäîâ öåíòðîâ) ñ êðèòåðèåì îñòàíîâêè,
ãàðàíòèðóþùèì âûïîëíåíèå çàäàííîé òî÷íîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Äîêàçàíû íåîáõî-
äèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ âíåøíåé è âíóòðåííåé óäîâëåòâîðèòåëüíûõ
àïïðîêñèìàöèé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà. Ñôîðìóëèðîâàí îäèí èç ðåàëèçóåìûõ ñïîñîáîâ
çàäàíèÿ ìíîæåñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîé àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíî-
æåñòâà, êîòîðîå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ, ãàðàíòèðóþùèõ ïîëó-
÷åíèå çàäàííîé òî÷íîñòè çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: (ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíîé áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè, ìåòîä
øòðàôíûõ ôóíêöèé, ìåòîä öåíòðîâ, ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ,
óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, ðåàëèçóåìûå êðèòåðèè îñòà-
íîâêè)

Ââåäåíèå
Ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ íåïðåðûâíîé ìèíèìèçàöèè ñâÿçàíî íå ñòîëü-

êî ñ ïîëó÷åíèåì òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, ñêîëüêî ñ íàõîæäåíèåì ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε > 0 . Ïîñêîëüêó áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ìåòî-
äîâ îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ê òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è, îñòàíîâêó âû÷èñëåíèé
ïðîèçâîäÿò íà îñíîâàíèè êðèòåðèåâ áëèçîñòè ê îïòèìóìó. Îäíàêî äîâîëüíî ÷àñòî
ýòè êðèòåðèè îêàçûâàþòñÿ ýâðèñòè÷åñêèìè è èõ ïðèìåíåíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê âû-
áîðó òî÷êè, äàëåêîé îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ
ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ, êîòîðûå èìåþò ïðîñòûå êðèòåðèè ïðîâåðêè äîñòèæåíèÿ
çàäàííîé òî÷íîñòè, ãàðàíòèðîâàíî âûïîëíÿþùèåñÿ ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà èòåðà-
öèé ïðèìåíÿåìîãî ìåòîäà.

Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðàçðàáîòêå òàêèõ àëãîðèòìîâ çàêëþ÷àëñÿ â àïïðîêñèìà-
öèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Îí áûë ïðèìåíåí ïî îòäåëüíîñòè â ìåòîäàõ
ïîñëåäîâàòåëüíîé áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè [1�3] � â ìåòîäå øòðàôíûõ ôóíê-
öèé [4, 5] è â ìåòîäå öåíòðîâ (ïàðàìåòðèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè) [6�8]. Äàííûé
ïîäõîä çàêëþ÷àëñÿ â çàìåíå èñõîäíîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà çàäà÷è íà åãî àï-
ïðîêñèìàöèþ (âëîæåííîå èëè îêàéìëÿþùåå ìíîæåñòâî) è â ðåøåíèè ïîñòðîåííîé
òàêèì îáðàçîì âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è îäíèì èç óêàçàííûõ âûøå ìåòîäîâ. Ñïîñîá
ïîëó÷åíèÿ àïïðîêñèìàöèè â ýòîì ñëó÷àå ñèëüíî çàâèñåë îò ïðèìåíÿåìîãî ìåòîäà
îïòèìèçàöèè. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé ãàðàíòèðóåòñÿ ïîëó-
÷åíèå òî÷êè èç ðàçíîñòè èñõîäíîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà è åãî àïïðîêñèìàöèè,
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÷òî ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì îñòàíîâêè âû÷èñëåíèé è ãàðàíòèåé çàäàííîé òî÷íîñòè
ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðîèçâîäèòñÿ îáîáùåíèå äàííîãî ïîäõîäà ïóòåì ââåäåíèÿ ïî-
íÿòèÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé àïïðîêñèìàöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà äëÿ çàäà÷è
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëî-
âèé çàäàíèÿ òàêèõ ìíîæåñòâ è ôîðìóëèðîâêè îáîáùåííîé ñõåìû ïðèìåíåíèÿ àï-
ïðîêñèìàöèé â ìåòîäàõ ïîñëåäîâàòåëüíîé áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè (âíóòðåííåé
è âíåøíåé òî÷êè) ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ε-ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè çà êîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ. Ââîäíûå ïîëîæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà âíåøíåé òî÷êè
ïðè òàêîì ïîäõîäå áûëè ðàññìîòðåíû â [9].

Ïðè ïîñòðîåíèè ïðàêòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ íà áàçå äàííîé ñõåìû ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü àïðèîðíûå çíàíèÿ î öåëåâîé ôóíêöèè è ôóíêöèÿõ-
îãðàíè÷åíèÿõ çàäà÷è îïòèìèçàöèè � êîíñòàíò Ëèïøèöà, ñèëüíîé âûïóêëîñòè,
(ρ, β, λ) -àïïðîêñèìèðóåìîñòè èëè ñèëüíîé êâàçèâûïóêëîñòè. Òàêèå êîíñòàíòû
íåðåäêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè òîãî èëè èíîãî ìåòîäà
îïòèìèçàöèè (ñì., íàïðèìåð, â [1�3, 10]). Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì îöåíêè ìî-
ãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ ôîðìóëèðîâêè êðèòåðèÿ îñòàíîâêè âû÷èñëåíèé. Îáû÷íî
òàêèå îöåíêè ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ïðèìåíÿåìîãî ìå-
òîäà îïòèìèçàöèè, ÷òî ïîçâîëÿåò èõ èñïîëüçîâàòü òîëüêî íåïîñðåäñòâåííî â àëãî-
ðèòìàõ íà áàçå ýòîãî ìåòîäà. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ñõåì, ïðåäëàãàåìûõ â
äàííîé ñòàòüå, ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûé äëÿ ìåòîäîâ ïîñëåäîâàòåëüíîé áåçóñëîâ-
íîé ìèíèìèçàöèè ñïîñîá ïðèìåíåíèÿ àïðèîðíî çàäàííûõ êîíñòàíò äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ïðàêòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ñ ãàðàíòèåé äî-
ñòèæåíèÿ òðåáóåìîãî óðîâíÿ òî÷íîñòè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïóñòü ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè:

min{f(x), x ∈ D}, (1)

ãäå D = {x ∈ Rn : fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m} , öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f è ôóíêöèè-
îãðàíè÷åíèÿ fi , i = 1, . . . , m , îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå Rn è ïðèíàäëåæàò êëàññó ôóíêöèé, êàæäûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì, ìíîæåñòâî D ðåãóëÿðíî ïî Ñëåéòåðó, òî åñòü ñó-
ùåñòâóåò òî÷êà y ∈ D , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà fi(y) < 0 äëÿ âñåõ
i = 1, . . . ,m .

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è 1 ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε > 0 . Ââåäåì
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

f∗ = min{f(x), x ∈ D},

X∗
ε = {x ∈ D : f(x) ≤ f∗ + ε},

X
∗

ε = {x ∈ Rn : |f(x)− f∗| ≤ ε}.

Ìíîæåñòâî X∗
ε ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ε -ðåøåíèé çàäà÷è (1), à â ìíîæåñòâî X

∗
ε

âõîäÿò è òå òî÷êè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè. Ýòî ìíîæåñòâî ïðèíÿ-
òî íàçûâàòü ìíîæåñòâîì ε-ïñåâäîðåøåíèé çàäà÷è (1). Áóäåì ñ÷èòàòü äàëåå, ÷òî
f∗ > −∞ , ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ è ìíîæåñòâî X∗

ε ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Áó-
äåì òàêæå ïîëàãàòü, ÷òî àáñîëþòíûé ìèíèìóì öåëåâîé ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ çà
ïðåäåëàìè ìíîæåñòâà D , îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà îïòèìóìà ëå-
æèò íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà D . Ñëó÷àé ïðèíàäëåæíîñòè îïòèìóìà âíóòðåííîñòè
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ìíîæåñòâà D ðàññìàòðèâàëñÿ, íàïðèìåð, äëÿ ìåòîäà öåíòðîâ â [11]; ïðè îïðåäåëåí-
íûõ óñëîâèÿõ îí ìîæåò áûòü ñâåäåí ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ñïåöèàëüíûì îáðàçîì
ïîñòðîåííîé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè.

Òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü òî÷êó z èç ìíîæåñòâà X∗
ε , ëèáî èç ìíîæåñòâà X

∗
ε .

2. Ïîíÿòèå ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíóòðåííåé àïïðîêñèìàöèè
äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 1. Âíóòðåííåé àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøå-
íèé D çàäà÷è (1) íàçîâåì ìíîæåñòâî G1 âèäà {x ∈ Rn : ϕi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , r} ,
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ G1 6= ∅ è G1 ⊂ D . Çäåñü ϕi , i = 1, . . . , r �
íåïðåðûâíûå â Rn ôóíêöèè, îòëè÷íûå îò fi , i = 1, . . . , m , êàæäûé ëîêàëüíûé
ìèíèìóì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì.

Çàìåíèì èñõîäíóþ çàäà÷ó (1) íà ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó

min{f(x), x ∈ G1}, (2)

ãäå G1 � âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà D çàäà÷è (1). Äëÿ çàäà÷è (2)
ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ òî÷êè ìèíèìóìà è ìíîæåñòâà òî÷åê, êîòîðûå
âõîäÿò â "ïîëîñêó", îáðàçîâàííóþ ðàçíîñòüþ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà D è âíóòðåííåé
àïïðîêñèìàöèè G1 :

x∗(G1) = argmin{f(x), x ∈ G1},
Qin(G1) = {x ∈ D : f(x) ≤ f(x∗(G1))}.

Îïðåäåëåíèå 2. Íàçîâåì ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíóòðåííåé àïïðîêñèìàöèåé
äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà äëÿ çàäà÷è (1) âíóòðåííþþ àïïðîêñèìàöèþ G1 ìíîæåñòâà
D , äëÿ êîòîðîé Qin(G1) ⊂ X∗

ε .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî,
÷òîáû ìíîæåñòâî G1 ÿâëÿëîñü âíóòðåííåé ε -óäîâëåòâîðèòåëüíîé àïïðîêñèìàöèåé
ìíîæåñòâà D çàäà÷è (1).

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî G1 ⊂ D ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé
àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà D çàäà÷è (1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
G1 ∩X∗

ε 6= ∅ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü G1 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé ε-

óäîâëåòâîðèòåëüíîé àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà D äëÿ çàäà÷è (1). Ñîãëàñíî îïðå-
äåëåíèþ 2 Qin(G1) ⊂ X∗

ε . Äëÿ ðåøåíèÿ x∗(G1) âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (2)
ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ x∗(G1) ∈ G1 , x∗(G1) ∈ Qin(G1) . Îòñþäà, ïîñêîëüêó
Qin(G1) ⊂ X∗

ε , ñëåäóåò, ÷òî x∗(G1) ∈ G1 ∩ X∗
ε , òî åñòü G1 ∩ X∗

ε 6= ∅ . Íåîáõî-
äèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü G1 � íåêîòîðàÿ âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà
D è èìååò ìåñòî G1 ∩X∗

ε 6= ∅ . Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî òî÷êó y ∈ G1 ∩X∗
ε . Òàê

êàê y ∈ G1 , òî f(x∗(G1)) ≤ f(y) , ïîñêîëüêó x∗(G1) � ðåøåíèå çàäà÷è (2). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, y ∈ X∗

ε , ÷òî îçíà÷àåò ïðîäîëæåíèå ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà: f(x∗(G1)) ≤
f(y) ≤ f∗+ ε . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî x ∈ Qin(G1) áóäåò ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà
íåðàâåíñòâ f(x) ≤ f(x∗(G1)) ≤ f∗ + ε , òî åñòü Qin(G1) ⊂ X∗

ε .

Îïèøåì îáùóþ ñõåìó èñïîëüçîâàíèÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíóòðåííåé àï-
ïðîêñèìàöèè ïðè ïîñòðîåíèè êîíå÷íûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) c òî÷íî-
ñòüþ ε > 0 .
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Ïóñòü â êà÷åñòâå ìåòîäà ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (2) âûáðàí íåêîòî-
ðûé ìåòîä âíåøíåé òî÷êè èç êëàññà ìåòîäîâ ïîñëåäîâàòåëüíîé áåçóñëîâíîé ìè-
íèìèçàöèè (ìåòîä öåíòðîâ, ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé èëè ìåòîä ïàðàìåòðèçàöèè
öåëåâîé ôóíêöèè). Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ìåòîäîâ ñòðîèòñÿ èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òî÷åê, íå ïðèíàäëåæàùèõ G1 , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé àá-
ñîëþòíîãî ìèíèìóìà ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîñòðîåííîé ñâåðòûâàþùåé ôóíêöèè,
çàâèñÿùåé îò öåëåâîé ôóíêöèè è ôóíêöèé-îãðàíè÷åíèé çàäà÷è (2).

Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà âíåøíåé òî÷êè ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî
ìíîæåñòâà.

Ïóñòü âûáðàíû ìíîæåñòâî G1 � ε-óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ àïïðîêñè-
ìàöèÿ ìíîæåñòâà D , à òàêæå ìåòîä âíåøíåé òî÷êè A ñî ñâåðòûâàþùåé ôóíêöèåé
F (x, f, Ψ(G1), η) , ãäå Ψ(G1) � ñïîñîá ó÷åòà â ñâåðòûâàþùåé ôóíêöèè äîïóñòè-
ìîãî ìíîæåñòâà (îáû÷íî çàäàåòñÿ â âèäå ôóíêöèè-ñâåðòêè îãðàíè÷åíèé), η �
íàáîð óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ìåòîäà âíåøíåé òî÷êè. Çàäàäèì ñïîñîá âûáîðà
óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ B , çàâèñÿùèé îò âûáðàííîãî ìåòîäà âíåøíåé òî÷êè A .
Ïîëàãàåì k = 0 .

Åñëè ïîëó÷åíà òî÷êà xk (k ≥ 0), òî ïîëó÷åíèå òî÷êè xk+1 ïðîèçâîäèòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì.

1. Ïî ñïîñîáó B îïðåäåëÿåòñÿ î÷åðåäíîé íàáîð óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ηk ;
2. Ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ F (x, f, Ψ(G1), ηk) , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåòîäó A ;
3. Âûáèðàåòñÿ xk+1 ∈ Argmin{F (x, f, Ψ(G1), ηk), x ∈ Rn} ;
4. Åñëè xk+1 ∈ D , òî xk+1 ∈ X∗

ε . Îñòàíîâ. Çàäà÷à (1) ðåøåíà;
5. Ïîëàãàåòñÿ k = k + 1 . Ïåðåõîä ê øàãó 1.

Â êà÷åñòâå ìåòîäà A ìîæåò áûòü âûáðàí ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé, ìåòîä
âíåøíèõ öåíòðîâ èëè ìåòîä ïàðàìåòðèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè. Êàæäûé èç óêà-
çàííûõ ìåòîäîâ èìååò íåñêîëüêî ðàçíûõ ñïîñîáîâ çàäàíèÿ ñâåðòûâàþùåé ôóíêöèè
F (x, f, Ψ(G1), η) è ôóíêöèè Ψ(G1) è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ïðàâèë âûáîðà íîâûõ
çíà÷åíèé óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ η (ñì., íàïðèìåð, â [1�3]). Ïðèâåäåì äàëåå
ïðèìåðû íåêîòîðûõ èç íèõ.

Ìåòîä À � ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé. Óïðàâëÿþùèì ïàðàìåòðîì äëÿ
ìåòîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ øòðàôíîé êîýôôèöèåíò α > 0 . Òðàäèöè-
îííûé ñïîñîá âûáîðà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (ñïîñîá B îáùåé ñõåìû) äëÿ ìåòîäà
øòðàôíûõ ôóíêöèé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: αk+1 > αk ∀k ≥ 0 , αk → ∞ ïðè
k →∞ . Â êà÷åñòâå ñâåðòûâàþùèõ ôóíêöèé ìåòîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé ïðè ñïîñî-
áå ó÷åòà îãðàíè÷åíèé (Ψ(G1)) ψ(x) = max{ϕi(x), i ∈ 1, . . . , r} ìîæíî èñïîëüçîâàòü
(q ≥ 1):

F 1
1 (x) = f(x) + α(max{0, ψ(x)})q,

F 1
2 (x) = f(x) + α

r∑

i=1

(max{0, ϕi(x)})q.

Ìåòîä À � ìåòîä ïàðàìåòðèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè. Óïðàâëÿþùèé
ïàðàìåòð äàííîãî ìåòîäà β ñâÿçàí ñî çíà÷åíèÿìè öåëåâîé ôóíêöèè â òî÷êàõ ãå-
íåðèðóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â áîëüøèíñòâå ìåòîäîâ ïàðàìåòðèçàöèè öåëåâîé
ôóíêöèè â êà÷åñòâå ñïîñîáà ôèêñàöèè ýòîãî ïàðàìåòðà (ñïîñîá B îáùåé ñõåìû)
èñïîëüçóåòñÿ ïðàâèëî βk+1 = βk + min{F (x, f,Ψ(G1), ηk), x ∈ Rn} ïðè β0 ≤ f∗ .
Äëÿ óñêîðåíèÿ ïðîöåññà ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü åùå îäèí óïðàâëÿþùèé ïà-
ðàìåòð α > 0 , àíàëîãè÷íûé øòðàôíîìó êîýôôèöèåíòó.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ñâåðòûâàþùèõ ôóíêöèé ïðè ñïîñîáå ó÷åòà îãðàíè÷åíèé
(Ψ(G1)) ψ(x) = max{ϕi(x), i ∈ 1, . . . , r} , êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ìåòîäå ïàðàìåò-
ðèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè, ìîæíî ïðèâåñòè ñëåäóþùèå (q ≥ 1):

F 2
1 (x) = max{0, f(x)− β}+ α max({0, ψ(x)})q,

F 2
2 (x) = max{0, f(x)− β}+ α

r∑

i=1

(max{0, ϕi(x)})q.

Îäèí èç âàðèàíòîâ ìåòîäà ïàðàìåòðèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè äàâíî ïðèíÿë ñîá-
ñòâåííîå íàçâàíèå � ìåòîä öåíòðîâ è èìååò ñëåäóþùóþ ñâåðòûâàþùóþ ôóíêöèþ:

F 3(x) = max{f(x)− β, αψ(x)}.
Äîêàæåì äàëåå, ÷òî ïðèìåíåíèå îáùåé ïðîöåäóðû ìåòîäà âíåøíåé òî÷êè ñ àï-

ïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ïîçâîëèò ïîëó÷èòü çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòå-
ðàöèé òî÷êó z ∈ X∗

ε .
Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò íîìåð K ≥ 0 , äëÿ êîòîðîãî áóäóò âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ øàãà 4 îáùåé ñõåìû ìåòîäà âíåøíåé òî÷êè ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî
ìíîæåñòâà. Ïðè ýòîì xK+1 ∈ X∗

ε .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ≥ 0 óñëîâèÿ øàãà 4 íå

âûïîëíÿþòñÿ. Èññëåäóåì ñâîéñòâà ïîñòðîåíîé ïî îáùåé ñõåìå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òî÷åê {xk} . Ñîãëàñíî èçâåñòíûì ñâîéñòâàì ìåòîäîâ âíåøíåé òî÷êè (ñì., íàïðèìåð,
â [1,2,11,14] äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ïîñëåäîâàòåëüíîé áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè)
ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. f(xk) ≤ f(x∗(G1)) äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , ïðè÷åì f(xk) → f(x∗(G1)) ïðè
k →∞ .

2. ρ(xk, G1) → 0 ïðè k →∞ , ãäå ρ(x, G1) = min{‖y − x‖, y ∈ G1} � ðàññòîÿíèå
îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà G1 .

Â ñèëó óñëîâèÿ 2, íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé-îãðàíè÷åíèé ϕi , i = 1, . . . , r , çàäà-
÷è (2) è óñëîâèÿ Ñëåéòåðà äëÿ ìíîæåñòâà D íàéäåòñÿ íîìåð K ≥ 0 òàêîé, ÷òî
xK ∈ D , òî åñòü áóäåò ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî óñëîâèÿ
øàãà 4 îáùåé ñõåìû íå âûïîëíÿþòñÿ. Ïðè ýòîì â ñèëó óñëîâèÿ 1 áóäåò ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî f(xK) ≤ f(x∗(G1)) , òî åñòü xK ∈ Qin(G1) , ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíóòðåííåé àïïðîêñèìàöèè îçíà÷àåò, ÷òî xK ∈ X∗

ε .

3. Ïîíÿòèå ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåøíåé àïïðîêñèìàöèè
äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 3. Âíåøíåé àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé
D çàäà÷è (1) íàçîâåì ìíîæåñòâî G2 âèäà {x ∈ Rn : ϕi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , r} , äëÿ
êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå D ⊂ G2 . Çäåñü ϕi , i = 1, . . . , r � íåïðåðûâíûå â
Rn ôóíêöèè, îòëè÷íûå îò fi , i = 1, . . . ,m , êàæäûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì.

Âìåñòî èñõîäíîé çàäà÷è (1) áóäåì ðåøàòü ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó

min{f(x), x ∈ G2}, (3)
ãäå G2 � âíåøíÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà D çàäà÷è (1). Ââåäåì ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ äëÿ òî÷êè ìèíèìóìà âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (3) è ìíîæåñòâà åå ε-
ðåøåíèé.

x∗(G2) = argmin{f(x), x ∈ G2},



6 À.À.ÀÍÄÐÈÀÍÎÂÀ

Qout(G2) = {x ∈ G2 : f(x) ≤ f(x∗(G2)) + ε}.
Îïðåäåëåíèå 4. Íàçîâåì ε -óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåøíåé àïïðîêñèìàöèåé äî-

ïóñòèìîãî ìíîæåñòâà äëÿ çàäà÷è (1) âíåøíþþ àïïðîêñèìàöèþ G2 , äëÿ êîòîðîé
Qout(G2) ⊂ X

∗
ε .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî G2 ÿâëÿëîñü ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåøíåé àïïðîêñèìàöèåé
ìíîæåñòâà D çàäà÷è (1).

Òåîðåìà 3. Âíåøíÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà çàäà÷è (1)
G2 = {x ∈ Rn : ϕi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , r} ÿâëÿåòñÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà Qout(G2) ∩X∗

ε 6= ∅ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü G2 � ε-óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ âíåø-

íÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà D äëÿ çàäà÷è (1). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4
Qout(G2) ⊂ X

∗
ε . Âîçüìåì òî÷êó-îïòèìóì çàäà÷è (1) x∗ ∈ Argmin{f(x), x ∈ D} .

Î÷åâèäíî, ÷òî x∗ ∈ X∗
ε . Äëÿ ðåøåíèÿ x∗(G2) âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (3) ñïðà-

âåäëèâî âêëþ÷åíèå x∗(G2) ∈ Qout(G2) , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî x∗(G2) ∈ X
∗

ε , òàê
êàê G2 � ε-óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ âíåøíÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà D . Ñîãëàñ-
íî ïîñëåäíåìó âêëþ÷åíèþ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f(x∗(G2)) − f(x∗)| ≤ ε , èëè
f(x∗) ≤ f(x∗(G2)) + ε . Ïîñêîëüêó x∗ ∈ G2 , ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî
x∗ ∈ Qout(G2) . Òàêèì îáðàçîì, x∗ ∈ Qout(G2) ∩X∗

ε . Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü G2 � íåêîòîðàÿ âíåøíÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà D

è Qout(G2)∩X∗
ε 6= ∅ . Îáîçíà÷èì òî÷êó, âõîäÿùóþ â ýòî ïåðåñå÷åíèå, ÷åðåç x . Òàê

êàê x ∈ X∗
ε , èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî f(x∗) ≤ f(x) , ãäå x∗ ∈ Argmin{f(x), x ∈ D} .

Ïîñêîëüêó, êðîìå òîãî, x ∈ Qout(G2) , ïîëó÷èì, ÷òî

f(x∗) ≤ f(x) ≤ f(x∗(G2)) + ε. (4)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x∗ ∈ Qout(G2) .
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî òî÷êó y ∈ Qout(G2) . Äëÿ ýòîé òî÷êè èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî f(x∗(G2)) ≤ f(y) ≤ f(x∗(G2)) + ε , ÷òî ñîãëàñíî (4) äåëàåò ñïðàâåäëè-
âîé ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ: f(x∗)−ε ≤ f(x∗(G2)) ≤ f(y) ≤ f(x∗(G2))+ε ≤
f(x∗) + ε , òî åñòü |f(y) − f(x∗)| ≤ ε , èëè y ∈ X

∗
ε . Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáî-

ðà òî÷êè y ∈ Qout(G2) , ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå îçíà÷àåò, ÷òî Qout(G2) ⊂ X
∗

ε , ò.å.
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4 ìíîæåñòâî G2 ÿâëÿåòñÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåøíåé
àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà D .

Çàìå÷àíèå 1. Çàìåòèì, ÷òî èñõîäíîå ìíîæåñòâî D çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ ε-
óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíóòðåííåé àïïðîêñèìàöèåé äëÿ ìíîæåñòâà G2 . Äåéñòâèòåëü-
íî, ïîñêîëüêó Qout(G2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâî ε-ðåøåíèé
äëÿ çàäà÷è (3), íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èç òåîðåìû 1 â ýòîì ñëó÷àå
ôîðìóëèðóåòñÿ êàê D ∩ Qout(G2) 6= ∅ . Ïîñêîëüêó G2 � ε-óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ
âíåøíÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà D , òî ñîãëàñíî òåîðåìå 3 Qout(G2) ∩ X∗

ε 6= ∅ .
Îòñþäà ñ ó÷åòîì X∗

ε ⊂ D , î÷åâèäíî, D ∩Qout(G2) 6= ∅ .
Ñôîðìóëèðóåì îáùóþ ñõåìó èñïîëüçîâàíèÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåøíåé àï-

ïðîêñèìàöèè ïðè ïîñòðîåíèè êîíå÷íûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) c òî÷íî-
ñòüþ ε > 0 .

Ïóñòü â êà÷åñòâå ìåòîäà ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (3) âûáðàí íåêîòî-
ðûé ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè èç êëàññà ìåòîäîâ ïîñëåäîâàòåëüíîé áåçóñëîâíîé ìè-
íèìèçàöèè (ìåòîä öåíòðîâ, ìåòîä áàðüåðíûõ ôóíêöèè). Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ìåòîäîâ
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ñòðîèòñÿ èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ G2 , êàæäàÿ
èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïî-
ñòðîåííîé ñâåðòûâàþùåé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò öåëåâîé ôóíêöèè è ôóíêöèé-
îãðàíè÷åíèé çàäà÷è (3).

Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìî-
ãî ìíîæåñòâà.

Ïóñòü âûáðàíû ìíîæåñòâî G2 � ε-óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ âíåøíÿÿ àïïðîêñèìà-
öèÿ ìíîæåñòâà D , à òàêæå âûáðàí ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè A ñî ñâåðòûâàþùåé
ôóíêöèåé F (x, f, Ψ(G2), η) , ãäå Ψ(G2) � ñïîñîá ó÷åòà â ñâåðòûâàþùåé ôóíêöèè
äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, η � íàáîð óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ìåòîäà âíóòðåííåé
òî÷êè. Çàäàäèì ñïîñîá âûáîðà óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ B , çàâèñÿùèé îò âûáðàí-
íîãî ìåòîäà A . Ïîëàãàåì k = 0 .

Åñëè ïîëó÷åíà òî÷êà xk (k ≥ 0), òî ïîëó÷åíèå òî÷êè xk+1 ïðîèçâîäèòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì.

1. Ïî ñïîñîáó B îïðåäåëÿåòñÿ î÷åðåäíîé íàáîð óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ηk ;
2. Ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ F (x, f, Ψ(G2), ηk) , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåòîäó A ;
3. Âûáèðàåòñÿ xk+1 ∈ Argmin{F (x, f, Ψ(G2), ηk), x ∈ Rn} ;
4. Åñëè xk+1 /∈ D , òî xk+1 ∈ X

∗
ε . Îñòàíîâ;

5. Ïîëàãàåòñÿ k = k + 1 . Ïåðåõîä ê øàãó 1.
Îáîñíîâàíèå ðàáîòû îáùåé ñõåìû ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè ñ àïïðîêñèìàöè-

åé ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé îñíîâûâàåòñÿ íà ñâîéñòâàõ, èìåþùèõ ìåñòî
äëÿ âñåõ ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè (ñì., íàïðèìåð, â [1�3,12]). Â êà÷åñòâå ìåòîäà
A ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ìåòîä âíóòðåííèõ öåíòðîâ è ìåòîä áàðüåðíûõ ôóíê-
öèé, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âèäîâ ñâåðòûâàþùåé ôóíêöèè
F (x, f, Ψ(G2), ηk) ñ ñîáñòâåííûìè ñïîñîáàìè çàäàíèÿ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ η
(ñïîñîá B îáùåé ñõåìû).

Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóåò íîìåð K ≥ 0 , äëÿ êîòîðîãî áóäóò âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ øàãà 4 îáùåé ñõåìû ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòè-
ìîãî ìíîæåñòâà. Ïðè ýòîì xK áóäåò ÿâëÿåòñÿ ε-ïñåâäîðåøåíèåì çàäà÷è (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåâåðíî, ò.å. äëÿ
âñåõ k ≥ 0 óñëîâèÿ øàãà 4 íå âûïîëíÿþòñÿ. Èññëåäóåì ñâîéñòâà ïîñòðîåíîé ïî
îáùåé ñõåìå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {xk} . Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, â [1�3,12]),
÷òî ëþáîé èç ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè ãåíåðèðóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàê, ÷òî
f(xk) ≥ f(x∗(G2)) äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , ïðè÷åì f(xk) → f(x∗(G2)) ïðè k →∞ .

Òàê êàê àáñîëþòíûé ìèíèìóì f äîñòèãàåòñÿ çà ïðåäåëàìè ìíîæåñòâà D ,
f∗ > f(x∗(G2)) . Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f è ñîãëàñíî óñëîâèÿì èçìå-
íåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f(xk)} íàéäåòñÿ íîìåð K ≥ 0 òàêîé, ÷òî f(xK) < f∗ ,
÷òî âîçìîæíî òîëüêî, åñëè xK /∈ D , òî åñòü áóäåò ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå ñî ñäå-
ëàííûì âûøå ïðåäïîëîæåíèåì.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî x∗ ∈ Qout(G2) , åñëè G2 � ε-
óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ âíåøíÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà D . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ íàéäåííîé òî÷êè xK ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f(xK) ≤ f(x∗) ≤ f(x∗(G2))+ ε ,
ò.å. xK ∈ Qout(G2) . Èç îïðåäåëåíèÿ 4 ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåøíåé àïïðîêñè-
ìàöèè ñëåäóåò, ÷òî òîãäà xK ∈ X

∗
ε , òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ε-ïñåâäîðåøåíèåì çàäà÷è

(1).
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Çàìå÷àíèå 2. Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàíèÿ íåêîòîðûõ âèäîâ ñâåðòû-
âàþùåé ôóíêöèè è ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé àïïðîêñèìàöèè ìîæíî ïîëó÷èòü è ε-
ðåøåíèå çàäà÷è (1) êàê ïîñëåäíþþ òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ ìíîæåñòâó D [6]. Íà-
ïðèìåð, ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ñâåðòûâàþùåé ôóíêöèè ìåòîäà öåíòðîâ, êîòîðàÿ ìî-
æåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê â ìåòîäå âíåøíèõ, òàê è âíóòðåííèõ öåíòðîâ (α > 0 , β �
óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû ìåòîäà):

F (x) = max{f(x)− β, αψ(x)}.

Çàìå÷àíèå 3. Èñïîëüçîâàíèå îáùåé ñõåìû ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè ñ àïïðîê-
ñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà â ñëó÷àå, êîãäà â êà÷åñòâå ìåòîäà A èñïîëüçóåòñÿ
ìåòîä áàðüåðíûõ ôóíêöèé, èìååò îòëè÷èå íà øàãå 3 îáùåé ñõåìû, ÷òî ñâÿçàíî ñ
îòñóòñòâèåì íåïðåðûâíîñòè áàðüåðíîé ôóíêöèè íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà G2 . Òåì
íå ìåíåå, ýòî íå íàðóøàåò îáùíîñòè ðàññóæäåíèé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.
Ìîäèôèöèðîâàííûé øàã 3 èìååò âèä:

3'. Âûáèðàåòñÿ xk+1 ∈ Argmin{F (x, f,Ψ(G2), ηk), x ∈ G2} .
Âèäû ñâåðòûâàþùèõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â äàííîì ñëó÷àå,

ìîæíî íàéòè â [2, 3].

4. Îá îäíîì ñïîñîáå çàäàíèÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé àïïðîêñèìàöèè
äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà

Ñàìûì ïðîñòûì âèäîì ìíîæåñòâà, êîòîðîå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå àï-
ïðîêñèìàöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà çàäà÷è (1), ÿâëÿåòñÿ

G(p) = {x ∈ Rn : fi(x) + p ≤ 0, i = 1, . . . , m}. (5)

Ïðè p > 0 ìíîæåñòâî G(p) ïðè óñëîâèè íåïóñòîòû áóäåò âíóòðåííåé àïïðîê-
ñèìàöèåé ìíîæåñòâà D , à ïðè p < 0 � âíåøíåé àïïðîêñèìàöèåé. Î÷åâèäíî, ÷òî
ñëó÷àé p = 0 ðàññìàòðèâàòü íå íàäî, òàê êàê G(0) = D . Âûáîð çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
àïïðîêñèìàöèè p äîëæåí îáåñïå÷èâàòü ñîãëàñîâàííîñòü ñ æåëàåìûì óðîâíåì òî÷-
íîñòè ε > 0 . Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óêàçûâàþò òàêîé ñïîñîá ôèêñàöèè ïàðàìåòðà p .

Òåîðåìà 5. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâî (5) ÿâëÿëîñü ε- óäîâëåòâîðèòåëüíîé
âíóòðåííåé àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà D , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
0 < p < −min{g(x), x ∈ X∗

ε } , ãäå g(x) = max{fi(x), i = 1, . . . , m} .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü G(p) � ε-óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ
âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà D . Òîãäà ïî òåîðåìå 1 G(p) ∩ X∗

ε 6= ∅ .
Çàôèêñèðóåì òî÷êó x èç ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó x ∈ G(p) , òî g(x) + p ≤ 0 .
Òàê êàê x ∈ X∗

ε , òî min{g(x), x ∈ X∗
ε } ≤ g(x) . Ñëåäîâàòåëüíî, min{g(x), x ∈

X∗
ε }+ p ≤ g(x)+ p ≤ 0 , èëè 0 < p < −min{g(x), x ∈ X∗

ε } . Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü 0 < p < −min{g(x), x ∈ X∗

ε } . Îáîçíà÷èì y =
argmin{g(x), x ∈ X∗

ε } (ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó X∗
ε � çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå

ìíîæåñòâî). Äëÿ ýòîé òî÷êè ñïðàâåäëèâî g(y) + p ≤ g(y)−min{g(x), x ∈ X∗
ε } = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, y ∈ G(p) . Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ G(p)∩X∗
ε , à çíà÷èò, â ñèëó òåîðåìû 1

G(p) � ε-óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà D .

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p äîëæíà áûòü èçâåñòíà
îöåíêà ñâåðõó âåëè÷èíû min{g(x), x ∈ X∗

ε } . Òàêèå îöåíêè ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè
íàëîæåíèè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà öåëåâóþ ôóíêöèþ è ôóíêöèè-îãðàíè÷åíèÿ
çàäà÷è (1). Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ òàêèõ îöåíîê:
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1. Ïóñòü öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f âûïóêëà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ
êîíñòàíòîé L > 0 , ôóíêöèÿ g , çàäàþùàÿ îãðàíè÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âûïóêëîé
ñ ïîñòîÿííîé ñèëüíîé âûïóêëîñòè µ > 0 , min{g(x), x ∈ X∗

ε } 6= min{g(x), x ∈ Rn} .
Òîãäà min{g(x), x ∈ X∗

ε } ≤ −µε2/L2 (ñì. [7]).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî G(p) ÿâëÿåòñÿ ε -óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíóòðåííåé àïïðîê-

ñèìàöèåé ìíîæåñòâà D , åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

0 < p ≤ µε2/L2 .

2. Ïóñòü öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f âûïóêëà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ
êîíñòàíòîé L > 0 , ôóíêöèÿ g , çàäàþùàÿ îãðàíè÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âû-
ïóêëîé ñ íåóáûâàþùèì ìîäóëåì âûïóêëîñòè ψ(t) (0 < t < ∞), min{g(x), x ∈
X∗

ε } 6= min{g(x), x ∈ Rn} . Òîãäà min{g(x), x ∈ X∗
ε } ≤ −ψ(ε/L) .

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû G(p) ÿâëÿëîñü ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíóòðåííåé àï-
ïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà D , òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

0 < p ≤ ψ(ε/L) .

3. Ïóñòü öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f âûïóêëà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà
ñ êîíñòàíòîé L > 0 , ôóíêöèÿ g , çàäàþùàÿ îãðàíè÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ (ρ, β, λ) -
àïïðîêñèìèðóåìîé (ñì. [13]), min{g(x), x ∈ X∗

ε } 6= min{g(x), x ∈ Rn} . Òîãäà
min{g(x), x ∈ X∗

ε } ≤ −βε/L .
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû G(p) ÿâëÿëîñü ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíóòðåííåé àï-

ïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà D , òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

0 < p ≤ βε/L.

Îáîñíóåì ïîëó÷åíèå òàêîé îöåíêè äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ.

Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ÿâíî êâàçèâûïóêëîé è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L > 0 , ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî êâàçèâûïóê-
ëîé ñ ïîñòîÿííîé κ > 0 , min{g(x), x ∈ X∗

ε } 6= min{g(x), x ∈ Rn} . Òîãäà

min{g(x), x ∈ X∗
ε } ≤ − κε2

4L2
. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì äâå òî÷êè èç ìíîæåñòâà X∗
ε : x∗ =

argmin{f(x), x ∈ D} è y = argmin{g(x), x ∈ X∗
ε } . Èçâåñòíî (ñì. [14]), ÷òî äëÿ

ëþáîãî x ∈ X∗
ε ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖x− y‖2 ≤ 4

κ
(g(x)− g(y)) , â òîì ÷èñëå è

äëÿ x∗ ∈ X∗
ε . Òàê êàê òî÷êà ìèíèìóìà çàäà÷è (1) ëåæèò íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà D ,

òî g(x∗) = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî,

‖x∗ − y‖2 ≤ − 4
κ

g(y) = − 4
κ

min{g(x), x ∈ X∗
ε }. (7)

Ïîñêîëüêó ìèíèìóì ôóíêöèè g íà ìíîæåñòâå X∗
ε íå ñîâïàäàåò ñ àáñîëþò-

íûì ìèíèìóìîì ýòîé ôóíêöèè, îí äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà X∗
ε , òî åñòü

f(y) = f∗+ ε (ñì. [7]). Îòñþäà è èç óñëîâèÿ Ëèïøèöà ñëåäóåò, ÷òî ‖x∗ − y‖ ≥ ε/L ,
÷òî âìåñòå ñ (7) ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó min{g(x), x ∈ X∗

ε } ≤ −κε2/4L2 .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû 1 ìíîæåñòâî G(p) áóäåò ÿâ-
ëÿòüñÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíóòðåííåé àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà
D , åñëè

0 < p ≤ κε2

4L2
.
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Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1 äëÿ ìíîæåñòâà D è åãî ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåø-
íåé àïïðîêñèìàöèè G ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ ε-
óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíóòðåííåé àïïðîêñèìàöèåé äëÿ G . Ïîýòîìó äëÿ ìíîæåñòâ
âèäà (5) â ñëó÷àå èõ èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåø-
íåé àïïðîêñèìàöèè, èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè:

1. Ïóñòü öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f âûïóêëà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ
êîíñòàíòîé L > 0 , ôóíêöèÿ g , çàäàþùàÿ îãðàíè÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âûïóêëîé
ñ ïîñòîÿííîé ñèëüíîé âûïóêëîñòè µ > 0 , min{g(x), x ∈ X∗

ε } 6= min{g(x), x ∈ Rn} .
Òîãäà G(p) ÿâëÿåòñÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåøíåé àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà
D , åñëè

−µε2/L2 ≤ p < 0.

2. Ïóñòü öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f âûïóêëà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ
êîíñòàíòîé L > 0 , ôóíêöèÿ g , çàäàþùàÿ îãðàíè÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âû-
ïóêëîé ñ íåóáûâàþùèì ìîäóëåì âûïóêëîñòè ψ(t) (0 < t < ∞), min{g(x), x ∈
X∗

ε } 6= min{g(x), x ∈ Rn} . Òîãäà G(p) ÿâëÿåòñÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåøíåé
àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà D , åñëè

−ψ(ε/L) ≤ p < 0.

3. Ïóñòü öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f âûïóêëà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ
êîíñòàíòîé L > 0 , ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ (ρ, β, λ) - àïïðîêñèìèðóåìîé, min{g(x), x ∈
X∗

ε } 6= min{g(x), x ∈ Rn} . Â ýòîì ñëó÷àå G(p) ÿâëÿåòñÿ ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé
âíåøíåé àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà D , åñëè

−βε/L ≤ p < 0.

4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ÿâíî êâàçèâûïóêëîé è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L > 0 , ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî êâàçèâûïóêëîé ñ ïî-
ñòîÿííîé κ > 0 , min{g(x), x ∈ X∗

ε } 6= min{g(x), x ∈ Rn} . Òîãäà G(p) ÿâëÿåòñÿ
ε-óäîâëåòâîðèòåëüíîé âíåøíåé àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà D , åñëè

− κε2

4L2
≤ p < 0.

5. Îïèñàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ
Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïðåäëîæåííîãî â ñòàòüå ïîäõîäà ïîçâîëÿåò

ãîâîðèòü î åãî ýôôåêòèâíîñòè. Ïðîâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ
ìåòîäà öåíòðîâ è ìåòîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé ïîäòâåðæäàþò ôàêò ïîëó÷åíèÿ ðå-
øåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε > 0 ïî ôóíêöèîíàëó, çà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîöåññîâ
ìèíèìèçàöèè ñâåðòûâàþùèõ ôóíêöèé, èñïîëüçóåìûõ â ìåòîäàõ ïîñëåäîâàòåëüíîé
áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ñêàçàííîãî ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ èçâåñòíîé çàäà-
÷è Ðîçåíà-Ñóçóêè (ñì. [1]). Äàííàÿ çàäà÷à èìååò "îâðàæíûé" õàðàêòåð, ïîýòîìó
îñîáåííî èíòåðåñíà äëÿ èññëåäîâàíèé.

Çàäà÷à Ðîçåíà-Ñóçóêè. Ïóñòü x ∈ R4 , x = (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) . Òðåáóåòñÿ ìèíèìè-
çèðîâàòü ôóíêöèþ

f(x) = ξ2
1 + ξ2

2 + 2ξ2
3 + ξ2

4 − 5ξ1 − 5ξ2 − 31ξ3 + 4ξ4

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

f1(x) = ξ2
1 + ξ2

2 + ξ2
3 + ξ2

4 + ξ1 − ξ2 + ξ3 − ξ4 − 8 ≤ 0,
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f2(x) = ξ2
1 + 2ξ2

2 + ξ2
3 + 2ξ2

4 − ξ1 + ξ4 − 10 ≤ 0,

f3(x) = 2ξ2
1 + ξ2

2 + ξ2
3 + 2ξ1 − ξ2 − 5 ≤ 0.

Â êà÷åñòâå êîíòðîëüíîãî çíà÷åíèÿ îïòèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè ïðèíèìàåì
f∗ = −44.866164 (ñ òî÷íîñòüþ 10−7 ).

Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ àë-
ãîðèòìîâ â ìåòîäå öåíòðîâ, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ êàê ê ìåòîäó âíåøíèõ, òàê è âíóò-
ðåííèõ òî÷åê. Ñâåðòûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ íà k−îé èòåðàöèè ìåòîäà,
èìåëà âèä:

Fk(x) = max{f(x)− f(xk), αkg(x)}
ãäå g(x) = max{fi(x), i = 1, . . . , m} , αk > 0 � àíàëîã øòðàôíîãî êîýôôèöèåí-
òà. Äàííàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòîäà âíåøíèõ
òî÷åê (â ñëó÷àÿõ, êîãäà x0 /∈ D è f(x0) ≤ f∗ ), òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòîäà
âíóòðåííèõ òî÷åê (â ñëó÷àå, êîãäà x0 ∈ D ). Ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ ñ ïîìîùüþ
"êëàññè÷åñêèõ" ðåàëèçàöèé ìåòîäà âíóòðåííèõ è âíåøíèõ öåíòðîâ ñ ýâðèñòè÷å-
ñêèìè êðèòåðèÿìè îñòàíîâêè âû÷èñëåíèé |f(xk+1)− f(xk)| ≤ ε , ‖xk+1−xk‖ ≤ ε , à
òàêæå èõ ìîäèôèêàöèé íà îñíîâàíèè ñõåì, ïðåäëîæåííûõ â äàííîé ñòàòüå. Òàê êàê
ôóíêöèè-îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è Ðîçåíà-Ñóçóêè ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî âûïóêëûìè, ïðèìå-
íÿåìàÿ â ýêñïåðèìåíòàõ àïïðîêñèìàöèÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà èìåëà âèä (5) ïðè
0 < p ≤ µε2/L2 (âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ) è −µε2/L2 ≤ p < 0 (âíåøíÿÿ àïïðîê-
ñèìàöèÿ). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ïàðàìåòðà ñèëüíîé âûïóêëîñòè µ èñïîëüçîâàëàñü
ïðîöåäóðà îöåíêè ñ ïîìîùüþ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ãåññèàíîâ ôóíêöèé-îãðàíè÷åíèé.
Â êà÷åñòâå êîíñòàíòû Ëèïøèöà èñïîëüçîâàëàñü åå âûáîðî÷íàÿ îöåíêà.

Ïðîöåññû ìèíèìèçàöèè äâóõ ñâåðòûâàþùèõ ôóíêöèé, ïîñòðîåííûõ äëÿ ðåøå-
íèÿ îäíîé è òîé æå çàäà÷è, çàíèìàþò ïðèìåðíî ðàâíîå âðåìÿ, ïîýòîìó â êà÷åñòâå
êðèòåðèÿ ñðàâíåíèÿ àëãîðèòìîâ èñïîëüçóåòñÿ íå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà, à ïðîâå-
äåííîå êîëè÷åñòâî ïðîöåññîâ ïîñòðîåíèÿ è ìèíèìèçàöèè ñâåðòûâàþùåé ôóíêöèè
äî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé êðèòåðèÿ îñòàíîâêè âû÷èñëåíèé è ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ çà-
äàííîé òî÷íîñòè.

Òàáëèöà 1 ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðîçåíà-Ñóçóêè ðàçëè÷íûìè
àëãîðèòìàìè. Âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè ε = 10−3 . Äëÿ êàæäîãî àëãîðèòìà
ïðèâîäèòñÿ ïðîâåäåííîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé (ïðîöåññîâ ìèíèìèçàöèè ñâåðòûâàþ-
ùèõ ôóíêöèé), äîñòèãíóòîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè è ïîãðåøíîñòü ïîëó÷åííîãî
ðåøåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíòðîëüíûì çíà÷åíèåì.

Òàáëèöà 1. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ.
Àëãîðèòì Êîëè÷åñòâî

èòåðàöèé
Äîñòèãíóòîå
çíà÷åíèå

Ïîãðåøíîñòü

Ìåòîä âíóòðåííèõ öåí-
òðîâ ( [12])

27 -44.806136 0.060028

Ìåòîä âíåøíèõ öåíòðîâ
( [11])

17 -44.867226 0.001062

Ìåòîä âíóòðåííèõ öåí-
òðîâ ñ àïïðîêñèìàöèåé
äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà

11 -44.865591 0.000573

Ìåòîä âíåøíèõ öåíòðîâ
ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïó-
ñòèìîãî ìíîæåñòâà

8 -44.866134 0.000030

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííîé òàáëèöû, ïðè èñïîëüçîâàíèè "êëàññè÷åñêèõ" àëãî-
ðèòìîâ ñ ýâðèñòè÷åñêèìè êðèòåðèÿìè ïðîöåññ âû÷èñëåíèé îñòàíàâëèâàëñÿ, õîòÿ



12 À.À.ÀÍÄÐÈÀÍÎÂÀ

çàäàííàÿ òî÷íîñòü íå áûëà äîñòèãíóòà. Ïðèìåíåíèå æå àëãîðèòìîâ ñ àïïðîêñè-
ìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè.
Ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå, ÷òî êîëè÷åñòâî âûïîëíåííûõ ïðîöåññîâ ìèíèìèçàöèè
ñâåðòûâàþùåé ôóíêöèè â ìîäèôèêàöèÿõ ñ àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà ìåíüøå,
÷åì ïðè ïðèìåíåíèè "êëàññè÷åñêèõ" ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ýòè âûâîäû ïîä-
òâåðæäàþòñÿ è äðóãèìè ïðîâåäåííûìè íàìè âû÷èñëèòåëüíûìè ýêïåðèìåíòàìè.

Summary
A.A. Andrianova Application of satisfactory approximation of the admissible set at the

solution of optimization problem.
This work is devoted to research properties and principles of creation the satisfactory

approximation of the admissible solutions set for a problem of conditional optimization.
Replacement of an initial admissible set on its satisfactory approximation allows to construct
�nal algorithms of an internal and external points methods (methods of penalty functions or
methods of centers) with the criterion of the stop which guarantees performance of required
accuracy of decision. Necessary and su�cient conditions for creation of external and internal
satisfactory approximations of an admissible set are proved. One of realized ways to get
a satisfactory approximation of an admissible set is formulated. This way can be used at
algorithms guaranteeing obtaining of required accuracy for �nal number of iterations.

Key words: methods of consecutive unconditional minimization, a method of penalty
functions, a method of centers, the solution of optimization problem with the accuracy,
satisfactory approximation of the admissible set, realized criteria of a stop.
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