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4. Параболические уравнения

найти решение уравнения теплопроводности в  области -Ґ < < Ґx  
и  t tі 0 , удовлетворяющее условию
	 u x t x( , ) ( )0 = j , -Ґ < < Ґx ,

где j( )x  — заданная функция.
Аналогично, если участок стержня, температура которого нас ин‑

тересует, находится вблизи одного конца и далеко от другого, то в этом 
случае температура практически определяется температурным режи‑
мом близкого конца и начальными условиями. В задачах подобного 
типа обычно считают, что стержень полубесконечен, и координата, 
отсчитываемая от конца, меняется в пределах 0 Ј < Ґx . Приведем в ка‑
честве примера формулировку первой краевой задачи для полубеско‑
нечного стержня: найти решение уравнения теплопроводности в об‑
ласти 0 < < Ґx  и  t tі 0 , удовлетворяющее условиям

	 u x t x( , ) ( )0 = j , 0 < < Ґx ,

	 u t t( , ) ( )0 = m , t tі 0 ,

где j( )x  и m( )t  — заданные функции.

4.2. Метод разделения переменных для уравнения 
теплопроводности. Функция мгновенного точечного источника

4.2.1. Однородная краевая задача

Рассматривается следующая первая краевая задача.
Найти решение однородного уравнения:
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2 , 0 < <x l , 0 < Јt T ,	 (4.1)

удовлетворяющее начальному условию

	 u x x( , ) ( )0 = j , 0 Ј Јx l 	 (4.2)

и однородным граничным условиям

	 u t( , )0 0= , u l t( , ) = 0 , 0 Ј Јt T . 	 (4.3)
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Решение этой задачи ищем в виде произведения

	 u x t X x T t( , ) ( ) ( )= ,

подставляя которое в уравнение (4.1), имеем

	 X x T t a X x T t( ) ( ) ( ) ( )ў = ўў2 .

Разделив обе части этого уравнения на a X x T t2 ( ) ( ) , получаем
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Правая часть равенства (4.4) является функцией только перемен‑
ного x , а левая — только t , поэтому правая и левая части равенства 
(4.4) при изменении своих аргументов сохраняют постоянное значе‑
ние. Это значение удобно обозначит через -l , то есть
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	 ўў + =X x X x( ) ( )l 0 , ў + =T t a T t( ) ( )l 2 0 .

Общие решения этих уравнений имеют вид

	 X x A x B x( ) cos sin= +l l ,

	 T t Ce a t( ) = - 2l ,

где A , B , C  — произвольные постоянные, а функция u x t( , )  есть

	 u x t A x B x Ce a t( , ) cos sin= +( ) -l l l2

.

Постоянные A  и B  можно найти, используя краевые условия (4.3) 
задачи. Так как

	 T t( ) є 0 , то  X ( )0 0= , X l( ) = 0 .

	 X A( )0 0= = , X l A l B l( ) cos sin= + =l l 0 , 

то есть
	 A = 0  и  B lsin l = 0 . 
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Откуда
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Итак,
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Найденные значения l p
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2  называются собственными значени-

ями для данной краевой задачи, а функции X x B
k
l
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ственными функциями.
При найденных значениях l  получаем
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Так как уравнение (4.1) линейное и однородное, то сумма решений 
также является решением, которое можно представить в виде ряда:
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При этом решение должно удовлетворять начальному условию (4.2):
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Если функция j( )x  разлагается в ряд Фурье в промежутке ( , )0 l  
по синусам, то
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Таким образом, решение уравнения теплопроводности может быть 
представлено как сумма бесконечного ряда:
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Теорема. Пусть j( ) ,x C lО [ ]( )1 0 , j j( ) ( )0 0= =l . Тогда существует 
единственное решение задачи (4.1)–(4.3), представимое в виде абсо‑
лютно и равномерно сходящегося ряда (4.5).

Решение (4.5) можно представить в виде
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где введена функция
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называемая функцией мгновенного точечного источника.

Физический смысл функции G x t( , , )x  состоит в том, что она как 
функция аргумента x  представляет собой распределение температу‑
ры в стержне 0 Ј Јx l  в момент времени t , если при t = 0  температу‑
ра была равна нулю, и в этот момент в точке x = x  мгновенно выдели‑
лось некоторое количество тепла Q , а на концах стержня постоянно 
поддерживается температура, равная нулю.

Пример 1
Дан тонкий однородный стержень 0 Ј Јx l , боковая поверхность 

которого теплоизолирована. Найти распределение температуры u x t( , )  
в стержне, если концы стержня поддерживаются при нулевой темпе‑
ратуре, а начальная температура u x u( , )0 0= = const .

Р е ш е н и е
Задача приводится к решению уравнения

	 ¶
¶

=
¶
¶

u
t

a
u

x
2

2

2 , 0 < <x l , t > 0

при условиях u x u( , )0 0= = const , u t u l t( , ) ( , )0 0= = .


