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Доказательство. Предположим сначала, что множество M является
слабо замкнутым, и пусть

{
un
}+∞
n=1

⊂ M , un → u0 при n → +∞. Тогда
un ⇀ u0 при n→ +∞, следовательно, u0 ∈M .

Наоборот, пусть M сильно замкнуто,
{
un
}+∞
n=1

⊂ M , un ⇀ u0 при
n→ +∞. Поскольку M – выпуклое замкнутое множество, то определена
проекция u ∈M элемента u0 на множествоM , причем в силу теоремы 1.2
проекция u является решением вариационного неравенства

(u− u0, η − u) ≥ 0 ∀ η ∈M,

откуда при η = un, имеем, что (u− u0, un − u) ≥ 0. Переходя в этом
неравенстве к пределу при n→ +∞, получим, что

0 ≥ (u0 − u, u0 − u) = ∥u0 − u∥2 ,

т.е. u0 = u ∈M .

5 Различные виды непрерывности
и монотонности.

В данном разделе содержатся некоторые определения, часто исполь-
зуемые в дальнейшем.

Определение 5.1. Оператор A : V → V называется:
– радиально непрерывным в точке u, если для любого η ∈ V

lim
t→0

(A(u+ t η), η) = (Au, η) ;

– хеминепрерывным в точке u, если для любых η, v ∈ V

lim
t→0

(A(u+ t η), v) = (Au, v) ;

– деминепрерывным в точке u, если для любой последовательности
{un}+∞

n=1, сходящейся сильно к u ∈ V при n→ +∞, последовательность

{Aun}+∞
n=1 сходится слабо к Au при n→ +∞;

– непрерывным в точке u, если для любой последовательности
{un}+∞

n=1, сходящейся сильно к u ∈ V при n→ +∞, последовательность

{Aun}+∞
n=1 сходится сильно к Au при n→ +∞ 15);

15) Определение непрерывного оператора дано было нами ранее, в п. 2. Здесь мы напоминаем
его с целью сравнения с другими видами непрерывности.
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– липшиц - непрерывным (непрерывным по Липшицу) с константой
L > 0, если для любых u, η ∈ V

∥Au− Aη∥ ≤ L ∥u− η∥.♢

Нетрудно проверить, что имеют место следующие импликации:
A – липшиц - непрерывный оператор ⇒ A – непрерывный оператор ⇒
A – деминепрерывный оператор ⇒ A – хеминепрерывный оператор ⇒
A – радиально непрерывный оператор. Обратные импликации, вообще
говоря, не имеют места.

Определение 5.2. Оператор A : V → V называется:
– монотонным, если

(Au− Aη, u− η) ≥ 0 ∀u, η ∈ V ;

– строго монотонным, если A – монотонный оператор, и из равен-
ства

(Au− Aη, u− η) = 0

следует, что u = η;
– сильно монотонным с константой µ > 0, если

(Au− Aη, u− η) ≥ µ ∥u− η∥2 ∀u, η ∈ V ;

– обратно сильно монотонным 16) с константой σ > 0, если

σ ∥Au− Aη∥2 ≤ (Au− Aη, u− η) ∀u, η ∈ V ;

– псевдомонотонным, если A – ограниченный оператор, и для любой
последовательности

{
un

}+∞
n=1

, слабо сходящейся к u в V при n→ +∞,

из неравенства 17)
lim sup
n→+∞

(Aun, un − u) ≤ 0

следует, что

lim inf
n→+∞

(Aun, un − η) ≥ (Au, u− η) ∀ η ∈ V.♢

16) Такое название связано с тем, что если оператор A имеет обратный, то A−1 – сильно моно-
тонный оператор.

17) Напомним, что верхним (нижним) пределом последовательности называется наибольший
(наименьший) из частичных ее пределов.
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Очевидно, что обратно сильно монотонный оператор с константой σ
является монотонным и непрерывным по Липшицу с константой L = 1/σ.
Имеют также место следующие импликации: A – сильно монотонный опе-
ратор ⇒ A – строго монотонный оператор ⇒ A – монотонный оператор.
Обратные импликации, вообще говоря, не имеют места.

В дальнейшем неоднократно будет использоваться

Лемма 5.1. Для произвольных числовых последовательностей
{ak}+∞

k=1 и {bk}+∞
k=1 выполнены неравенства

lim sup
k→+∞

(ak + bk) ≤ lim sup
k→+∞

ak + lim sup
k→+∞

bk ,

lim inf
k→+∞

(ak + bk) ≥ lim inf
k→+∞

ak + lim inf
k→+∞

bk ,

lim sup
k→+∞

(−ak) = − lim inf
k→+∞

ak .

Справедливость этой леммы следует непосредственно из определения
верхних и нижних пределов.

Лемма 5.2. Псевдомонотонный оператор A : V → V является
деминепрерывным.

Доказательство. Пусть последовательность {un }+∞
n=1 сходится силь-

но к u в V при n → +∞, тогда, поскольку A – ограниченный оператор,
последовательность {Aun}+∞

n=1ограничена в V , и в силу теоремы 4.4 у нее
существует по крайней мере одна слабо сходящаяся подпоследователь-
ность. Пусть {Aunk

}+∞
k=1 – произвольная слабо сходящаяся подпоследова-

тельность: Aunk
⇀ χ в V при k → +∞. Тогда (принимая во внимание

ограниченность Aunk
и сильную сходимость unk

к u) получаем, что

lim sup
k→+∞

(Aunk
, unk

− u) = 0,

следовательно, в силу следствия 4.1 и псевдомонотонности оператора A,
имеем, что

lim inf
k→+∞

(Aunk
, unk

− η) = (χ, u− η) ≥ (Au, u− η) ∀ η ∈ V.

Полагая в последнем неравенстве η = u ± w, где w – произвольный
элемент из V , получим, что

(χ− Au,w) = 0 ∀w ∈ V,
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т.е. χ = Au. Поскольку подпоследовательность {Aunk
}+∞
k=1 была произ-

вольной, то в силу следствия 4.2 вся последовательность {Aun}+∞
n=1 слабо

сходится к Au.

Лемма 5.3. Ограниченный, монотонный, радиально непрерыв-
ный оператор A : V → V является псевдомонотонным.

Доказательство. Пусть un ⇀ u в V при n→ +∞, и

lim sup
n→+∞

(Aun, un − u) ≤ 0.

Из монотонности A вытекает, что (Aun, un − u) ≥ (Au, un − u) для лю-
бого n, следовательно,

lim inf
n→+∞

(Aun, un − u) ≥ lim inf
n→+∞

(Au, un − u) = lim
n→+∞

(Au, un − u) = 0,

и, таким образом,
lim

n→+∞
(Aun, un − u) = 0. (5.1)

Пусть w = (1−λ)u+λ v = u+λ (v−u), где v – произвольный элемент
из V , λ ∈ ( 0, 1 ). В силу монотонности A

0 ≤ (Aun − Aw, un − w) = (Aun − Aw, un − u− λ (v − u)).

Поэтому

λ (Aun, u− v) ≥ − (Aun, un − u) + (Aw, un − u)− λ (Aw, v − u),

откуда благодаря (5.1)

λ lim inf
n→+∞

(Aun, u− v) ≥ −λ (Aw, v − u).

Разделим обе части этого неравенства на λ > 0, тогда с учетом (5.1)
получим

lim inf
n→+∞

(Aun, un − v) = lim inf
n→+∞

[(Aun, un − u) + (Aun, u− v)] ≥

≥ lim inf
n→+∞

(Aun, un − u) + lim inf
n→+∞

(Aun, u− v) = lim inf
n→+∞

(Aun, u− v) ≥

≥ (A(u+ λ (v − u)), u− v) ∀ v ∈ V, ∀λ ∈ ( 0, 1 ).

Устремляя в этом неравенстве λ к нулю, учитывая радиальную непре-
рывность A, получим, что

lim inf
n→+∞

(Aun, un − v) ≥ (Au, u− v) ∀ v ∈ V,

т.е. A – псевдомонотонный оператор.
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Определение 5.3. Оператор A : V → V называется:
– сжимающим c коэффициентом сжатия L, если он липшиц-непре-

рывен с постоянной L < 1;
– нерастягивающим, если он липшиц-непрерывен с постоянной L=1;
– жестко нерастягивающим 18), если

∥Au− Aη∥2 ≤ (Au− Aη, u− η) ∀u, η ∈ V.♢

Жестко нерастягивающий оператор является обратно сильно моно-
тонным с постоянной σ = 1, а потому – нерастягивающим.

Определение 5.4. Пусть M – некоторое подмножество V . Опе-
ратор A называется коэрцитивным на M , если существует такой эле-
мент η0 ∈M , что

(Aη, η − η0) ≥ ρ(∥η∥) ∥η∥ ∀ η ∈M, lim
ξ→+∞

ρ(ξ) = +∞.♢

Определение 5.5. Пусть M – некоторое подмножество V . Опе-
ратор A называется асимптотически регулярным на M , если для лю-
бого u из M последовательность

{
An+1u− Anu

}+∞
n=1

сходится к нулю
при n→ +∞. 19) ♢

Приведем теперь примеры возникающих на практике операторов и
функционалов, удовлетворяющих некоторым из приведенных выше опре-
делений.

Пусть V = Rn со скалярным произведением (u, v) =
n∑

i=1

uivi. Для

α > 0, β ≥ 0 определим функцию g : [0,+∞) → R1 по формуле

g(ξ) =


0, 0 ≤ ξ ≤ β,

α (ξ − β), ξ ≥ β.

(5.2)

Определим оператор A : V → V следующим образом:

Au =


g(∥u∥)u/∥u∥ , ∥u∥ ≠ 0,

0 , ∥u∥ = 0,
(5.3)

18) В англоязычной литературе firmly nonexpansive (см., например, [40]).
19) Через A2u мы обозначаем A(Au), и по индукции определяется An.
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Лемма 5.4. Оператор A, определенный с помощью (5.3), удовле-
творяет условию

∥Au− Av∥2 ≤ α (Au− Av, u− v) ∀u, v ∈ V ; (5.4)

т.е. A – обратно сильно монотонный с константой 1/α > 0.

Доказательство. Поскольку неравенство (5.4) симметрично относи-
тельно u и v, то достаточно рассмотреть 3 случая:

1. ∥u∥ ≤ β, ∥v∥ ≤ β;

2. ∥u∥ > β ≥ ∥v∥ ;

3. ∥u∥ > β, ∥v∥ > β.
В первом случае Au = Av = 0, следовательно, неравенство (5.4), оче-

видно, выполнено.
Во втором случае имеем, что Av = 0, поэтому

α (Au− Av, u− v)− ∥Au− Av∥2 = α (Au, u− v)− ∥Au∥2 =

= α

g(∥u∥)
∥u∥

, u− v

− g 2 (∥u∥) = α g(∥u∥)
∥u∥ − (u, v)

∥u∥

−
−g 2 (∥u∥) ≥ α 2 ( ∥u∥ − β) ( ∥u∥ − ∥v∥ )− α 2 ( ∥u∥ − β)2 ≥

≥ α 2 ( ∥u∥ − β)2 − α 2 ( ∥u∥ − β)2 = 0.

Наконец, в третьем случае

α (Au− Av, u− v)− ∥Au− Av∥2 = α

g(∥u∥)
∥u∥

u− g(∥v∥)
∥v∥

v, u− v

−

−
g(∥u∥)

∥u∥
u− g(∥v∥)

∥v∥
v,
g(∥u∥)
∥u∥

u− g(∥v∥)
∥v∥

v

 =

= α
[
g(∥u∥) ∥u∥+ g(∥v∥) ∥v∥

]
− α

[
g(∥u∥) ∥v∥+ g(∥v∥) ∥v∥

] (u, v)

∥u∥ ∥v∥
−

−g 2 (∥u∥)− g 2 (∥v∥) + 2 g(∥u∥) g(∥v∥) (u, v)

∥u∥ ∥u∥
=

= α 2 ( ∥u∥ − β) ∥u∥+ α 2 ( ∥v∥ − β) ∥v∥ − α 2 ( ∥u∥ − β)2 − α 2 ( ∥v∥ − β)2+

+α2
[
2(∥u∥ − β)(∥v∥ − β)− (∥u∥ − β)∥v∥ − (∥v∥ − β)∥u∥

] (u, v)

∥u∥∥v∥
=
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= α 2 (∥u∥ − β)(∥u∥ − ∥u∥+ β) + α 2 (∥v∥ − β)(∥v∥ − ∥v∥+ β)+

+α2
[
(∥u∥ −β)(∥v∥ −β − ∥v∥) + (∥v∥ −β)(∥u∥ −β− ∥u∥)

] (u, v)

∥u∥∥v∥
=

= α 2β (∥u∥+ ∥v∥ − 2 β)− α 2β (∥u∥+ ∥v∥ − 2 β)
(u, v)

∥u∥∥v∥
≥

≥ α 2β ( ∥u∥+ ∥v∥ − 2 β )

 1− | (u, v) |
∥u∥ ∥v∥

 ≥ 0.

Лемма 5.5. Пусть M – непустое подмножество V , тогда опера-
тор A коэрцитивен на M .

Доказательство. Пусть u0 – произвольный элемент из M ; тогда

(Au, u− u0) ≥ (Au, u)− ∥Au∥∥u0∥ = g(∥u∥)∥u∥ − g(∥u∥)∥u0∥ =

=

g(∥u∥)− g(∥u∥)∥u0∥
∥u∥

 ∥u∥ ≥ α (∥u∥ − β − ∥u0∥) ∥u∥ = ρ(∥u∥)∥u∥.

Здесь ρ(t) = α (t− β − ∥u0∥), и, очевидно, lim
t→+∞

ρ(t) = +∞.

Рассмотрим теперь пример обратно сильно монотонного оператора в
бесконечномерном пространстве, возникающего, например, в задачах тео-
рии фильтрации, теории мягких оболочек и т.д.

Пусть Ω – ограниченная область в Rm, m ≥ 1 с липшиц-непрерывной

границей Γ, V =
◦
W

(1)
2 (Ω) – пространство Соболева 20) со скалярным

произведением и соответствующей ему нормой:

(u, v)V =
∫
Ω

(∇u,∇v) dx, ∥u∥V =

 ∫
Ω

|∇u|2 dx

1/2

u, v ∈ V, (5.5)

где (·, ·) и | · | – соответственно скалярное произведение и норма в про-
странстве Rm.

Определим форму a : V × V → R1 следующим образом:

a(u, η) =
∫
Ω

(A(∇u),∇η) dx u, η ∈ V, (5.6)

где A – оператор, определенный в (5.3).
20) Определение и основные свойства пространств Соболева можно найти, например, в

[28], [32].
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Из неравенства |A(∇u)| ≤ α |∇u| получаем

|a(u, η)| ≤
 ∫
Ω

|A(∇u)|2 dx

1/2  ∫

Ω

|∇η|2 dx

1/2

≤

≤ α ∥u∥V ∥η∥V < +∞. (5.7)

Зафиксируем u ∈ V и рассмотрим функционал Fu : V → R1,
Fu(η) = a(u, η). Из определения (5.6) следует линейность, а из неравен-
ства (5.7) – ограниченность этого функционала. В силу леммы 2.4 имеем
Fu ∈ V ∗. Далее, по теореме Рисса-Фишера 2.2 найдется единственный
элемент u∗ ∈ V , такой, что

(u∗, η)V = Fu(η) ∀ η ∈ V. (5.8)

Таким образом, каждому u ∈ V поставлен в соответствие элемент
u∗ ∈ V ; определим оператор T : V → V , Tu = u∗. Из предыдущего
равенства (5.8) получаем:

(Tu, η)V = a(u, η) ∀ η ∈ V. (5.9)

Лемма 5.6. Оператор T , определенный в (5.9), удовлетворяет ус-
ловию

∥Tu− Tv∥2V ≤ α (Tu− Tv, u− v)V ∀u, v ∈ V, (5.10)

т.е. T – обратно сильно монотонный оператор с константой 1/α > 0.

Доказательство. Из определения оператора T и неравенства (5.4)
получаем

α (Tu− Tv, u− v)V =
∫
Ω

α (A(∇u)− A(∇v),∇u−∇v) dx ≥

≥
∫
Ω

|A(∇u)− A(∇v)|2 dx. ∀u, v ∈ V ; (5.11)

Далее, пользуясь (5.9), имеем

| (Tu− Tv, η)V | =

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(A(∇u)− A(∇v),∇η) dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
 ∫
Ω

|A(∇u)− A(∇v)|2 dx

1/2  ∫

Ω

|∇η|2 dx

1/2

∀ η ∈ V.
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Выберем в предыдущем неравенстве η = Tu− Tv, тогда получим

∥Tu− Tv∥2V ≤
 ∫
Ω

|A(∇u)− A(∇v)|2 dx

1/2

∥Tu− Tv∥V .

Таким образом,

∥Tu− Tv∥2V ≤
∫
Ω

|A(∇u)− A(∇v)|2 dx,

и, пользуясь неравенством (5.11), получаем (5.10).

Определение 5.6. Функционал F : V → R1 называется липшиц-
непрерывным (непрерывным по Липшицу) с константой L > 0, если

|F (u)− F (η)| ≤ L ∥u− η∥ ∀u, η ∈ V.♢

Определение 5.7. Функционал F : V → R1 называется коэрци-
тивным , если

lim
∥η∥ → +∞

F (η) = +∞. ♢ (5.12)

Приведем теперь пример выпуклого, липшиц-непрерывного функцио-
нала, возникающего, например, в задачах теории фильтрации.

Определим функционал F : V → R1 соотношением

F (η) =
∫
Ω

(|∇η| − β)+ dx , где a+ = (|a|+ a)/2, β > 0 .

Для произвольных a, b ∈ R1 выполнено неравенство

|a+ − b+| = ||a|+ a− |b| − b|/2 ≤ (||a| − |b||+ |a− b|)/2 ≤ |a− b|,

следовательно, в силу неравенства Коши-Буняковского получаем

|F (u)− F (v)| ≤
∫
Ω

|(|∇u| − β)+ − (|∇v| − β)+| dx ≤

≤
∫
Ω

| |∇u| − |∇v| | dx ≤
∫
Ω

|∇u−∇v| dx ≤

≤
 ∫
Ω

12 dx


1/2  ∫

Ω

|∇u−∇v|2 dx

1/2

=
√
mes Ω ∥u− v∥V .
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Таким образом, F – липшиц-непрерывный функционал с постоянной
L =

√
mes Ω .

Далее, для произвольных a, b ∈ R1 и 0 ≤ λ ≤ 1 выполнено неравенство

|λa+ (1− λ)b| ≤ λ|a|+ (1− λ)|b|,

пользуясь которым, получаем

(λa+ (1− λ)b)+ ≤ λa+ + (1− λ)b+ .

Отсюда с учетом того, что a+ ≥ b+ при a ≥ b, имеем

F (λu+ (1− λ)v) =
∫
Ω

( |∇(λu+ (1− λ)v)| − β)+ dx ≤

≤
∫
Ω

(λ |∇u|+ (1− λ) |∇v| − β)+ dx =

=
∫
Ω

(λ(|∇u| − β) + (1− λ)(|∇v| − β))+ dx ≤

≤
∫
Ω

[
λ(|∇u| − β)+ + (1− λ)(|∇v| − β)+

]
dx = λF (u) + (1− λ)F (v),

т.е. F – выпуклый функционал.

6 Слабо полунепрерывные снизу функционалы.

Определение 6.1. Функционал F : V → R1 называется слабо по-
лунепрерывным снизу в точке u0 ∈ V , если для любой слабо сходящейся
к u0 последовательности {un}+∞

n=1

F (u0) ≤ lim inf
n→+∞

F (un).

Функционал F называется слабо полунепрерывным снизу на V , если
он слабо полунепрерывен снизу в любой точке u ∈ V . ♢

Лемма 6.1. Функционал F , F (u) = ∥u∥ является слабо полунепре-
рывным снизу на V .

Доказательство. Пусть un ⇀ u0 в V при n→ +∞. Тогда

∥u0∥2 = (u0, u0) = lim
n→+∞

(un, u0) ≤ lim inf
n→+∞

[
∥un∥∥u0∥

]
= ∥u0∥ lim inf

n→+∞
∥un∥,

откуда и следует требуемое утверждеие.


