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Настоящая работа продолжает исследования
автора, начатые в [1, 2], обозначений и термино-
логии которых мы придерживаемся. В разделе 2
установлены новые критерии перестановочности
неотрицательного оператора и проектора в тер-
минах операторных неравенств. Показано, что в
общем случае в этих неравенствах проектор нель-
зя заменить на произвольный неотрицательный
оператор с сохранением перестановочности опе-
раторов. Получены новые критерии перестано-
вочности проекторов в терминах операторных
неравенств. 

В разделе 3 получены характеризации следа в
классе всех положительных нормальных функци-
оналов на алгебре фон Неймана, при этом ис-
пользованы операторные неравенства из раздела 2.
Показано, что не каждая характеризация следа
среди положительных нормальных функциона-
лов переносится на нормальные веса (пример 1).
Это является ответом на вопрос В. Кафтала (Vic-
tor Kaftal, Cincinnati University, USA), заданный
автору на международной конференции Operator
Theory'23 (Romania, Timisoara, 2010, June 30).
Приведена характеризация следа в классе всех ве-
сов на алгебре фон Неймана. В разделе 4 получены
характеризации следа в классе всех положитель-
ных функционалов на C*-алгебре в терминах опе-
раторных неравенств. Доказаны новые критерии
коммутативности C*-алгебр. Сведения о других
характеризациях следа и критериях коммутатив-
ности C*-алгебр можно почерпнуть из обзора ав-
тора [3].

1. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

Пусть � – гильбертово пространство над полем
�, 〈·, ·〉 – скалярное произведение в �, �(�) – ал-
гебра всех линейных ограниченных операторов в

�. Оператор X ∈ �(�) называется проектором,

если X = X2 = X*. Коммутантом множества � ⊂
⊂ �(�) называется множество �' = {Y ∈ �(�):
XY = YX, X*Y = YX* (X ∈ �)}.

*-Подалгебра � алгебры �(�) называется ал-

геброй фон Неймана, действующей в гильберто-
вом пространстве �, если � = �''. C*-алгеброй
называется комплексная банахова *-алгебра �,

такая что ||A*A|| = ||A||2 для всех A ∈ �. Для C*-ал-

гебры � через �sa, �+ и �pr будем обозначать ее
подмножества эрмитовых элементов, положи-
тельных элементов и проекторов соответственно.
Для унитальной � через �u обозначим ее под-
множество унитарных элементов и пусть I – еди-
ница �, P⊥ = I – P для P ∈ �pr.

Весом на C*-алгебре � называется отображе-

ние ϕ: �+ → [0,+∞] со свойствами

ϕ(X +Y) = ϕ(X) + ϕ(Y),

ϕ(λX) = λϕ(X) (X, Y ∈ �+, λ ≥ 0)

(при этом полагается, что 0 · (+∞) ≡ 0).

Вес ϕ на � называется: следом, если ϕ(Z*Z) =
= ϕ(ZZ*) для всех Z ∈ �; точным, если ϕ(X) = 0 ⇒
⇒ X = 0, X ∈ �+; конечным, если ϕ(X) < +∞ для

всех X ∈ �+.

Ограничение ϕ|{X ∈ �+: ϕ(X) < +∞} корректно
продолжается по линейности до функционала на
Lin{X ∈ �+: ϕ(X) < +∞}. Такое продолжение поз-
воляет отождествлять конечные веса с положи-
тельными функционалами на �.

Для алгебры фон Неймана � операторов в �
обозначим ее центр через �(�). Вес ϕ на � назы-

вается нормальным, если Xi  X, (Xi, X ∈ �+) ⇒
⇒ ϕ(X) = supϕ(Xi). Пусть  – конус положи-

тельных нормальных функционалов на �, �P =

= {PX| P�: X ∈ �} – редуцированная алгебра фон

Неймана для P ∈ �pr. Пусть δ ∈ � с |δ| = 1 и функ-

ция g(t) =  для 0 ≤ t ≤ 1. Определим проек-

тор R(δ, t) в �2(�), положив 
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