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Ëåêöèÿ XVIII: Òåîðèÿ Ôðèäìàíà èçîòðîïíîé îäíîðîäíîé Âñåëåííîé

Ñîäåðæàíèå
ëåêöèè.
.

I Ïî÷åìó íàøà Âñåëåííàÿ îäíîðîäíàÿ, èçîòðîïíàÿ è íå âñåãäà
áûëà òàêîé, êàê ñåé÷àñ?

I Òðåõìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû è ìåòðèêè
Ôðèäìàíà

I Êèíåìàòèêà Âñåëåííîé Ôðèäìàíà

I Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Ëèòåðàòóðà.
.

1. Ë.Ä. Ëàíäàó, Å.Ì. Ëèôøèö. Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà. Òîì II.
Òåîðèÿ ïîëÿ. Ì: Íàóêà � ëþáîå èçäàíèå, íà÷èíàÿ ñ 1973 ã.

2. Äæ. Ñèíã. Îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè. Ì: Íàóêà � ëþáîå
èçäàíèå, íà÷èíàÿ ñ 1963 ã.

3. Èãíàòüåâ Þ.Ã. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.
Ëåêöèÿ XV. Ïðèíöèïû ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ãðàâèòàöèè
(Lection14.pdf) ; Ëåêöèÿ XVII. Ñôåðè÷åñêè - ñèììåòðè÷íûå
ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ (Lection16.pdf)
http://kpfu.ru/main?p_id=28384

4. Èãíàòüåâ Þ.Ã. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ êðèâûõ
ïîâåðõíîñòåé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. �
http://libweb.ksu.ru/ebooks/05_120_000327.pdf>

Èíôîðìàöèÿ

.

.

I Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷ Ôðèäìàí (4 (16) èþíÿ 1888,
Ñàíêò-Ïåòåðáóðã � 16 ñåíòÿáðÿ 1925, Ëåíèíãðàä) � âûäàþùèéñÿ
ðîññèéñêèé è ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê, ôèçèê è ãåîôèçèê, ñîçäàòåëü
òåîðèè íåñòàöèîíàðíîé Âñåëåííîé.

I Â 1922 ãîäó îïóáëèêîâàë ðàáîòó ¾Î êðèâèçíå ïðîñòðàíñòâà¿
http://www.astronet.ru/db/msg/1187035/, êîòîðàÿ ïîëîæèëà
íà÷àëî òåîðåòè÷åñêîé êîñìîëîãèè. Ýéíøòåéí íà íà÷àëüíûõ
ýòàïàõ ïîäâåðãàë êðèòèêå ðåçóëüòàòû ðàáîòû Ôðèäìàíà, îäíàêî
âïîñëåäñòâèå áåçîãîâîðî÷íî ïðèíÿë èõ.
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Ïî÷åìó íàøà Âñåëåííàÿ îäíîðîäíàÿ, èçîòðîïíàÿ è íå âñåãäà áûëà òàêîé,

êàê ñåé÷àñ?

I Èçîòðîïèÿ � ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà â áîëüøèõ ìàñøòàáàõ íå çàâèñÿò îò
íàïðàâëåíèÿ: ïëîòíîñòü ãàëàêòèê, ïëîòíîñòü ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ,
ïëîòíîñòü êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé íå çàâèñÿò îò óãëà çðåíèÿ. Ñïåêòð
ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñïåêòðó èçëó÷åíèÿ àáñîëþòíî
÷¼ðíîãî òåëà ñ òåìïåðàòóðîé 2, 725oK, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äëèíå âîëíû 1,9
ìì. Îíî èçîòðîïíî ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà 10−4, ò.å. ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå
îòêëîíåíèå òåìïåðàòóðû ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 1, 8 · 10−5 oK.

I
Figure 1. Âîññòàíîâëåííàÿ êàðòà (ïàíîðàìà) àíèçîòðîïèè
ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ ñ èñêëþ÷¼ííûì èçîáðàæåíèåì Ãàëàê-
òèêè, èçîáðàæåíèåì ðàäèîèñòî÷íèêîâ è èçîáðàæåíèåì äè-
ïîëüíîé àíèçîòðîïèè. Êðàñíûå öâåòà îçíà÷àþò áîëåå ãîðÿ-
÷èå îáëàñòè, à ñèíèå öâåòà � áîëåå õîëîäíûå îáëàñòè. Ïî
äàííûì ñïóòíèêà WMAP.
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Ïî÷åìó íàøà Âñåëåííàÿ îäíîðîäíàÿ è èçîòðîïíàÿ?

I Îäíîðîäíîñòü � ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà â áîëüøèõ ìàñøòàáàõ íå çàâèñÿò
îò ïîëîæåíèÿ â íåì: ïëîòíîñòü ãàëàêòèê, ïëîòíîñòü ðåëèêòîâîãî
èçëó÷åíèÿ, ïëîòíîñòü êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé íå çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ.

I
Figure 2. Èëëþñòðàöèÿ îäíîðîäíîñòè Âñåëåííîé. Åñëè áû
Âñåëåííàÿ áûëà èçîòðîïíîé îòíîñèòåëüíî Çåìëè, íî ïðè
ýòîì � íåîäíîðîäíîé, òî Çåìëÿ áûëà áû öåíòðîì Âñåëåííîé.
Ýòî � ãåîöåíòðè÷åñêàÿ òî÷êà çðåíèÿ → ãåëèîöåíòðè÷åñêàÿ
→ ãàëàêòèêîöåíòðè÷åñêàÿ è ò.ï.

I Ñî÷åòàíèå ýòèõ äâóõ ñâîéñòâ (èçîòðîïíîñòè è îäíîðîäíîñòè) ñ òî÷êè
çðåíèÿ ãåîìåòðèè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìåòðèêà 3-õ ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
Âñåëåííîé â áîëüøèõ ìàñøòàáàõ äîëæíà áûòü èçîòðîïíîé è îäíîðîäíîé,
ò.å., äîïóñêàòü ãðóïïó âðàùåíèé è òðàíñëÿöèé � ïðè ïîâîðîòàõ è
ïåðåìåùåíèÿõ ìåòðèêà 3-õ ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà äîëæíà ïåðåõîäèòü ñàìà
â ñåáÿ. Ýòîìó óñëîâèþ ñîîòâåòñòâóþò òðåõìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé
êðèâèçíû.
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Òðåõìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû è ìåòðèêè Ôðèäìàíà

I Â êóðñå Äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè (Èãíàòüåâ) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
ìîãóò áûòü òîëüêî òðåõ òèïîâ (â çàâèñèìîñòè îò ïîñòîÿííîé k):

ds2 =
ds20

(1 + kρ2
)2 , (1)

ãäå ds0 � ìåòðèêà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè E2, k � ïîñòîÿííàÿ êðèâèçíà
ïîâåðõíîñòè: k = 0 � ïîâåðõíîñòü íóëåâîé êðèâèçíû (ïëîñêîñòü); k > 0 �
ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçû k = 1/a2 (ñôåðà), a �
ðàäèóñ ñôåðû; k < 0 � ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçû
k = −1/a2 (ïñåâäîñôåðà), a � ðàäèóñ ïñåâäîñôåðû; ρ2 � êâàäðàò äëèíû
ðàäèóñà-âåêòîðà íà ïëîñêîñòè ρ =

∫
ds0.

I Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü è ìåòðèêó 3-õ ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
ïîñòîÿííîé êðèâèçíû â ôîðìå (1), ãäå ds20 óæå ìåòðèêà ïëîñêîãî

òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E3, ρ2 ≡ r2 � êâàäðàò äëèíû
ðàäèóñà-âåêòîðà â E3. Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ r, θ, ϕ, (z = r sin θ)
òàêèì îáðàçîì, èìååì:

ds2 =
ds20

(1 + kr2)2
≡
dr2 + r2(cos2 θdϕ2 + dθ2)

(1 + kr2)2
. (2)

I Ïåðåõîäÿ îò ïåðåìåííîé r ê ïåðåìåííîé χ:

r = ath
χ

a
, (k = −1/a2); r = aχ (k = 0); r = atg

χ

a
, (k = 1/a2), (3)
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òàêèì îáðàçîì, èìååì:

ds2 =
ds20

(1 + kr2)2
≡
dr2 + r2(cos2 θdϕ2 + dθ2)

(1 + kr2)2
. (2)

I Ïåðåõîäÿ îò ïåðåìåííîé r ê ïåðåìåííîé χ:

r = ath
χ

a
, (k = −1/a2); r = aχ (k = 0); r = atg

χ

a
, (k = 1/a2), (3)
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Òðåõìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû è ìåòðèêè Ôðèäìàíà

I Â êóðñå Äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè (Èãíàòüåâ) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
ìîãóò áûòü òîëüêî òðåõ òèïîâ (â çàâèñèìîñòè îò ïîñòîÿííîé k):

ds2 =
ds20

(1 + kρ2
)2 , (1)

ãäå ds0 � ìåòðèêà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè E2, k � ïîñòîÿííàÿ êðèâèçíà
ïîâåðõíîñòè: k = 0 � ïîâåðõíîñòü íóëåâîé êðèâèçíû (ïëîñêîñòü); k > 0 �
ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçû k = 1/a2 (ñôåðà), a �
ðàäèóñ ñôåðû; k < 0 � ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçû
k = −1/a2 (ïñåâäîñôåðà), a � ðàäèóñ ïñåâäîñôåðû; ρ2 � êâàäðàò äëèíû
ðàäèóñà-âåêòîðà íà ïëîñêîñòè ρ =

∫
ds0.

I Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü è ìåòðèêó 3-õ ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
ïîñòîÿííîé êðèâèçíû â ôîðìå (1), ãäå ds20 óæå ìåòðèêà ïëîñêîãî

òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E3, ρ2 ≡ r2 � êâàäðàò äëèíû
ðàäèóñà-âåêòîðà â E3. Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ r, θ, ϕ, (z = r sin θ)
òàêèì îáðàçîì, èìååì:

ds2 =
ds20

(1 + kr2)2
≡
dr2 + r2(cos2 θdϕ2 + dθ2)

(1 + kr2)2
. (2)

I Ïåðåõîäÿ îò ïåðåìåííîé r ê ïåðåìåííîé χ:

r = ath
χ

a
, (k = −1/a2); r = aχ (k = 0); r = atg

χ

a
, (k = 1/a2), (3)
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Òðåõìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû è ìåòðèêè Ôðèäìàíà

I Â êóðñå Äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè (Èãíàòüåâ) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
ìîãóò áûòü òîëüêî òðåõ òèïîâ (â çàâèñèìîñòè îò ïîñòîÿííîé k):

ds2 =
ds20

(1 + kρ2
)2 , (1)

ãäå ds0 � ìåòðèêà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè E2, k � ïîñòîÿííàÿ êðèâèçíà
ïîâåðõíîñòè: k = 0 � ïîâåðõíîñòü íóëåâîé êðèâèçíû (ïëîñêîñòü); k > 0 �
ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçû k = 1/a2 (ñôåðà), a �
ðàäèóñ ñôåðû; k < 0 � ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçû
k = −1/a2 (ïñåâäîñôåðà), a � ðàäèóñ ïñåâäîñôåðû; ρ2 � êâàäðàò äëèíû
ðàäèóñà-âåêòîðà íà ïëîñêîñòè ρ =

∫
ds0.

I Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü è ìåòðèêó 3-õ ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
ïîñòîÿííîé êðèâèçíû â ôîðìå (1), ãäå ds20 óæå ìåòðèêà ïëîñêîãî

òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E3, ρ2 ≡ r2 � êâàäðàò äëèíû
ðàäèóñà-âåêòîðà â E3. Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ r, θ, ϕ, (z = r sin θ)
òàêèì îáðàçîì, èìååì:

ds2 =
ds20

(1 + kr2)2
≡
dr2 + r2(cos2 θdϕ2 + dθ2)

(1 + kr2)2
. (2)

I Ïåðåõîäÿ îò ïåðåìåííîé r ê ïåðåìåííîé χ:

r = ath
χ

a
, (k = −1/a2); r = aχ (k = 0); r = atg

χ

a
, (k = 1/a2), (3)
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Òðåõìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû è ìåòðèêè Ôðèäìàíà

I Â êóðñå Äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè (Èãíàòüåâ) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
ìîãóò áûòü òîëüêî òðåõ òèïîâ (â çàâèñèìîñòè îò ïîñòîÿííîé k):

ds2 =
ds20

(1 + kρ2
)2 , (1)

ãäå ds0 � ìåòðèêà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè E2, k � ïîñòîÿííàÿ êðèâèçíà
ïîâåðõíîñòè: k = 0 � ïîâåðõíîñòü íóëåâîé êðèâèçíû (ïëîñêîñòü); k > 0 �
ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçû k = 1/a2 (ñôåðà), a �
ðàäèóñ ñôåðû; k < 0 � ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçû
k = −1/a2 (ïñåâäîñôåðà), a � ðàäèóñ ïñåâäîñôåðû; ρ2 � êâàäðàò äëèíû
ðàäèóñà-âåêòîðà íà ïëîñêîñòè ρ =

∫
ds0.

I Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü è ìåòðèêó 3-õ ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
ïîñòîÿííîé êðèâèçíû â ôîðìå (1), ãäå ds20 óæå ìåòðèêà ïëîñêîãî

òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E3, ρ2 ≡ r2 � êâàäðàò äëèíû
ðàäèóñà-âåêòîðà â E3. Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ r, θ, ϕ, (z = r sin θ)
òàêèì îáðàçîì, èìååì:

ds2 =
ds20

(1 + kr2)2
≡
dr2 + r2(cos2 θdϕ2 + dθ2)

(1 + kr2)2
. (2)

I Ïåðåõîäÿ îò ïåðåìåííîé r ê ïåðåìåííîé χ:

r = ath
χ

a
, (k = −1/a2); r = aχ (k = 0); r = atg

χ

a
, (k = 1/a2), (3)
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Òðåõìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû è ìåòðèêè Ôðèäìàíà

I Â êóðñå Äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè (Èãíàòüåâ) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
ìîãóò áûòü òîëüêî òðåõ òèïîâ (â çàâèñèìîñòè îò ïîñòîÿííîé k):

ds2 =
ds20

(1 + kρ2
)2 , (1)

ãäå ds0 � ìåòðèêà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè E2, k � ïîñòîÿííàÿ êðèâèçíà
ïîâåðõíîñòè: k = 0 � ïîâåðõíîñòü íóëåâîé êðèâèçíû (ïëîñêîñòü); k > 0 �
ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçû k = 1/a2 (ñôåðà), a �
ðàäèóñ ñôåðû; k < 0 � ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçû
k = −1/a2 (ïñåâäîñôåðà), a � ðàäèóñ ïñåâäîñôåðû; ρ2 � êâàäðàò äëèíû
ðàäèóñà-âåêòîðà íà ïëîñêîñòè ρ =

∫
ds0.

I Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü è ìåòðèêó 3-õ ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
ïîñòîÿííîé êðèâèçíû â ôîðìå (1), ãäå ds20 óæå ìåòðèêà ïëîñêîãî

òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E3, ρ2 ≡ r2 � êâàäðàò äëèíû
ðàäèóñà-âåêòîðà â E3. Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ r, θ, ϕ, (z = r sin θ)
òàêèì îáðàçîì, èìååì:

ds2 =
ds20

(1 + kr2)2
≡
dr2 + r2(cos2 θdϕ2 + dθ2)

(1 + kr2)2
. (2)

I Ïåðåõîäÿ îò ïåðåìåííîé r ê ïåðåìåííîé χ:

r = ath
χ

a
, (k = −1/a2); r = aχ (k = 0); r = atg

χ

a
, (k = 1/a2), (3)
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Òðåõìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû è ìåòðèêè Ôðèäìàíà

I Â êóðñå Äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè (Èãíàòüåâ) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
ìîãóò áûòü òîëüêî òðåõ òèïîâ (â çàâèñèìîñòè îò ïîñòîÿííîé k):

ds2 =
ds20

(1 + kρ2
)2 , (1)

ãäå ds0 � ìåòðèêà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè E2, k � ïîñòîÿííàÿ êðèâèçíà
ïîâåðõíîñòè: k = 0 � ïîâåðõíîñòü íóëåâîé êðèâèçíû (ïëîñêîñòü); k > 0 �
ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçû k = 1/a2 (ñôåðà), a �
ðàäèóñ ñôåðû; k < 0 � ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçû
k = −1/a2 (ïñåâäîñôåðà), a � ðàäèóñ ïñåâäîñôåðû; ρ2 � êâàäðàò äëèíû
ðàäèóñà-âåêòîðà íà ïëîñêîñòè ρ =

∫
ds0.

I Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü è ìåòðèêó 3-õ ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
ïîñòîÿííîé êðèâèçíû â ôîðìå (1), ãäå ds20 óæå ìåòðèêà ïëîñêîãî

òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E3, ρ2 ≡ r2 � êâàäðàò äëèíû
ðàäèóñà-âåêòîðà â E3. Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ r, θ, ϕ, (z = r sin θ)
òàêèì îáðàçîì, èìååì:

ds2 =
ds20

(1 + kr2)2
≡
dr2 + r2(cos2 θdϕ2 + dθ2)

(1 + kr2)2
. (2)

I Ïåðåõîäÿ îò ïåðåìåííîé r ê ïåðåìåííîé χ:

r = ath
χ

a
, (k = −1/a2); r = aχ (k = 0); r = atg

χ

a
, (k = 1/a2), (3)
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Òðåõìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû è ìåòðèêè Ôðèäìàíà

I ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî ìåòðèêó òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé
êðèâèçíû â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî!
(dΩ = cos2 θdϕ2 + dθ2 � ìåòðèêà ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà):

ds2 =

{
a2(dχ2 + sin2 χdΩ2), k = 1/a2;
a2(dχ2 + χ2dΩ2), k = 0;
a2(dχ2 + sh2χdΩ2), k = −1/a2.

(4)

I Ýòó ìåòðèêó ìîæíî òàêæå çàïèñàòü ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

ds2 = a2(dχ2 + %2(χ)dΩ2), %(χ) =

{
sinχ, k = 1/a2;
χ, k = 0;
shχ, k = −1/a2.

(5)

I Çàìåòèì, ÷òî ìåòðèêà (2) ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíî ïëîñêîé.

I Ñîãëàñíî (5) äèôôåðåíöèàëû äëèíû äóãè ïðè ñìåùåíèè âäîëü χ
(ϕ = Const, θ = Const) è âäîëü ϕ (χ = χ0 = Const, θ = Const = θ0 = 0)
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî: dsχ = adχ, dsϕ = a%(χ)dϕ. Ïîýòîìó îòíîøåíèå
äëèíû îêðóæíîñòè C ê åå ðàäèóñó R â ýòîì ìèðå ðàâíî:
C/R = 2π%(χ0)/χ0 � ðàâíî íóëþ äëÿ ïëîñêîãî ìèðà, ìåíüøå 2π äëÿ
ïðîñòðàíñòâà îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû è áîëüøå 2π äëÿ ïðîñòðàíñòâà
ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû (ñì. Èãíàòüåâ, Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ).
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Òðåõìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû è ìåòðèêè Ôðèäìàíà

I ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî ìåòðèêó òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé
êðèâèçíû â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî!
(dΩ = cos2 θdϕ2 + dθ2 � ìåòðèêà ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà):

ds2 =

{
a2(dχ2 + sin2 χdΩ2), k = 1/a2;
a2(dχ2 + χ2dΩ2), k = 0;
a2(dχ2 + sh2χdΩ2), k = −1/a2.

(4)

I Ýòó ìåòðèêó ìîæíî òàêæå çàïèñàòü ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

ds2 = a2(dχ2 + %2(χ)dΩ2), %(χ) =

{
sinχ, k = 1/a2;
χ, k = 0;
shχ, k = −1/a2.

(5)

I Çàìåòèì, ÷òî ìåòðèêà (2) ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíî ïëîñêîé.

I Ñîãëàñíî (5) äèôôåðåíöèàëû äëèíû äóãè ïðè ñìåùåíèè âäîëü χ
(ϕ = Const, θ = Const) è âäîëü ϕ (χ = χ0 = Const, θ = Const = θ0 = 0)
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî: dsχ = adχ, dsϕ = a%(χ)dϕ. Ïîýòîìó îòíîøåíèå
äëèíû îêðóæíîñòè C ê åå ðàäèóñó R â ýòîì ìèðå ðàâíî:
C/R = 2π%(χ0)/χ0 � ðàâíî íóëþ äëÿ ïëîñêîãî ìèðà, ìåíüøå 2π äëÿ
ïðîñòðàíñòâà îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû è áîëüøå 2π äëÿ ïðîñòðàíñòâà
ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû (ñì. Èãíàòüåâ, Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ).



@
P
ro
fe
ss
or

Y
u
ri
i
G
.
Ig
n
a
t'
ev
,
K
a
za
n
F
ed

er
a
l
U
n
iv
er
si
ty

Òðåõìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû è ìåòðèêè Ôðèäìàíà

I ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî ìåòðèêó òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé
êðèâèçíû â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî!
(dΩ = cos2 θdϕ2 + dθ2 � ìåòðèêà ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà):

ds2 =

{
a2(dχ2 + sin2 χdΩ2), k = 1/a2;
a2(dχ2 + χ2dΩ2), k = 0;
a2(dχ2 + sh2χdΩ2), k = −1/a2.

(4)

I Ýòó ìåòðèêó ìîæíî òàêæå çàïèñàòü ýêâèâàëåíòíîì âèäå:
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Ïî÷åìó íàøà Âñåëåííàÿ íå âñåãäà áûëà òàêîé, êàê ñåé÷àñ?

I Ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè çâåçäû íå ìîãëè ãîðåòü áåñêîíå÷íî
äîëãî, òàê êàê ðàíî èëè ïîçäíî, ëþáûå çàïàñû ýíåðãèè èñ÷åðïûâàþòñÿ.

I Åñëè æå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî çâåçäû ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì ãîðÿò
áåñêîíå÷íî äîëãî, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî èçëó÷åííûõ ôîòîíîâ
ïîñòîÿííî óâåëè÷èâàåòñÿ, ñòàëî áûòü, óâåëè÷èâàåòñÿ è èõ ïëîòíîñòü.

I

.
.

Figure 3. Ôîòîìåòðè÷åñêèé ïàðàäîêñ(ïàðàäîêñ
Îëüáåðñà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çâåçäû âî Âñåëåí-
íîé ðàñïðåäåëåíû â ñðåäíåì ðàâíîìåðíî ñ ïëîòíî-
ñòüþ ρ = Const, òàê ÷òî â ñôåðè÷åñêîì ñëîå òîë-
ùèíîé dr íàõîäÿòñÿ dN = ρ4πr2dr çâåçä. Ïóñòü
S0 � ñðåäíÿÿ ñâåòèìîñòü çâåçä, òîãäà îò çâåçäû
íà ðàññòîÿíèè r íà Çåìëå áóäåò çàôèêñèðîâàíà
èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ i0 = S0/r

2. Òàêèì îá-
ðàçîì, âêëàä â èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ îò ñôå-
ðè÷åñêîãî ñëîÿ áóäåò dI = i0dN = 4πρS0dr,
à èíòåíñèâíîñòü, ñîçäàâàåìàÿ çâåçäàìè, íàõîäÿ-
ùèìèñÿ â øàðå ðàäèóñà r íà Çåìëå, áóäåò ðàâíà
I(r) = 4πρS0r. Ïðè r → ∞ I → ∞ � òåïëîâàÿ
ñìåðòü.

I Ãðàâèòàöèîííûé ïàðàäîêñ(ïàðàäîêñ Çååëèãåðà). Ñîãëàñíî òåîðèè Íüþòîíà
íà òåëî ìàññû m äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè îò ìàññû, çàêëþ÷åííîé â ñôåðå
ðàäèóñà r: F = −mM(r)G/r2 = −mG4πρr/3. Íî â îäíîðîäíîé Âñåëåííîé
íåò öåíòðà, ïîýòîìó ñèëà ñòàíîâèòñÿ íåîïðåäåëåííîé. Íà ñàìîì äåëå ïðè
ïðàâèëüíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ýòîò ïàðàäîêñ ñíèìàåòñÿ â Íüþòîíîâñêîé
òåîðèè, íî ïðè ýòîì òåîðèÿ äîëæíà áûòü íåñòàöèîíàðíîé (Áîííîð).



@
P
ro
fe
ss
or

Y
u
ri
i
G
.
Ig
n
a
t'
ev
,
K
a
za
n
F
ed

er
a
l
U
n
iv
er
si
ty

Ïî÷åìó íàøà Âñåëåííàÿ íå âñåãäà áûëà òàêîé, êàê ñåé÷àñ?

I Ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè çâåçäû íå ìîãëè ãîðåòü áåñêîíå÷íî
äîëãî, òàê êàê ðàíî èëè ïîçäíî, ëþáûå çàïàñû ýíåðãèè èñ÷åðïûâàþòñÿ.

I Åñëè æå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî çâåçäû ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì ãîðÿò
áåñêîíå÷íî äîëãî, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî èçëó÷åííûõ ôîòîíîâ
ïîñòîÿííî óâåëè÷èâàåòñÿ, ñòàëî áûòü, óâåëè÷èâàåòñÿ è èõ ïëîòíîñòü.

I

.
.

Figure 3. Ôîòîìåòðè÷åñêèé ïàðàäîêñ(ïàðàäîêñ
Îëüáåðñà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çâåçäû âî Âñåëåí-
íîé ðàñïðåäåëåíû â ñðåäíåì ðàâíîìåðíî ñ ïëîòíî-
ñòüþ ρ = Const, òàê ÷òî â ñôåðè÷åñêîì ñëîå òîë-
ùèíîé dr íàõîäÿòñÿ dN = ρ4πr2dr çâåçä. Ïóñòü
S0 � ñðåäíÿÿ ñâåòèìîñòü çâåçä, òîãäà îò çâåçäû
íà ðàññòîÿíèè r íà Çåìëå áóäåò çàôèêñèðîâàíà
èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ i0 = S0/r

2. Òàêèì îá-
ðàçîì, âêëàä â èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ îò ñôå-
ðè÷åñêîãî ñëîÿ áóäåò dI = i0dN = 4πρS0dr,
à èíòåíñèâíîñòü, ñîçäàâàåìàÿ çâåçäàìè, íàõîäÿ-
ùèìèñÿ â øàðå ðàäèóñà r íà Çåìëå, áóäåò ðàâíà
I(r) = 4πρS0r. Ïðè r → ∞ I → ∞ � òåïëîâàÿ
ñìåðòü.

I Ãðàâèòàöèîííûé ïàðàäîêñ(ïàðàäîêñ Çååëèãåðà). Ñîãëàñíî òåîðèè Íüþòîíà
íà òåëî ìàññû m äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè îò ìàññû, çàêëþ÷åííîé â ñôåðå
ðàäèóñà r: F = −mM(r)G/r2 = −mG4πρr/3. Íî â îäíîðîäíîé Âñåëåííîé
íåò öåíòðà, ïîýòîìó ñèëà ñòàíîâèòñÿ íåîïðåäåëåííîé. Íà ñàìîì äåëå ïðè
ïðàâèëüíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ýòîò ïàðàäîêñ ñíèìàåòñÿ â Íüþòîíîâñêîé
òåîðèè, íî ïðè ýòîì òåîðèÿ äîëæíà áûòü íåñòàöèîíàðíîé (Áîííîð).



@
P
ro
fe
ss
or

Y
u
ri
i
G
.
Ig
n
a
t'
ev
,
K
a
za
n
F
ed

er
a
l
U
n
iv
er
si
ty

Ïî÷åìó íàøà Âñåëåííàÿ íå âñåãäà áûëà òàêîé, êàê ñåé÷àñ?

I Ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè çâåçäû íå ìîãëè ãîðåòü áåñêîíå÷íî
äîëãî, òàê êàê ðàíî èëè ïîçäíî, ëþáûå çàïàñû ýíåðãèè èñ÷åðïûâàþòñÿ.

I Åñëè æå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî çâåçäû ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì ãîðÿò
áåñêîíå÷íî äîëãî, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî èçëó÷åííûõ ôîòîíîâ
ïîñòîÿííî óâåëè÷èâàåòñÿ, ñòàëî áûòü, óâåëè÷èâàåòñÿ è èõ ïëîòíîñòü.

I

.
.

Figure 3. Ôîòîìåòðè÷åñêèé ïàðàäîêñ(ïàðàäîêñ
Îëüáåðñà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çâåçäû âî Âñåëåí-
íîé ðàñïðåäåëåíû â ñðåäíåì ðàâíîìåðíî ñ ïëîòíî-
ñòüþ ρ = Const, òàê ÷òî â ñôåðè÷åñêîì ñëîå òîë-
ùèíîé dr íàõîäÿòñÿ dN = ρ4πr2dr çâåçä. Ïóñòü
S0 � ñðåäíÿÿ ñâåòèìîñòü çâåçä, òîãäà îò çâåçäû
íà ðàññòîÿíèè r íà Çåìëå áóäåò çàôèêñèðîâàíà
èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ i0 = S0/r

2. Òàêèì îá-
ðàçîì, âêëàä â èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ îò ñôå-
ðè÷åñêîãî ñëîÿ áóäåò dI = i0dN = 4πρS0dr,
à èíòåíñèâíîñòü, ñîçäàâàåìàÿ çâåçäàìè, íàõîäÿ-
ùèìèñÿ â øàðå ðàäèóñà r íà Çåìëå, áóäåò ðàâíà
I(r) = 4πρS0r. Ïðè r → ∞ I → ∞ � òåïëîâàÿ
ñìåðòü.

I Ãðàâèòàöèîííûé ïàðàäîêñ(ïàðàäîêñ Çååëèãåðà). Ñîãëàñíî òåîðèè Íüþòîíà
íà òåëî ìàññû m äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè îò ìàññû, çàêëþ÷åííîé â ñôåðå
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ïðàâèëüíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ýòîò ïàðàäîêñ ñíèìàåòñÿ â Íüþòîíîâñêîé
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Ìåòðèêà Ôðèäìàíà

I Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, ìåòðèêó ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà -
âðåìåíè ñëåäóåò çàïèñàòü â âèäå (Ôðèäìàí, 1922)1:

ds2 = dt2 − a2(t)(dχ2 + %2(χ)dΩ2), (6)

êîòîðóþ ìû è áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü Ìåòðèêîé Ôðèäìàíà. Êàê
èçâåñòíî, ó ïîáåäû âñåãäà ìíîãî ðîäèòåëåé, ïîýòîìó, åñòåñòâåííî, ê
ôàìèëèè Ôðèäìàíà ¾ñêîðî¿ áûëè äîáàâëåíû èíîñòðàííûå ôàìèëèè
Ëåìåòðà (1927), Ðîáåðòñîíà - Óîêêåðà (1935). Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå
ìåòðèêó Ôðèäìàíà íàçûâàþò àíãëîñàêñîíñêèìè èìåíàìè Ðîáåðòñîíà è
Óîêêåðà.

I Ïðîèçâîäÿ çàìåíó âðåìåííîé ïåðåìåííîé

t =

∫
a(η)dη ↔ η =

∫
dt

a(t)
, (7)

ýòó ìåòðèêó ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â êîíôîðìíî - ñòàöèîíàðíîì âèäå:

ds2 = a2(η)(dη2 − dχ2 − %2(χ)dΩ2). (8)

1
Â 1922 ã. Àëåêñàíäð Ôðèäìàí îïóáëèêîâàë ðåøåíèå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà äëÿ ïðîñòðàíñòâà

ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, à â 1924 - äëÿ ïðîñòðàíñòâà îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, ïðè÷åì ðåøåíèÿ

ñðàçó ó÷èòûâàëè êîñìîëîãè÷åñêèé ÷ëåí, è áûë ïîêàçàí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ðåøåíèÿì

Ýéíøòåéíà è äå-Ñèòòåðà.
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Â 1922 ã. Àëåêñàíäð Ôðèäìàí îïóáëèêîâàë ðåøåíèå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà äëÿ ïðîñòðàíñòâà

ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, à â 1924 - äëÿ ïðîñòðàíñòâà îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, ïðè÷åì ðåøåíèÿ

ñðàçó ó÷èòûâàëè êîñìîëîãè÷åñêèé ÷ëåí, è áûë ïîêàçàí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ðåøåíèÿì

Ýéíøòåéíà è äå-Ñèòòåðà.
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Ìåòðèêà Ôðèäìàíà

I Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, ìåòðèêó ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà -
âðåìåíè ñëåäóåò çàïèñàòü â âèäå (Ôðèäìàí, 1922)1:

ds2 = dt2 − a2(t)(dχ2 + %2(χ)dΩ2), (6)

êîòîðóþ ìû è áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü Ìåòðèêîé Ôðèäìàíà. Êàê
èçâåñòíî, ó ïîáåäû âñåãäà ìíîãî ðîäèòåëåé, ïîýòîìó, åñòåñòâåííî, ê
ôàìèëèè Ôðèäìàíà ¾ñêîðî¿ áûëè äîáàâëåíû èíîñòðàííûå ôàìèëèè
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ìåòðèêó Ôðèäìàíà íàçûâàþò àíãëîñàêñîíñêèìè èìåíàìè Ðîáåðòñîíà è
Óîêêåðà.

I Ïðîèçâîäÿ çàìåíó âðåìåííîé ïåðåìåííîé

t =

∫
a(η)dη ↔ η =

∫
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a(t)
, (7)

ýòó ìåòðèêó ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â êîíôîðìíî - ñòàöèîíàðíîì âèäå:

ds2 = a2(η)(dη2 − dχ2 − %2(χ)dΩ2). (8)

1
Â 1922 ã. Àëåêñàíäð Ôðèäìàí îïóáëèêîâàë ðåøåíèå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà äëÿ ïðîñòðàíñòâà

ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, à â 1924 - äëÿ ïðîñòðàíñòâà îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, ïðè÷åì ðåøåíèÿ

ñðàçó ó÷èòûâàëè êîñìîëîãè÷åñêèé ÷ëåí, è áûë ïîêàçàí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ðåøåíèÿì

Ýéíøòåéíà è äå-Ñèòòåðà.



@
P
ro
fe
ss
or

Y
u
ri
i
G
.
Ig
n
a
t'
ev
,
K
a
za
n
F
ed

er
a
l
U
n
iv
er
si
ty

Êèíåìàòèêà èçîòðîïíîé Âñåëåííîé Ôðèäìàíà
I Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìèðîâûå ëèíèè r = r0 =

−−−→
const ÿâëÿþòñÿ

ãåîäåçè÷åñêèìè ìèðà Ôðèäìàíà (äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Ñåòü ýòèõ
ãåîäåçè÷åñêèõ, ïîêðûâàþùèõ âåñü ìèð Ôðèäìàíà, ðåàëèçóåò ñèíõðîííóþ
ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñîîòâåòñòâóþùóþ íàáëþäàòåëÿì. Òîãäà â ëþáîé ìîìåíò
ñèíõðîííîãî âðåìåíè äâà òàêèõ íàáëþäàòåëÿ â ìåòðèêå (6) èìåþò
ïîñòîÿííûå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû χ0, θ0, ϕ0 è
χ0 + δχ, , θ0 + δθ, ϕ0 + δϕ. Êâàäðàò ñèíõðîííîãî (îäíîâðåìåííîãî)
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè íàáëþäàòåëÿìè â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíî:

δ`2 = a2(t)(δχ2 + %2(χ)δΩ2). (9)
Åñëè ȧ 6= 0 ðàññòîÿíèå ìåæäó íàáëþäàòåëÿìè â ìèðå Ôðèäìàíà
èçìåíÿåòñÿ. Îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü äâóõ íàáëþäàòåëåé ïîëó÷èì
äèôôåðåíöèðîâàíèåì (9) ïî âðåìåíè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî v = d`/dt:

2δ`
δ`

dt
= 2aȧ(dχ2 + %2(χ)dΩ2) ≡ 2

ȧ

a
δ`2

I Îòñþäà ïîëó÷àåì ëèíåéíûé çàêîí äëÿ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè:

δ`

dt
≡ v(t) = H(t)δ`;

(
H(t) ≡

ȧ

a

)
, (10)

ãäå H(t) � òàê íàçûâàåìàÿ ïîñòîÿííàÿ Õàááëà.
I Áåçðàçìåðíûé èíâàðèàíò

Ω ≡
äa

ȧ2
(11)

íàçûâàåòñÿ êîñìîëîãè÷åñêèì óñêîðåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, H > 0
ñîîòâåòñòâóåò ðàñøèðåíèþ Âñåëåííîé, H = 0 � ñòàöèîíàðíîé Âñåëåííîé,
H < 0 � ñæàòèþ Âñåëåííîé. Ýäâèí Õàááë, 1929 - ýêñïåðèìåíòàëüíîå
ïîäòâåðæäåíèå. Ñîâðåìåííîå çíà÷åíèÿ H = 67, 80± 0, 77 (êì/ñ)/Ìïê èëè
(2, 197± 0, 025) · 10−18c−1= → 1.14 · 1010 ëåò (t ∼ H−1).
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Êèíåìàòèêà èçîòðîïíîé Âñåëåííîé Ôðèäìàíà
I Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìèðîâûå ëèíèè r = r0 =

−−−→
const ÿâëÿþòñÿ
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χ0 + δχ, , θ0 + δθ, ϕ0 + δϕ. Êâàäðàò ñèíõðîííîãî (îäíîâðåìåííîãî)
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè íàáëþäàòåëÿìè â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíî:

δ`2 = a2(t)(δχ2 + %2(χ)δΩ2). (9)
Åñëè ȧ 6= 0 ðàññòîÿíèå ìåæäó íàáëþäàòåëÿìè â ìèðå Ôðèäìàíà
èçìåíÿåòñÿ. Îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü äâóõ íàáëþäàòåëåé ïîëó÷èì
äèôôåðåíöèðîâàíèåì (9) ïî âðåìåíè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî v = d`/dt:

2δ`
δ`

dt
= 2aȧ(dχ2 + %2(χ)dΩ2) ≡ 2

ȧ

a
δ`2

I Îòñþäà ïîëó÷àåì ëèíåéíûé çàêîí äëÿ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè:

δ`

dt
≡ v(t) = H(t)δ`;

(
H(t) ≡

ȧ

a

)
, (10)

ãäå H(t) � òàê íàçûâàåìàÿ ïîñòîÿííàÿ Õàááëà.
I Áåçðàçìåðíûé èíâàðèàíò

Ω ≡
äa

ȧ2
(11)

íàçûâàåòñÿ êîñìîëîãè÷åñêèì óñêîðåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, H > 0
ñîîòâåòñòâóåò ðàñøèðåíèþ Âñåëåííîé, H = 0 � ñòàöèîíàðíîé Âñåëåííîé,
H < 0 � ñæàòèþ Âñåëåííîé. Ýäâèí Õàááë, 1929 - ýêñïåðèìåíòàëüíîå
ïîäòâåðæäåíèå. Ñîâðåìåííîå çíà÷åíèÿ H = 67, 80± 0, 77 (êì/ñ)/Ìïê èëè
(2, 197± 0, 025) · 10−18c−1= → 1.14 · 1010 ëåò (t ∼ H−1).
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Êèíåìàòèêà èçîòðîïíîé Âñåëåííîé Ôðèäìàíà
I Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìèðîâûå ëèíèè r = r0 =

−−−→
const ÿâëÿþòñÿ

ãåîäåçè÷åñêèìè ìèðà Ôðèäìàíà (äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Ñåòü ýòèõ
ãåîäåçè÷åñêèõ, ïîêðûâàþùèõ âåñü ìèð Ôðèäìàíà, ðåàëèçóåò ñèíõðîííóþ
ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñîîòâåòñòâóþùóþ íàáëþäàòåëÿì. Òîãäà â ëþáîé ìîìåíò
ñèíõðîííîãî âðåìåíè äâà òàêèõ íàáëþäàòåëÿ â ìåòðèêå (6) èìåþò
ïîñòîÿííûå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû χ0, θ0, ϕ0 è
χ0 + δχ, , θ0 + δθ, ϕ0 + δϕ. Êâàäðàò ñèíõðîííîãî (îäíîâðåìåííîãî)
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè íàáëþäàòåëÿìè â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíî:

δ`2 = a2(t)(δχ2 + %2(χ)δΩ2). (9)
Åñëè ȧ 6= 0 ðàññòîÿíèå ìåæäó íàáëþäàòåëÿìè â ìèðå Ôðèäìàíà
èçìåíÿåòñÿ. Îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü äâóõ íàáëþäàòåëåé ïîëó÷èì
äèôôåðåíöèðîâàíèåì (9) ïî âðåìåíè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî v = d`/dt:

2δ`
δ`

dt
= 2aȧ(dχ2 + %2(χ)dΩ2) ≡ 2

ȧ

a
δ`2

I Îòñþäà ïîëó÷àåì ëèíåéíûé çàêîí äëÿ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè:

δ`

dt
≡ v(t) = H(t)δ`;

(
H(t) ≡

ȧ

a

)
, (10)

ãäå H(t) � òàê íàçûâàåìàÿ ïîñòîÿííàÿ Õàááëà.
I Áåçðàçìåðíûé èíâàðèàíò

Ω ≡
äa

ȧ2
(11)

íàçûâàåòñÿ êîñìîëîãè÷åñêèì óñêîðåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, H > 0
ñîîòâåòñòâóåò ðàñøèðåíèþ Âñåëåííîé, H = 0 � ñòàöèîíàðíîé Âñåëåííîé,
H < 0 � ñæàòèþ Âñåëåííîé. Ýäâèí Õàááë, 1929 - ýêñïåðèìåíòàëüíîå
ïîäòâåðæäåíèå. Ñîâðåìåííîå çíà÷åíèÿ H = 67, 80± 0, 77 (êì/ñ)/Ìïê èëè
(2, 197± 0, 025) · 10−18c−1= → 1.14 · 1010 ëåò (t ∼ H−1).
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Êèíåìàòèêà èçîòðîïíîé Âñåëåííîé Ôðèäìàíà
I Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìèðîâûå ëèíèè r = r0 =

−−−→
const ÿâëÿþòñÿ

ãåîäåçè÷åñêèìè ìèðà Ôðèäìàíà (äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Ñåòü ýòèõ
ãåîäåçè÷åñêèõ, ïîêðûâàþùèõ âåñü ìèð Ôðèäìàíà, ðåàëèçóåò ñèíõðîííóþ
ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñîîòâåòñòâóþùóþ íàáëþäàòåëÿì. Òîãäà â ëþáîé ìîìåíò
ñèíõðîííîãî âðåìåíè äâà òàêèõ íàáëþäàòåëÿ â ìåòðèêå (6) èìåþò
ïîñòîÿííûå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû χ0, θ0, ϕ0 è
χ0 + δχ, , θ0 + δθ, ϕ0 + δϕ. Êâàäðàò ñèíõðîííîãî (îäíîâðåìåííîãî)
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè íàáëþäàòåëÿìè â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíî:

δ`2 = a2(t)(δχ2 + %2(χ)δΩ2). (9)
Åñëè ȧ 6= 0 ðàññòîÿíèå ìåæäó íàáëþäàòåëÿìè â ìèðå Ôðèäìàíà
èçìåíÿåòñÿ. Îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü äâóõ íàáëþäàòåëåé ïîëó÷èì
äèôôåðåíöèðîâàíèåì (9) ïî âðåìåíè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî v = d`/dt:

2δ`
δ`

dt
= 2aȧ(dχ2 + %2(χ)dΩ2) ≡ 2

ȧ

a
δ`2

I Îòñþäà ïîëó÷àåì ëèíåéíûé çàêîí äëÿ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè:

δ`

dt
≡ v(t) = H(t)δ`;

(
H(t) ≡

ȧ

a

)
, (10)

ãäå H(t) � òàê íàçûâàåìàÿ ïîñòîÿííàÿ Õàááëà.
I Áåçðàçìåðíûé èíâàðèàíò

Ω ≡
äa

ȧ2
(11)

íàçûâàåòñÿ êîñìîëîãè÷åñêèì óñêîðåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, H > 0
ñîîòâåòñòâóåò ðàñøèðåíèþ Âñåëåííîé, H = 0 � ñòàöèîíàðíîé Âñåëåííîé,
H < 0 � ñæàòèþ Âñåëåííîé. Ýäâèí Õàááë, 1929 - ýêñïåðèìåíòàëüíîå
ïîäòâåðæäåíèå. Ñîâðåìåííîå çíà÷åíèÿ H = 67, 80± 0, 77 (êì/ñ)/Ìïê èëè
(2, 197± 0, 025) · 10−18c−1= → 1.14 · 1010 ëåò (t ∼ H−1).
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Êèíåìàòèêà èçîòðîïíîé Âñåëåííîé Ôðèäìàíà
I Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìèðîâûå ëèíèè r = r0 =

−−−→
const ÿâëÿþòñÿ

ãåîäåçè÷åñêèìè ìèðà Ôðèäìàíà (äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Ñåòü ýòèõ
ãåîäåçè÷åñêèõ, ïîêðûâàþùèõ âåñü ìèð Ôðèäìàíà, ðåàëèçóåò ñèíõðîííóþ
ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñîîòâåòñòâóþùóþ íàáëþäàòåëÿì. Òîãäà â ëþáîé ìîìåíò
ñèíõðîííîãî âðåìåíè äâà òàêèõ íàáëþäàòåëÿ â ìåòðèêå (6) èìåþò
ïîñòîÿííûå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû χ0, θ0, ϕ0 è
χ0 + δχ, , θ0 + δθ, ϕ0 + δϕ. Êâàäðàò ñèíõðîííîãî (îäíîâðåìåííîãî)
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè íàáëþäàòåëÿìè â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíî:

δ`2 = a2(t)(δχ2 + %2(χ)δΩ2). (9)
Åñëè ȧ 6= 0 ðàññòîÿíèå ìåæäó íàáëþäàòåëÿìè â ìèðå Ôðèäìàíà
èçìåíÿåòñÿ. Îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü äâóõ íàáëþäàòåëåé ïîëó÷èì
äèôôåðåíöèðîâàíèåì (9) ïî âðåìåíè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî v = d`/dt:

2δ`
δ`

dt
= 2aȧ(dχ2 + %2(χ)dΩ2) ≡ 2

ȧ

a
δ`2

I Îòñþäà ïîëó÷àåì ëèíåéíûé çàêîí äëÿ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè:

δ`

dt
≡ v(t) = H(t)δ`;

(
H(t) ≡

ȧ

a

)
, (10)

ãäå H(t) � òàê íàçûâàåìàÿ ïîñòîÿííàÿ Õàááëà.
I Áåçðàçìåðíûé èíâàðèàíò

Ω ≡
äa

ȧ2
(11)

íàçûâàåòñÿ êîñìîëîãè÷åñêèì óñêîðåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, H > 0
ñîîòâåòñòâóåò ðàñøèðåíèþ Âñåëåííîé, H = 0 � ñòàöèîíàðíîé Âñåëåííîé,
H < 0 � ñæàòèþ Âñåëåííîé. Ýäâèí Õàááë, 1929 - ýêñïåðèìåíòàëüíîå
ïîäòâåðæäåíèå. Ñîâðåìåííîå çíà÷åíèÿ H = 67, 80± 0, 77 (êì/ñ)/Ìïê èëè
(2, 197± 0, 025) · 10−18c−1= → 1.14 · 1010 ëåò (t ∼ H−1).
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Êèíåìàòèêà èçîòðîïíîé Âñåëåííîé Ôðèäìàíà
I Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìèðîâûå ëèíèè r = r0 =

−−−→
const ÿâëÿþòñÿ

ãåîäåçè÷åñêèìè ìèðà Ôðèäìàíà (äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Ñåòü ýòèõ
ãåîäåçè÷åñêèõ, ïîêðûâàþùèõ âåñü ìèð Ôðèäìàíà, ðåàëèçóåò ñèíõðîííóþ
ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñîîòâåòñòâóþùóþ íàáëþäàòåëÿì. Òîãäà â ëþáîé ìîìåíò
ñèíõðîííîãî âðåìåíè äâà òàêèõ íàáëþäàòåëÿ â ìåòðèêå (6) èìåþò
ïîñòîÿííûå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû χ0, θ0, ϕ0 è
χ0 + δχ, , θ0 + δθ, ϕ0 + δϕ. Êâàäðàò ñèíõðîííîãî (îäíîâðåìåííîãî)
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè íàáëþäàòåëÿìè â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíî:

δ`2 = a2(t)(δχ2 + %2(χ)δΩ2). (9)
Åñëè ȧ 6= 0 ðàññòîÿíèå ìåæäó íàáëþäàòåëÿìè â ìèðå Ôðèäìàíà
èçìåíÿåòñÿ. Îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü äâóõ íàáëþäàòåëåé ïîëó÷èì
äèôôåðåíöèðîâàíèåì (9) ïî âðåìåíè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî v = d`/dt:

2δ`
δ`

dt
= 2aȧ(dχ2 + %2(χ)dΩ2) ≡ 2

ȧ

a
δ`2

I Îòñþäà ïîëó÷àåì ëèíåéíûé çàêîí äëÿ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè:

δ`

dt
≡ v(t) = H(t)δ`;

(
H(t) ≡

ȧ

a

)
, (10)

ãäå H(t) � òàê íàçûâàåìàÿ ïîñòîÿííàÿ Õàááëà.
I Áåçðàçìåðíûé èíâàðèàíò

Ω ≡
äa

ȧ2
(11)

íàçûâàåòñÿ êîñìîëîãè÷åñêèì óñêîðåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, H > 0
ñîîòâåòñòâóåò ðàñøèðåíèþ Âñåëåííîé, H = 0 � ñòàöèîíàðíîé Âñåëåííîé,
H < 0 � ñæàòèþ Âñåëåííîé. Ýäâèí Õàááë, 1929 - ýêñïåðèìåíòàëüíîå
ïîäòâåðæäåíèå. Ñîâðåìåííîå çíà÷åíèÿ H = 67, 80± 0, 77 (êì/ñ)/Ìïê èëè
(2, 197± 0, 025) · 10−18c−1= → 1.14 · 1010 ëåò (t ∼ H−1).
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Êèíåìàòèêà èçîòðîïíîé Âñåëåííîé Ôðèäìàíà
I Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìèðîâûå ëèíèè r = r0 =
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ñèíõðîííîãî âðåìåíè äâà òàêèõ íàáëþäàòåëÿ â ìåòðèêå (6) èìåþò
ïîñòîÿííûå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû χ0, θ0, ϕ0 è
χ0 + δχ, , θ0 + δθ, ϕ0 + δϕ. Êâàäðàò ñèíõðîííîãî (îäíîâðåìåííîãî)
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè íàáëþäàòåëÿìè â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíî:

δ`2 = a2(t)(δχ2 + %2(χ)δΩ2). (9)
Åñëè ȧ 6= 0 ðàññòîÿíèå ìåæäó íàáëþäàòåëÿìè â ìèðå Ôðèäìàíà
èçìåíÿåòñÿ. Îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü äâóõ íàáëþäàòåëåé ïîëó÷èì
äèôôåðåíöèðîâàíèåì (9) ïî âðåìåíè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî v = d`/dt:

2δ`
δ`

dt
= 2aȧ(dχ2 + %2(χ)dΩ2) ≡ 2

ȧ

a
δ`2

I Îòñþäà ïîëó÷àåì ëèíåéíûé çàêîí äëÿ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè:

δ`

dt
≡ v(t) = H(t)δ`;

(
H(t) ≡

ȧ

a

)
, (10)

ãäå H(t) � òàê íàçûâàåìàÿ ïîñòîÿííàÿ Õàááëà.
I Áåçðàçìåðíûé èíâàðèàíò

Ω ≡
äa

ȧ2
(11)

íàçûâàåòñÿ êîñìîëîãè÷åñêèì óñêîðåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, H > 0
ñîîòâåòñòâóåò ðàñøèðåíèþ Âñåëåííîé, H = 0 � ñòàöèîíàðíîé Âñåëåííîé,
H < 0 � ñæàòèþ Âñåëåííîé. Ýäâèí Õàááë, 1929 - ýêñïåðèìåíòàëüíîå
ïîäòâåðæäåíèå. Ñîâðåìåííîå çíà÷åíèÿ H = 67, 80± 0, 77 (êì/ñ)/Ìïê èëè
(2, 197± 0, 025) · 10−18c−1= → 1.14 · 1010 ëåò (t ∼ H−1).
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Âû÷èñëåíèÿ ñ ìåòðèêîé Ôðèäìàíà

I Âû÷èñëèì ìåòðè÷åñêèå âåëè÷èíû äëÿ ìåòðèêè Ôðèäìàíà äëÿ ìåòðèêè (8)
âû÷èñëèòü ñàìîñòîÿòåëüíî îòëè÷íûå îò íóëÿ ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ 2-ãî
ðîäà äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ôðèäìàíà (8, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëû äëÿ
ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ êðèâèçíû (5):

Γ1
14 = Γ2

24 = Γ3
34 =

ȧ

a
; Γ1

22 = −ρρ′; Γ1
33 = −ρρ′ cos2 θ;

Γ2
12 = Γ3

13 =
ρ′

ρ
; Γ2

33 = cos θ sin θ; Γ3
23 = −tgθ;

Γ4
11 = aȧ; Γ4

22 = aȧρ2; Γ4
33 = aȧρ2 cos2 θ. (12)

Òî÷êîé îáîçíà÷åíû ïðîèçâîäíûå ïî êîíôîðìíîìó âðåìåíè η, øòðèõîì �
ïðîèçâîäíûå ïî χ.

I Îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà Ýéíøòåéíà: Ïðè ýòîì íàäî èìåòü
ââèäó ñëåäóþùèå ïîëåçíûå ñîîòíîøåíèÿ:

1− ρ′2 = ερ2, ρ′′ = −ερ, (13)

ãäå ε = 1 â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, ε = 0 â ñëó÷àå íóëåâîé
êðèâèçíû è ε = −1 â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû äîêàçàòü
ñàìîñòîÿòåëüíî. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì äëÿ îòëè÷íûõ îò íóëÿ
ñìåøàííûõ êîìïîíåíò òåíçîðà Ýéíøòåéíà2:

G1
1 = G2

2 = G3
3 =

2aä− ȧ2 + εa2

a4
; G4

4 = 3
εa2 + ȧ2

a4
;R = −6

εa+ ä

a2
. (14)

2
Ïðè âû÷èñëåíèÿõ â Maple íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî íàøå îïðåäåëåíèå òåíçîðà Ýéíøòåéíà è

îïðåäåëåíèå Maple îòëè÷àþòñÿ çíàêîì!
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Âû÷èñëåíèÿ ñ ìåòðèêîé Ôðèäìàíà

I Âû÷èñëèì ìåòðè÷åñêèå âåëè÷èíû äëÿ ìåòðèêè Ôðèäìàíà äëÿ ìåòðèêè (8)
âû÷èñëèòü ñàìîñòîÿòåëüíî îòëè÷íûå îò íóëÿ ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ 2-ãî
ðîäà äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ôðèäìàíà (8, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëû äëÿ
ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ êðèâèçíû (5):

Γ1
14 = Γ2

24 = Γ3
34 =

ȧ

a
; Γ1

22 = −ρρ′; Γ1
33 = −ρρ′ cos2 θ;

Γ2
12 = Γ3

13 =
ρ′

ρ
; Γ2

33 = cos θ sin θ; Γ3
23 = −tgθ;

Γ4
11 = aȧ; Γ4

22 = aȧρ2; Γ4
33 = aȧρ2 cos2 θ. (12)

Òî÷êîé îáîçíà÷åíû ïðîèçâîäíûå ïî êîíôîðìíîìó âðåìåíè η, øòðèõîì �
ïðîèçâîäíûå ïî χ.

I Îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà Ýéíøòåéíà: Ïðè ýòîì íàäî èìåòü
ââèäó ñëåäóþùèå ïîëåçíûå ñîîòíîøåíèÿ:

1− ρ′2 = ερ2, ρ′′ = −ερ, (13)

ãäå ε = 1 â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, ε = 0 â ñëó÷àå íóëåâîé
êðèâèçíû è ε = −1 â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû äîêàçàòü
ñàìîñòîÿòåëüíî. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì äëÿ îòëè÷íûõ îò íóëÿ
ñìåøàííûõ êîìïîíåíò òåíçîðà Ýéíøòåéíà2:

G1
1 = G2

2 = G3
3 =

2aä− ȧ2 + εa2

a4
; G4

4 = 3
εa2 + ȧ2

a4
;R = −6

εa+ ä

a2
. (14)
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Ïðè âû÷èñëåíèÿõ â Maple íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî íàøå îïðåäåëåíèå òåíçîðà Ýéíøòåéíà è

îïðåäåëåíèå Maple îòëè÷àþòñÿ çíàêîì!
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Âû÷èñëåíèÿ ñ ìåòðèêîé Ôðèäìàíà

I Âû÷èñëèì ìåòðè÷åñêèå âåëè÷èíû äëÿ ìåòðèêè Ôðèäìàíà äëÿ ìåòðèêè (8)
âû÷èñëèòü ñàìîñòîÿòåëüíî îòëè÷íûå îò íóëÿ ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ 2-ãî
ðîäà äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ôðèäìàíà (8, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëû äëÿ
ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ êðèâèçíû (5):

Γ1
14 = Γ2

24 = Γ3
34 =

ȧ

a
; Γ1

22 = −ρρ′; Γ1
33 = −ρρ′ cos2 θ;

Γ2
12 = Γ3

13 =
ρ′

ρ
; Γ2

33 = cos θ sin θ; Γ3
23 = −tgθ;

Γ4
11 = aȧ; Γ4

22 = aȧρ2; Γ4
33 = aȧρ2 cos2 θ. (12)

Òî÷êîé îáîçíà÷åíû ïðîèçâîäíûå ïî êîíôîðìíîìó âðåìåíè η, øòðèõîì �
ïðîèçâîäíûå ïî χ.

I Îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà Ýéíøòåéíà: Ïðè ýòîì íàäî èìåòü
ââèäó ñëåäóþùèå ïîëåçíûå ñîîòíîøåíèÿ:

1− ρ′2 = ερ2, ρ′′ = −ερ, (13)

ãäå ε = 1 â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, ε = 0 â ñëó÷àå íóëåâîé
êðèâèçíû è ε = −1 â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû äîêàçàòü
ñàìîñòîÿòåëüíî. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì äëÿ îòëè÷íûõ îò íóëÿ
ñìåøàííûõ êîìïîíåíò òåíçîðà Ýéíøòåéíà2:

G1
1 = G2

2 = G3
3 =

2aä− ȧ2 + εa2

a4
; G4

4 = 3
εa2 + ȧ2

a4
;R = −6

εa+ ä

a2
. (14)
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Ïðè âû÷èñëåíèÿõ â Maple íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî íàøå îïðåäåëåíèå òåíçîðà Ýéíøòåéíà è

îïðåäåëåíèå Maple îòëè÷àþòñÿ çíàêîì!
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Òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà è óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà
I Âñëåäñòâèå èçîòðîïíîñòè è îäíîðîäíîñòè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

òðåõìåðíàÿ ÷àñòü òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà òàêæå äîëæíà ñîñòàâëÿòü
òðåõìåðíûé îäíîðîäíûé è èçîòðîïíûé òåíçîð, ò.å., îí äîëæåí áûòü
èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé è ïåðåíîñîâ òðåõìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà

T iku
k = ε ui (15)

òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà äîëæåí èìåòü âèä:

T ik
∗
=

 −P (η) 0 0 0
0 −P (η) 0 0
0 0 −P (η) 0
0 0 0 ε(η)

⇒ T ik = (ε+ P )uiuk − Pδik, (16)

ò.å., òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà èçîòðîïíîãî îäíîðîäíîãî ìèðà äîëæåí
ñîâïàäàòü ñ òåíçîðîì ýíåðãèè - èìïóëüñà èäåàëüíîé æèäêîñòè.

I Åäèíè÷íûé âðåìåíèïîäîáíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû T ik, u
i,

îòâå÷àþùèé ïîëîæèòåëüíîìó çíà÷åíèþ ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ε > 0,
íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ñêîðîñòüþ ìàòåðèè, à ïîëîæèòåëüíîå
ñîáñòâåííîå ÷èñëî ε � ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè ìàòåðèè; ñîáñòâåííûå ÷èñëà P ,
îòâå÷àþùèå ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì ñîáñòâåííûì âåêòîðàì v

(α)

i,

íàçûâàþòñÿ äàâëåíèÿìè âäîëü îñåé v
(α)

.

I Èç ñðàâíåíèÿ (14) è (16) ñëåäóåò, ÷òî èìååòñÿ âñåãî ëèøü 2 íåçàâèñèìûõ
óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà íà 3 íåèçâåñòíûå ôóíêöèè: a(η), ε(η), P (η). Ïîýòîìó
äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé íåîáõîäèìî íàëîæèòü åùå îäíî
óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå P è ε � óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ:

P = P (ε). (17)

Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåòñÿ âíóòðåííèì ôèçè÷åñêèì ñîñòîÿíèåì ìàòåðèè
è ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò åå ìîäåëè.
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Òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà è óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà
I Âñëåäñòâèå èçîòðîïíîñòè è îäíîðîäíîñòè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

òðåõìåðíàÿ ÷àñòü òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà òàêæå äîëæíà ñîñòàâëÿòü
òðåõìåðíûé îäíîðîäíûé è èçîòðîïíûé òåíçîð, ò.å., îí äîëæåí áûòü
èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé è ïåðåíîñîâ òðåõìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà

T iku
k = ε ui (15)

òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà äîëæåí èìåòü âèä:

T ik
∗
=

 −P (η) 0 0 0
0 −P (η) 0 0
0 0 −P (η) 0
0 0 0 ε(η)

⇒ T ik = (ε+ P )uiuk − Pδik, (16)

ò.å., òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà èçîòðîïíîãî îäíîðîäíîãî ìèðà äîëæåí
ñîâïàäàòü ñ òåíçîðîì ýíåðãèè - èìïóëüñà èäåàëüíîé æèäêîñòè.

I Åäèíè÷íûé âðåìåíèïîäîáíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû T ik, u
i,

îòâå÷àþùèé ïîëîæèòåëüíîìó çíà÷åíèþ ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ε > 0,
íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ñêîðîñòüþ ìàòåðèè, à ïîëîæèòåëüíîå
ñîáñòâåííîå ÷èñëî ε � ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè ìàòåðèè; ñîáñòâåííûå ÷èñëà P ,
îòâå÷àþùèå ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì ñîáñòâåííûì âåêòîðàì v

(α)

i,

íàçûâàþòñÿ äàâëåíèÿìè âäîëü îñåé v
(α)

.

I Èç ñðàâíåíèÿ (14) è (16) ñëåäóåò, ÷òî èìååòñÿ âñåãî ëèøü 2 íåçàâèñèìûõ
óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà íà 3 íåèçâåñòíûå ôóíêöèè: a(η), ε(η), P (η). Ïîýòîìó
äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé íåîáõîäèìî íàëîæèòü åùå îäíî
óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå P è ε � óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ:

P = P (ε). (17)

Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåòñÿ âíóòðåííèì ôèçè÷åñêèì ñîñòîÿíèåì ìàòåðèè
è ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò åå ìîäåëè.
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Òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà è óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà
I Âñëåäñòâèå èçîòðîïíîñòè è îäíîðîäíîñòè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

òðåõìåðíàÿ ÷àñòü òåíçîðà ýíåðãèè - èìïóëüñà òàêæå äîëæíà ñîñòàâëÿòü
òðåõìåðíûé îäíîðîäíûé è èçîòðîïíûé òåíçîð, ò.å., îí äîëæåí áûòü
èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé è ïåðåíîñîâ òðåõìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà

T iku
k = ε ui (15)

òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà äîëæåí èìåòü âèä:

T ik
∗
=

 −P (η) 0 0 0
0 −P (η) 0 0
0 0 −P (η) 0
0 0 0 ε(η)

⇒ T ik = (ε+ P )uiuk − Pδik, (16)

ò.å., òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà èçîòðîïíîãî îäíîðîäíîãî ìèðà äîëæåí
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.

I Èç ñðàâíåíèÿ (14) è (16) ñëåäóåò, ÷òî èìååòñÿ âñåãî ëèøü 2 íåçàâèñèìûõ
óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà íà 3 íåèçâåñòíûå ôóíêöèè: a(η), ε(η), P (η). Ïîýòîìó
äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé íåîáõîäèìî íàëîæèòü åùå îäíî
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P = P (ε). (17)
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.
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Òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà è óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà

I Íà îñíîâå (14) è (16) ñôîðìóëèðóåì ñèñòåìó íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé
Ýéíøòåéíà (â ïëàíêîâñêîé ñèñòåìå åäèíèö ~ = G = c = 1!):

G1
1 =

2aä− ȧ2 + εa2

a4
= −8πP (ε); (18)

G4
4 = 3

εa2 + ȧ2

a4
= 8πε. (19)

I Íà îñíîâå ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü èõ äèôôåðåíöèàëüíîå
ñëåäñòâèå:

d

dη
G4

4 ≡ 6
ȧ

a5
(−εa2 + aä− 2ȧ2); G4

4 −G1
1 = −

2

a4
(−εa2 − 2ȧ2 + aä);

⇒
dG4

4

dη
+ 3

ȧ

a
(G4

4 −G1
1) = 0 ⇒

dε

dη
+ 3

ȧ

a
(ε+ P (ε)) = 0 (20)

� çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ýòîò æå çàêîí ìîæíî ïîëó÷èòü è ïðÿìûì
ìåòîäîì, âû÷èñëÿÿ êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇kTki = 0 (âû÷èñëèòü
ñàìîñòîÿòåëüíî).

I Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (20) ìîæíî âçÿòü âìåñòî îäíîãî èç íåçàâèñèìûõ
óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà. Ïðè çàäàííîì óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ óðàâíåíèå (20)
èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ:

3 ln a = −
∫

dε

ε+ P (ε)
+ Const, (21)

ïîýòîìó ôîðìàëüíî óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ Âñåëåííîé Ôðèäìàíà
âñåãäà ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó èíòåãðî - äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (19).
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a4
= 8πε. (19)

I Íà îñíîâå ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü èõ äèôôåðåíöèàëüíîå
ñëåäñòâèå:

d

dη
G4

4 ≡ 6
ȧ
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âñåãäà ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó èíòåãðî - äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (19).
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Òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà è óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà

I Íà îñíîâå (14) è (16) ñôîðìóëèðóåì ñèñòåìó íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé
Ýéíøòåéíà (â ïëàíêîâñêîé ñèñòåìå åäèíèö ~ = G = c = 1!):

G1
1 =

2aä− ȧ2 + εa2

a4
= −8πP (ε); (18)

G4
4 = 3

εa2 + ȧ2

a4
= 8πε. (19)

I Íà îñíîâå ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü èõ äèôôåðåíöèàëüíîå
ñëåäñòâèå:

d

dη
G4

4 ≡ 6
ȧ

a5
(−εa2 + aä− 2ȧ2); G4

4 −G1
1 = −

2

a4
(−εa2 − 2ȧ2 + aä);

⇒
dG4

4

dη
+ 3

ȧ

a
(G4

4 −G1
1) = 0 ⇒

dε

dη
+ 3

ȧ

a
(ε+ P (ε)) = 0 (20)

� çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ýòîò æå çàêîí ìîæíî ïîëó÷èòü è ïðÿìûì
ìåòîäîì, âû÷èñëÿÿ êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇kTki = 0 (âû÷èñëèòü
ñàìîñòîÿòåëüíî).

I Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (20) ìîæíî âçÿòü âìåñòî îäíîãî èç íåçàâèñèìûõ
óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà. Ïðè çàäàííîì óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ óðàâíåíèå (20)
èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ:

3 ln a = −
∫

dε

ε+ P (ε)
+ Const, (21)

ïîýòîìó ôîðìàëüíî óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ Âñåëåííîé Ôðèäìàíà
âñåãäà ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó èíòåãðî - äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (19).
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1 =
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= −8πP (ε); (18)
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4 = 3
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a4
= 8πε. (19)
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I Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (20) ìîæíî âçÿòü âìåñòî îäíîãî èç íåçàâèñèìûõ
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èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ:

3 ln a = −
∫
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ε+ P (ε)
+ Const, (21)
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I Íà îñíîâå (14) è (16) ñôîðìóëèðóåì ñèñòåìó íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé
Ýéíøòåéíà (â ïëàíêîâñêîé ñèñòåìå åäèíèö ~ = G = c = 1!):

G1
1 =

2aä− ȧ2 + εa2

a4
= −8πP (ε); (18)

G4
4 = 3

εa2 + ȧ2

a4
= 8πε. (19)

I Íà îñíîâå ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü èõ äèôôåðåíöèàëüíîå
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4 −G1
1 = −
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(G4

4 −G1
1) = 0 ⇒

dε

dη
+ 3
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a
(ε+ P (ε)) = 0 (20)

� çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ýòîò æå çàêîí ìîæíî ïîëó÷èòü è ïðÿìûì
ìåòîäîì, âû÷èñëÿÿ êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇kTki = 0 (âû÷èñëèòü
ñàìîñòîÿòåëüíî).

I Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (20) ìîæíî âçÿòü âìåñòî îäíîãî èç íåçàâèñèìûõ
óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà. Ïðè çàäàííîì óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ óðàâíåíèå (20)
èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ:

3 ln a = −
∫

dε

ε+ P (ε)
+ Const, (21)

ïîýòîìó ôîðìàëüíî óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ Âñåëåííîé Ôðèäìàíà
âñåãäà ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó èíòåãðî - äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (19).
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Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ

I Â ðåëÿòèâèñòñêîé ãèäðîäèíàìèêå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèå

dP

dε
=
v2s
c2

(22)

îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü çâóêà vs â èçîòðîïíîé ìàòåðèè. Ïðè ýòîì íàäî
ïîìíèòü, ÷òî ε � åñòü ïëîòíîñòü ýíåðãèè ìàòåðèè ñ ó÷åòîì åå ìàññû ïîêîÿ.
Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü çâóêà äîëæíà áûòü ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà, èìååòñÿ
îãðàíè÷åíèå: dP/dε ≤ 1.

I ×àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. ×àñòî â ìîäåëüíûõ
èññëåäîâàíèÿõ èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìîå áàðîòðîïè÷åñêîå óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ:

P = kε (23)

ãäå áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò k ≤ 1 íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì
áàðîòðîïû.

I Â ÷àñòíîñòè, k = 0⇒ P → 0 ñîîòâåòñòâóåò íåðåëÿòèâèñòñêîìó óðàâíåíèþ
ñîñòîÿíèÿ, â ýòîì ñëó÷àå ε = %c2 (% � ïëîòíîñòü âåùåñòâà);

I k = 1/3 � óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ (ýòî óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷àåòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè ìàññà ïîêîÿ ñîñòàâëÿþùèõ
ìàòåðèþ ÷àñòèö è ôèçè÷åñêèõ ïîëåé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ); k = 1 � ïðåäåëüíî
- æåñòêîìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â êîñìîëîãèè
ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì áàðîòðîïû, â
÷àñòíîñòè, −1 < k < −1/3 � êâèíòýññåíöèÿ; k = −1 � âàêóóìíîå óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ, k < −1 � ôàíòîìíàÿ ýíåðãèÿ (òåìíàÿ ýíåðãèÿ);
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Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ

I Â ðåëÿòèâèñòñêîé ãèäðîäèíàìèêå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèå

dP

dε
=
v2s
c2

(22)

îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü çâóêà vs â èçîòðîïíîé ìàòåðèè. Ïðè ýòîì íàäî
ïîìíèòü, ÷òî ε � åñòü ïëîòíîñòü ýíåðãèè ìàòåðèè ñ ó÷åòîì åå ìàññû ïîêîÿ.
Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü çâóêà äîëæíà áûòü ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà, èìååòñÿ
îãðàíè÷åíèå: dP/dε ≤ 1.

I ×àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. ×àñòî â ìîäåëüíûõ
èññëåäîâàíèÿõ èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìîå áàðîòðîïè÷åñêîå óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ:

P = kε (23)

ãäå áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò k ≤ 1 íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì
áàðîòðîïû.

I Â ÷àñòíîñòè, k = 0⇒ P → 0 ñîîòâåòñòâóåò íåðåëÿòèâèñòñêîìó óðàâíåíèþ
ñîñòîÿíèÿ, â ýòîì ñëó÷àå ε = %c2 (% � ïëîòíîñòü âåùåñòâà);

I k = 1/3 � óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ (ýòî óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷àåòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè ìàññà ïîêîÿ ñîñòàâëÿþùèõ
ìàòåðèþ ÷àñòèö è ôèçè÷åñêèõ ïîëåé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ); k = 1 � ïðåäåëüíî
- æåñòêîìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â êîñìîëîãèè
ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì áàðîòðîïû, â
÷àñòíîñòè, −1 < k < −1/3 � êâèíòýññåíöèÿ; k = −1 � âàêóóìíîå óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ, k < −1 � ôàíòîìíàÿ ýíåðãèÿ (òåìíàÿ ýíåðãèÿ);
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Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ

I Â ðåëÿòèâèñòñêîé ãèäðîäèíàìèêå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèå

dP

dε
=
v2s
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(22)

îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü çâóêà vs â èçîòðîïíîé ìàòåðèè. Ïðè ýòîì íàäî
ïîìíèòü, ÷òî ε � åñòü ïëîòíîñòü ýíåðãèè ìàòåðèè ñ ó÷åòîì åå ìàññû ïîêîÿ.
Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü çâóêà äîëæíà áûòü ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà, èìååòñÿ
îãðàíè÷åíèå: dP/dε ≤ 1.

I ×àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. ×àñòî â ìîäåëüíûõ
èññëåäîâàíèÿõ èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìîå áàðîòðîïè÷åñêîå óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ:

P = kε (23)

ãäå áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò k ≤ 1 íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì
áàðîòðîïû.

I Â ÷àñòíîñòè, k = 0⇒ P → 0 ñîîòâåòñòâóåò íåðåëÿòèâèñòñêîìó óðàâíåíèþ
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ìàòåðèþ ÷àñòèö è ôèçè÷åñêèõ ïîëåé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ); k = 1 � ïðåäåëüíî
- æåñòêîìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â êîñìîëîãèè
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îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü çâóêà vs â èçîòðîïíîé ìàòåðèè. Ïðè ýòîì íàäî
ïîìíèòü, ÷òî ε � åñòü ïëîòíîñòü ýíåðãèè ìàòåðèè ñ ó÷åòîì åå ìàññû ïîêîÿ.
Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü çâóêà äîëæíà áûòü ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà, èìååòñÿ
îãðàíè÷åíèå: dP/dε ≤ 1.

I ×àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. ×àñòî â ìîäåëüíûõ
èññëåäîâàíèÿõ èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìîå áàðîòðîïè÷åñêîå óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ:

P = kε (23)

ãäå áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò k ≤ 1 íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì
áàðîòðîïû.
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ñîñòîÿíèÿ, â ýòîì ñëó÷àå ε = %c2 (% � ïëîòíîñòü âåùåñòâà);

I k = 1/3 � óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ (ýòî óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷àåòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè ìàññà ïîêîÿ ñîñòàâëÿþùèõ
ìàòåðèþ ÷àñòèö è ôèçè÷åñêèõ ïîëåé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ); k = 1 � ïðåäåëüíî
- æåñòêîìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â êîñìîëîãèè
ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì áàðîòðîïû, â
÷àñòíîñòè, −1 < k < −1/3 � êâèíòýññåíöèÿ; k = −1 � âàêóóìíîå óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ, k < −1 � ôàíòîìíàÿ ýíåðãèÿ (òåìíàÿ ýíåðãèÿ);
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Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ

I Â ðåëÿòèâèñòñêîé ãèäðîäèíàìèêå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèå

dP

dε
=
v2s
c2

(22)

îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü çâóêà vs â èçîòðîïíîé ìàòåðèè. Ïðè ýòîì íàäî
ïîìíèòü, ÷òî ε � åñòü ïëîòíîñòü ýíåðãèè ìàòåðèè ñ ó÷åòîì åå ìàññû ïîêîÿ.
Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü çâóêà äîëæíà áûòü ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà, èìååòñÿ
îãðàíè÷åíèå: dP/dε ≤ 1.

I ×àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. ×àñòî â ìîäåëüíûõ
èññëåäîâàíèÿõ èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìîå áàðîòðîïè÷åñêîå óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ:

P = kε (23)

ãäå áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò k ≤ 1 íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì
áàðîòðîïû.

I Â ÷àñòíîñòè, k = 0⇒ P → 0 ñîîòâåòñòâóåò íåðåëÿòèâèñòñêîìó óðàâíåíèþ
ñîñòîÿíèÿ, â ýòîì ñëó÷àå ε = %c2 (% � ïëîòíîñòü âåùåñòâà);

I k = 1/3 � óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ (ýòî óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷àåòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè ìàññà ïîêîÿ ñîñòàâëÿþùèõ
ìàòåðèþ ÷àñòèö è ôèçè÷åñêèõ ïîëåé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ); k = 1 � ïðåäåëüíî
- æåñòêîìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â êîñìîëîãèè
ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì áàðîòðîïû, â
÷àñòíîñòè, −1 < k < −1/3 � êâèíòýññåíöèÿ; k = −1 � âàêóóìíîå óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ, k < −1 � ôàíòîìíàÿ ýíåðãèÿ (òåìíàÿ ýíåðãèÿ);
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Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ

I Â ðåëÿòèâèñòñêîé ãèäðîäèíàìèêå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèå

dP

dε
=
v2s
c2

(22)

îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü çâóêà vs â èçîòðîïíîé ìàòåðèè. Ïðè ýòîì íàäî
ïîìíèòü, ÷òî ε � åñòü ïëîòíîñòü ýíåðãèè ìàòåðèè ñ ó÷åòîì åå ìàññû ïîêîÿ.
Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü çâóêà äîëæíà áûòü ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà, èìååòñÿ
îãðàíè÷åíèå: dP/dε ≤ 1.

I ×àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. ×àñòî â ìîäåëüíûõ
èññëåäîâàíèÿõ èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìîå áàðîòðîïè÷åñêîå óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ:

P = kε (23)

ãäå áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò k ≤ 1 íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì
áàðîòðîïû.

I Â ÷àñòíîñòè, k = 0⇒ P → 0 ñîîòâåòñòâóåò íåðåëÿòèâèñòñêîìó óðàâíåíèþ
ñîñòîÿíèÿ, â ýòîì ñëó÷àå ε = %c2 (% � ïëîòíîñòü âåùåñòâà);

I k = 1/3 � óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ (ýòî óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷àåòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè ìàññà ïîêîÿ ñîñòàâëÿþùèõ
ìàòåðèþ ÷àñòèö è ôèçè÷åñêèõ ïîëåé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ); k = 1 � ïðåäåëüíî
- æåñòêîìó óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â êîñìîëîãèè
ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì áàðîòðîïû, â
÷àñòíîñòè, −1 < k < −1/3 � êâèíòýññåíöèÿ; k = −1 � âàêóóìíîå óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ, k < −1 � ôàíòîìíàÿ ýíåðãèÿ (òåìíàÿ ýíåðãèÿ);
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Ðåøåíèå Ôðèäìàíà è äðóãèå ÷àñòíûå êîñìîëîãè÷åñêèå ðåøåíèÿ
I Ôðèäìàí ïîëó÷èë ðåøåíèÿ äëÿ îäíîðîäíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ñ

ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíîé ñ ó÷åòîì êîñìîëîãè÷åñêîãî ÷ëåíà â ñëó÷àå
íåðåëÿòèâèñòñêîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ P = 0, ε = %c2, êîãäà óðàâíåíèå
(24) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ è äàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû:

3 ln a = −
∫

dε

ε
+ Const⇒ εa3 = Const⇔ %a3 = Const = ρ0. (24)

I Ìû çäåñü ðàññìîòðèì ñëó÷àè ïðîèçâîëüíîãî èíäåêñà êðèâèçíû ε, íî ïðè
Λ = 0 ( ñëó÷àé Λ 6= 0 ðàññìîòðåòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ
(24) â óðàâíåíèå (25) ïðèâîäèò åãî ê âèäó (ìû ïîëîæèëè a(η0) = 1,
ρ(η0) = ρ0):

3(εa2 + ȧ2) = 8πρ0a. (25)
Ñîâåðøèì ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

a→ a
8π

3
ρ0, (26)

òîãäà óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà ïðèìåò êîìïàêòíûé âèä:

εa2 + ȧ2 = a. (27)
I Èíòåãðèðóÿ åãî, ïîëó÷èì ðåøåíèå â êâàäðàòóðàõ:∫

da
√
a− εa2

= η + Const. (28)

I Èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (28) íàäî âû÷èñëÿòü
äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ε (âû÷èñëèòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

a(η) =


1
2

(1− cos η), ε = +1;
1
2
η2, ε = 0;

1
2

(chη − 1), ε = −1;

(29)
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íåðåëÿòèâèñòñêîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ P = 0, ε = %c2, êîãäà óðàâíåíèå
(24) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ è äàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû:

3 ln a = −
∫

dε

ε
+ Const⇒ εa3 = Const⇔ %a3 = Const = ρ0. (24)

I Ìû çäåñü ðàññìîòðèì ñëó÷àè ïðîèçâîëüíîãî èíäåêñà êðèâèçíû ε, íî ïðè
Λ = 0 ( ñëó÷àé Λ 6= 0 ðàññìîòðåòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ
(24) â óðàâíåíèå (25) ïðèâîäèò åãî ê âèäó (ìû ïîëîæèëè a(η0) = 1,
ρ(η0) = ρ0):

3(εa2 + ȧ2) = 8πρ0a. (25)
Ñîâåðøèì ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

a→ a
8π

3
ρ0, (26)

òîãäà óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà ïðèìåò êîìïàêòíûé âèä:

εa2 + ȧ2 = a. (27)
I Èíòåãðèðóÿ åãî, ïîëó÷èì ðåøåíèå â êâàäðàòóðàõ:∫

da
√
a− εa2

= η + Const. (28)

I Èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (28) íàäî âû÷èñëÿòü
äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ε (âû÷èñëèòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

a(η) =


1
2

(1− cos η), ε = +1;
1
2
η2, ε = 0;

1
2

(chη − 1), ε = −1;

(29)
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I Ôðèäìàí ïîëó÷èë ðåøåíèÿ äëÿ îäíîðîäíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ñ
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íåðåëÿòèâèñòñêîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ P = 0, ε = %c2, êîãäà óðàâíåíèå
(24) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ è äàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû:

3 ln a = −
∫

dε

ε
+ Const⇒ εa3 = Const⇔ %a3 = Const = ρ0. (24)

I Ìû çäåñü ðàññìîòðèì ñëó÷àè ïðîèçâîëüíîãî èíäåêñà êðèâèçíû ε, íî ïðè
Λ = 0 ( ñëó÷àé Λ 6= 0 ðàññìîòðåòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ
(24) â óðàâíåíèå (25) ïðèâîäèò åãî ê âèäó (ìû ïîëîæèëè a(η0) = 1,
ρ(η0) = ρ0):

3(εa2 + ȧ2) = 8πρ0a. (25)
Ñîâåðøèì ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

a→ a
8π

3
ρ0, (26)

òîãäà óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà ïðèìåò êîìïàêòíûé âèä:

εa2 + ȧ2 = a. (27)
I Èíòåãðèðóÿ åãî, ïîëó÷èì ðåøåíèå â êâàäðàòóðàõ:∫

da
√
a− εa2

= η + Const. (28)

I Èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (28) íàäî âû÷èñëÿòü
äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ε (âû÷èñëèòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

a(η) =
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2

(1− cos η), ε = +1;
1
2
η2, ε = 0;

1
2

(chη − 1), ε = −1;
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íåðåëÿòèâèñòñêîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ P = 0, ε = %c2, êîãäà óðàâíåíèå
(24) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ è äàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû:

3 ln a = −
∫

dε

ε
+ Const⇒ εa3 = Const⇔ %a3 = Const = ρ0. (24)

I Ìû çäåñü ðàññìîòðèì ñëó÷àè ïðîèçâîëüíîãî èíäåêñà êðèâèçíû ε, íî ïðè
Λ = 0 ( ñëó÷àé Λ 6= 0 ðàññìîòðåòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ
(24) â óðàâíåíèå (25) ïðèâîäèò åãî ê âèäó (ìû ïîëîæèëè a(η0) = 1,
ρ(η0) = ρ0):

3(εa2 + ȧ2) = 8πρ0a. (25)
Ñîâåðøèì ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

a→ a
8π

3
ρ0, (26)

òîãäà óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà ïðèìåò êîìïàêòíûé âèä:

εa2 + ȧ2 = a. (27)
I Èíòåãðèðóÿ åãî, ïîëó÷èì ðåøåíèå â êâàäðàòóðàõ:∫

da
√
a− εa2

= η + Const. (28)

I Èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (28) íàäî âû÷èñëÿòü
äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ε (âû÷èñëèòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

a(η) =


1
2

(1− cos η), ε = +1;
1
2
η2, ε = 0;

1
2

(chη − 1), ε = −1;

(29)
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I Ôðèäìàí ïîëó÷èë ðåøåíèÿ äëÿ îäíîðîäíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ñ

ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíîé ñ ó÷åòîì êîñìîëîãè÷åñêîãî ÷ëåíà â ñëó÷àå
íåðåëÿòèâèñòñêîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ P = 0, ε = %c2, êîãäà óðàâíåíèå
(24) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ è äàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû:

3 ln a = −
∫

dε

ε
+ Const⇒ εa3 = Const⇔ %a3 = Const = ρ0. (24)

I Ìû çäåñü ðàññìîòðèì ñëó÷àè ïðîèçâîëüíîãî èíäåêñà êðèâèçíû ε, íî ïðè
Λ = 0 ( ñëó÷àé Λ 6= 0 ðàññìîòðåòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ
(24) â óðàâíåíèå (25) ïðèâîäèò åãî ê âèäó (ìû ïîëîæèëè a(η0) = 1,
ρ(η0) = ρ0):

3(εa2 + ȧ2) = 8πρ0a. (25)
Ñîâåðøèì ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

a→ a
8π

3
ρ0, (26)

òîãäà óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà ïðèìåò êîìïàêòíûé âèä:

εa2 + ȧ2 = a. (27)
I Èíòåãðèðóÿ åãî, ïîëó÷èì ðåøåíèå â êâàäðàòóðàõ:∫

da
√
a− εa2

= η + Const. (28)

I Èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (28) íàäî âû÷èñëÿòü
äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ε (âû÷èñëèòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

a(η) =


1
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(1− cos η), ε = +1;
1
2
η2, ε = 0;

1
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(chη − 1), ε = −1;
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(24) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ è äàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû:

3 ln a = −
∫

dε

ε
+ Const⇒ εa3 = Const⇔ %a3 = Const = ρ0. (24)

I Ìû çäåñü ðàññìîòðèì ñëó÷àè ïðîèçâîëüíîãî èíäåêñà êðèâèçíû ε, íî ïðè
Λ = 0 ( ñëó÷àé Λ 6= 0 ðàññìîòðåòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ
(24) â óðàâíåíèå (25) ïðèâîäèò åãî ê âèäó (ìû ïîëîæèëè a(η0) = 1,
ρ(η0) = ρ0):

3(εa2 + ȧ2) = 8πρ0a. (25)
Ñîâåðøèì ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

a→ a
8π

3
ρ0, (26)

òîãäà óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà ïðèìåò êîìïàêòíûé âèä:

εa2 + ȧ2 = a. (27)
I Èíòåãðèðóÿ åãî, ïîëó÷èì ðåøåíèå â êâàäðàòóðàõ:∫

da
√
a− εa2

= η + Const. (28)

I Èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (28) íàäî âû÷èñëÿòü
äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ε (âû÷èñëèòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

a(η) =


1
2

(1− cos η), ε = +1;
1
2
η2, ε = 0;

1
2

(chη − 1), ε = −1;

(29)
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(24) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ è äàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû:
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∫
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ρ(η0) = ρ0):
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3
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εa2 + ȧ2 = a. (27)
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I Èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (28) íàäî âû÷èñëÿòü
äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ε (âû÷èñëèòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:
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I Èíòåãðèðóÿ åãî, ïîëó÷èì ðåøåíèå â êâàäðàòóðàõ:∫

da
√
a− εa2

= η + Const. (28)
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∫
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ε
+ Const⇒ εa3 = Const⇔ %a3 = Const = ρ0. (24)
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(24) â óðàâíåíèå (25) ïðèâîäèò åãî ê âèäó (ìû ïîëîæèëè a(η0) = 1,
ρ(η0) = ρ0):

3(εa2 + ȧ2) = 8πρ0a. (25)
Ñîâåðøèì ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

a→ a
8π

3
ρ0, (26)

òîãäà óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà ïðèìåò êîìïàêòíûé âèä:

εa2 + ȧ2 = a. (27)
I Èíòåãðèðóÿ åãî, ïîëó÷èì ðåøåíèå â êâàäðàòóðàõ:∫

da
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a− εa2
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I Èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (28) íàäî âû÷èñëÿòü
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Ðåøåíèå Ôðèäìàíà è äðóãèå ÷àñòíûå êîñìîëîãè÷åñêèå ðåøåíèÿ

I Ïðè ïîëó÷åíèè ôîðìóë (29) ìû ó÷ëè ïðîèçâîëüíîñòü âûáîðà âðåìåííîé
ïåðåìåííîé, ò.å., èíâàðèàíòíîñòü ìåòðèêè Ôðèäìàíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà
η → η + Const, ïîäîáðàâ ïîñòîÿííóþ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñèíãóëÿðíîñòè
ìåòðèêè a = 0 ñîîòâåòñòâîâàëî íóëåâîå çíà÷åíèå âðåìåííîé ïåðåìåííîé
η = 0.

I Ïåðåõîäÿ ê ôèçè÷åñêîìó âðåìåíè t ïî ôîðìóëå (7), ïîëó÷èì ¾ñâÿçü
âðåìåí¿:

t =


1
2

(η − sin η), ε = +1;
1
6
η3, ε = 0;

1
2

(shη − η), ε = −1;

(30)

I Òàêèì îáðàçîì, ïðè η → 0 t→ η3/6, è ñ ó÷åòîì (24) íàéäåì:

a(t) '
(

3

4

)2/3

t2/3 ⇒ ρ =
16

9t2
. (31)

� â ïëàíêîâñêèõ åäèíèöàõ.
I Ñàìîñòîÿòåëüíî ðàçîáðàòü ðåøåíèå ñ êîñìîëîãè÷åñêèì ÷ëåíîì.
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1
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I Òàêèì îáðàçîì, ïðè η → 0 t→ η3/6, è ñ ó÷åòîì (24) íàéäåì:

a(t) '
(

3

4

)2/3

t2/3 ⇒ ρ =
16

9t2
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� â ïëàíêîâñêèõ åäèíèöàõ.
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ìåòðèêè a = 0 ñîîòâåòñòâîâàëî íóëåâîå çíà÷åíèå âðåìåííîé ïåðåìåííîé
η = 0.

I Ïåðåõîäÿ ê ôèçè÷åñêîìó âðåìåíè t ïî ôîðìóëå (7), ïîëó÷èì ¾ñâÿçü
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t =
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1
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3
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âðåìåí¿:

t =


1
2

(η − sin η), ε = +1;
1
6
η3, ε = 0;

1
2

(shη − η), ε = −1;

(30)
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