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В настоящей заметке, которую можно рассматривать 
как продолжение [1], доказывается, что каждая конечно 
порожденная проективная коммутативно-ассоциативная 
алгебра степени трансцендентности 2 над совершенным 
полем изоморфна кольцу многочленов от двух перемен
ных. Попутно уточняются некоторые другие результаты 
[и. 

Пусть имеются категории SR, 3ft и функторы D: $}-> 
-> 9ft, U: 3ft ->- 9ft, а также функторы «свободных объек
тов» Fg#: Sets ->• 9R, F^: Sets —>- 9ft, причем можно счи
тать, что DFw~-F%i, UFyt ^ Fw Зафиксируем эти естест
венные изоморфизмы и рассмотрим морфизмы в катего
рии Ж: я: Рш (X) -+- В, #: В ->- Fm (X) такие, что яд = 
= 1#. Теперь можно определить ф (я, Ф): 5 - > C/Z) (Л), 
i|) (я, Ф): CZD (5) ->- В как композиции: 

5 ^ > Fm (X) -^> # № * (X) ^Х UD (В), 

UD (В) - ^ 2 - UDFm (X) ^ > Fg» (X) ^ В. 

В [1] фактически был рассмотрен следующий случай: 
$? — категория пар (В, 95), где В — коммутативная ас
социативная Л-алгебра, 25 — идеал аугментации, В = 
= А © 25, и морфизмы — гомоморфизмы Л-алгебр 
/: (Д, » ) - > (С, £) такие, что / (») С S, SR = mod-i4, 
Я ((5, S3)) = 33/232, С/ (TV) = (SA (N), NSA (TV)), Fm 
и i ^ определяются очевидным образом. Имеется изомор-
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физм UD ({В, SB) = SA OB/82) ^ SA (QB/A 0B А), зави
сящий только от выбора 25 CI 5 , и можно переписать ф (я, 
Ф) так, как это сделано, например, в [2]: 

4)(n,$):B-^Fm(X) = A[X]^ 

= SA[X] (QAIXVA ®А[Х]В ®ВА) — ^ > SA(^B/A ®вА)=В0. 
Аналогично записывается о|) (я, Ф) (чтобы упростить 

запись, опущена информация об идеалах аугментации, ко
торые предполагаются фиксированными). Здесь через я 
обозначен гомоморфизм 5-модулей 

&А[хуА ®А1Х]В -> Q B M , n{dh®b) = d (я (h)) Ъ. 

ЛЕММА. Гомоморфизмы модулей дифференциалов 
^(я , #): QBJA (8) в0В -> QB/A» 

ф(я, *):QB/A (х)в#о -> QBO/A 
являются мономорфизмами. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Хорошо известно, что если 
QB/A = р (это — конечно порожденный проективный 
5-модуль), то 

QBJA = (P®BA)®AB0. 

Так как все идемпотенты В содержатся в А, то, со
гласно [3, лемма 3.1 из гл. 9 и предложение 7.3 из гл. 3], 
ранги модулей, о которых идет речь в формулировке лем
мы, равны. Перейдем к пополнениям: В в 25-адической 
фильтрации и В0 в стандартной убывающей фильтрации 
симметрической алгебры. Рассмотрим соответствующие 
фильтрации и пополнения модулей. Из определения ф 
и г|) следует, что D (ф (я, д)) и D (г|э (я, Ф)) — естественные 
изоморфизмы D (В) и DUD (В). Отсюда вытекает, что по
полнения ф и гр — сюръекции, а так как ранги равны, то 
и биекции. Ввиду отделимости фильтраций ф и ^ обязаны 
быть инъективными. 

ТЕОРЕМА. Если А — поле, то ф (я, Ф) и я|) (я, Ф) ин
дуцируют сепарабелъные расширения полей частных В 
и В0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим поле частных В 
через qt (В). Известно (см., например, [4]), что QB/A (8) 
<S)Bqt (В) ^ Q^(B)/A- Достаточно показать, что ф (я, Ф) 
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ИНДуЦИруеТ ИЗОМОрфиЗМ Qqt(B)/A ®qt{B)qt (B0) ->- Qq*(B0)/A 
и аналогичный факт относительно г|) (тс, $). Из естествен
ного изоморфизма 

®Ъав)/А ®qt(B) qt (B0) ^ Q B M (g)BB0 (х)в0 qt (B0) 
получаем коммутативную диаграмму 

1 - Ф 1 
ЙВ/А (Х)в^о > &BJA 

I - 4 I 
£2g*(B)/A (8)qt(B)qt (B0) —> Qq*(B,)/A 

Вертикальные стрелки — мономорфизмы. Так как 
qt (B0) — плоский 50-модуль, то интересующее нас ото
бражение, согласно лемме,— инъективный гомоморфизм 
векторных пространств одинаковой размерности, следо
вательно, биекция. Подобным же образом проводятся рас
суждения с г|) (я, Ф). Сепарабельность вытекает, например, 
из [5, гл. 2, теорема 40]. 

С л е д с т в и е . Пусть А — совершенное поле, В — 
конечно порожденная проективная А-алгебра размерности 
Крулля 2. Тогда В^А [Хг, Х2]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ранее это было доказано 
в предположении «стабильной свободное™» В: В IY1, . . . 
. . ., Ym] ^ А [Хг, . . ., Хт+2] (см. [6, 7, 8] и ряд других 
работ). Мы рассматриваем произвольный ретракт кольца 
многочленов. Рассуждения те же, что и в [1], где, не имея 
доказанной выше теоремы, пришлось брать поле нулевой 
характеристики. Применяется теорема 3 [7]. В ней тре
буется вложение В в A [Xv Х2], индуцирующее сепара-
бельное расширение полей частных,— это обеспечивает 
любой <р(я, О). Далее, требуется регулярность В и фак-
ториальность В (R) дЛ, где А — алгебраическое замыка
ние А. Регулярность доказана в [9, теорема 4.2, с. 289], 
факториальность самой алгебры В — в [10]. 

Стоит отметить, что в работе [7] при доказательстве тео
ремы о сокращении фактически также был использован 
гомоморфизм вида ф (я, Ф). Это следует из того, что, как 
можно показать, любой гомоморфизм ф': В -> В0 такой, 
что D (ф') — естественный изоморфизм, представим в виде 
ф' = ф (я, Ф) для некоторых л: А [X] -> В, Ф: В ->• А [X], 
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яФ = 1. Аналогичный факт выполняется для я|/: B0-+ 
-> В. Доказательство ввиду его длины будет опубликова
но в другой работе (см. также [И]). 

Предложение 1 [1] справедливо в гораздо более общей 
ситуации, например, для линейных мультиоператорных 
алгебр или для модулей над кольцами вида R = А 0 5R, 
31 — идеал и SR-адическая фильтрация отделима. Следст
вием является то, что ретракты пополнений свободных ал
гебр изоморфны с помощью любых ф (я, Ф) или я|) (я, Ф) 
пополнениям свободных алгебр (точнее — пополнениям 
аналогов симметрических алгебр проективных модулей, 
существующих в любом однородном многообразии). 
В частности, вновь получается доказанный другим спо
собом в [12] результат о свободности проективных алгебр 
в нильпотентных многообразиях. Заметим еще, что в 
следствии 1 [1, с. 649] условие Кег (я) С ((X)) является 
излишним. Это непосредственно вытекает из следствия В 
[13], результаты и доказательства которой, в сущности, 
не требуют предположения коммутативности. 

Что касается остальных результатов [1], то предложе
ние 2 обобщено в [2, предложение 2], и, наконец, можно 
указать простые примеры ср (я, Ф) и г|) (я, ft), не биектив
ных одновременно. Вот один из них. Пусть В = А [X] — 
кольцо многочленов от одного переменного. Определим 

я : А [Гг, Уя] -> В, Ф: В-> А [Гг, У а] , 
п (Хг) = X, я (Уа) = аХ\ О (X) = Y1 + Y \ - a*Y{. 

После отождествления В0 с А [X] имеем ср (я, Ф) (X) = 
= X — а2Х4, я|) (я, ft) (X) = X. Если а2 ф 0, то ср (я, 
ft) — не биекция, тогда как г|) (я, ft) — изоморфизм. 
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