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Валентная зона

O2-2p6

Вакансионная зона

Зона проводимости

V Cr Mn Fe Co Ni
-7,2
-7,0

-6,5

-6,0

-5,5

-5,0

-4,5

-4,2

-4,0

0 Вакуум

Cr3+3d3

V4+3d1

V3+3d2

Mn3+3d6

Mn2+3d5

Fe3+3d5

Co3+3d6

Co2+3d7

Fe2+3d6

-5,73

эВ

Ni2+3d8

Ti4+3dEc

Ef

Ov++

[Ov++Ti+3]+

[Ov 2Ti+3]0

���1 C1 
 ����������� *��#���.%���� �����$ ��������- ����%� 3=>?2 4 DEEF � *�%�'���� 8�
���.��$ 5���,�� ����. *��� �#��$ ,��**- '�%��� *�� ������+��� ����<���� *�����/(
:#���G�� ; �������. ���-�� .�%�����,� ������ . =>?2 DE7F

� ��������
�� �������
�� 5672 ��#
����
 
� 
��.�� � ��#$�.
�
� �����.
�! ��%
��0�
�� 
�
����
��.
�� �����
��� ����
����, 
� � � ��#$�.
�
� 
��$��
�� ���
�
�!����
��� �� ��������$� H�������, � ���:���� ������
������
$�
��� �
0���
� ���$$�� &� ���:���� ����
�
����
��+ ������� 
�
�
� ��0�
 ��
���
. �� �N ��
����/��
�$ ��������� � ����
�� ��# �� ��#�$��
�� ��� �#��
�
�� �����
���, 
�
� ����#���
��� ���.���� ����/��
�� ��������
�! ����
��� 8�9� *���$
�
��� ���%
�����
�! �� ��
�� �
��
� ��������
�� � �������
�
�� ���$��� ������� ����
�%

����

��� ����#:��� �$
���, ��
���� �����
�� ��
�/���� ���#��/
�� � ����%
��� �����#�
� ���
 ���
 ���
�, ���� ��� ����
����/����� �
�$�
$�� �������

��
H� ���� 4 �����
����
� 1���
��

�� #�

�� �
�$�
$�� ����
�
����

��� &
��
�%

!����
��/������+ �$
���, �����0����� ��
� �B%��
����� � $#��! ����
����/�����
����
��� ��� ���
� �# ���$
��, 1
����
�/����� $���
� ��������
�! �� ��
��
&����
���+ ��#��/
��� 
��� ��0�
 � #������

�� #�
� 5672 
� ����
��
�� 3�� 1	

�0� �
� #�
� ����������
� � ����#$�
 $#�$� ���#������
$� #�
$ ����
�� ��%
����� 3��÷3�= 1	 8229� *�����.�$ ��� ���
�

�� 
������
$�� /��
. 1���
��
��,
������#���

�! � 1
�� �� ��

�� #�
�, ��0�
 ��
. #������
� � #�
$ ���������%
�
�, 
� �$��� $����
� ������
. 1
$ #�
$ /��
�/
� #����
�

��� I
���
. #����
�
��
#�
� �
��/��
 $����
. O����� H� ���� 4 �������
� 
��0� ����0�
�� �B%$���
��
1
����� ������� ��#��/
�! 1����

�� ��$��� 0���#� &P, @Q, D<, RS, @F, T6+ ��
��

�� ����
� 82�9� )
��
��, /
� ������
� �����
����

�� #�

�� ���
�
� 
��%
����� ���#�� � �� ��

�� #�
� ����
����� �$
��� 5672 ����������
�� B%$���
�
��
�� ��$!����


��� �����.
� IF2+ � 
��!����


��� ��
���� P3+ , /
� ��������%
���
 ��#��0
$� ���.
$� �������#�:�� $���
�� 1
�! �B%1����

�� � �� ��

���
$���
��� 5672 �
	 �

���
�� ���
�

�! �����
� �$
���, ��������

��� ��
��� �B%�������,

�������

�� 
��� ���������
�� ����#����
, /
� 
����
�/�

��
. 
�����
��
���

�! ����#:�� '()* 
� ��
��� 5672 ��0�
 �#��
�
.�� ���/��� � ���
��
����/��
�� �
����

�� &�����

�����

��+ �������� U
� $
���0��
�� �������
%
�
������
� 
� ���� 2, ��� �����
����
� 1��������

��.
�� #��������
. ����/�
�



4= �1�1 ������ 	 9�1

���1 E1 9���.�) ��.�������/ �*�������,� ��,�����,� ������� . ����������%%������ 
*%������� ����%� 3=>?2 46 ��*%������.���- ������ ��!�%/��1 ������������) ��.����
����/ .��*������.���� �!���2�. �� ���2�����2�� *������ ���������� *� +����%� 3H41
��� �*��#�%����$ ���2�����2�� *������ 3#��� ��*%����2��4 ��!%(#����) *��� �# *��
����,����� &+������,�����

���
�

��� ����

�, ���!������� 
� ���
 �
�� �����.
�, �
 ��#� &����/��
��+
�
����

�� ������� �����.
� � �����

�����

�! ��
�����
����/����! ���%
�
�
��! 5672 � H��� ��
��.
�� �
�$�
$�
�� � ���
�

�� ���������
�� 844"
4�9 ����#����
, /
� 
� 
�/��.
�� 1
���, ��� ����! ��#�! �����

�:�� &��
0.75 · 1017 ��
V��2 +, � ���$/�

�� 5672 ����#$�
�� � ��
��
�� ���
�

��  �#�

�
���#���
�! ���:���
�
�� �����.
�, ��
���� ��������
 �$����������
�

��
�
���� ��� ���
�

�� 
������
$��� )�
��� � 1
�� �����
� ����! ��# ����$
%
�
�$�
 
��0� � 
����.��� ���� 
������� ���
���� ��
�� �����.
�, 
� �� ����%
���
�

�� ����� � ���
�

�� ����

 
�����
�� ����#:� ���
����0��� ����
*�� ������
�� ��#� �����

�:�� ���� ��
�� �����.
�, 
�!�����!�� �  ����

������� ���
����, ��#���
��
, � ��� ��������

�� ��#� &��
:�

��:�� �������+
�����!���
 ����!�� ����#:� �  �������
�

�� ���
��
��� H� ���� 2 1
�
 ����


���
��
�
�$�
 ��#� ����� 0.75 · 1017 ��
V��2 , /
� �
��/��
�� � 
� ������ ���
�
%

�� ��������/����
� ����#:�, ����/�
�

�� ��  ���$�� &W+, ���������� 
�0�+�
X���
��, /
� 
���� ���/������#
�� ���
 
����
�/�

��
� &��������/����
�+ !�%
���
���
 
��.�� ��� ����#:��, � ��
���! #
�/�
��.
�� /��
. ������� 
�!���
�� �
 ���� ��#�����

��� ���
���� �� ����
�� ��
:�

��:��� 
�����.�� ���:�

�� 84�9,
/
� �#
�/��
 �
�$
�
��� ������� ����

��� �#��������
��� ��0�$ 
����
I!�0��
. ��#���� #��������
� ���
�

�! �����
� 5672 , �����

�����

���

�����.
��, �� ���/������#
�� ������
��� 
����
�/�

��
� � ���
�� ��
:�

��%
:�� �B%������� � ��#�����

�! ������! YB"RS, YB"T6 � YB"@F 
�
�������
 
�
���� �����.#���
�� ������ I
�
��� ��� ��G��
�
��  �������
�
�#�� � '()*�
)����

��
. �������
�

��� �������� ���
��
 � 
��, /
� �
 �
�
���
��  ����%
���
�

�� ��� �������
�� � 
��$ 
����.���� ����/��
�� ���
�

�� �������
�B%1����

�� 82=9, /
� 
�������
�� � � 
���� ��$/�� ��� ���
�
���#�����

��
���
��� 5672 Z @F� '� ��������, /
� ���
�

�� �����
�� '()* ��0
� ��G��%

�
., �$������
�$��. �����
����
���� � ������
�/���
�� ���
��� 1���
��
��,
������
���#�����

�! � $#��� ����
���

�� #�
� 5672 , ���
�

��� ���������
�� �
������ �� �������� YB � �B%��
�������
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(�����
��� ����� ������
�, ��� �
����

�� �������
�

�� ��
� �B%�������
���$
 �������
. � ���
����$ ��������
�� ����
���

�� #�
�, ��#���� ���.
��
���
�

�� ������� � ����#:� '()*� ��� 1
��� �$��� �/�
�
., /
� 1���
��
� ��%
��
���

�� #�
� ����� ������#���
� � ��0�$ 
��� �$���
�$�
 ���
�
�/
� ���.%

�� �#��������
��� ����

��� 
��� &�
���� �
�
��������� ����

��� �

������
I +� K����� � ������ ������#�:�� 1���
��
�� � ����
���

�� #�
� � �! ������%

��
�� ������
��, �/�
���, /
� ���

��
. �� ��
�� � ����
����/����� �
�$�
$%
�� ���
�
�/
� ������, � ����
 ���
� ����
��
�
��

�� L�������:��M �� ��
�� �
��#��/
�! �����
�! ����
����, ��� ���������
�� ���
���!  $
�:�� 1���
��
��,
������#���

�! 
� �� ��
�!� *�� 1
�� � #��������
� �
 ������� ��

�#� '()*
��#��0
� ��#��/
�� ����
��
�
��

�� ����������
�� �� ��
�� � ����#:�, ���
1
� ����#�
� 
� ���� �� ����� �$��� �/�
�
. ���

��
. 1���
��

�! ���
��
��
G(EF ) � �� ��

�� #�
� 
� $���
� O���� EF 
��
��.�� ���.���, /
� ������/�%
���� ���
���� I
�
��� ��� 1
�� #�
� ���� � 
� �����
�
, 
� ���#�� � �����
�
��,

� ��
. ����#����
�� IG(EF ) � 1 � 	 ����
� 84�9 ��
��� ��������, /
� �����
�%

�� ���
���� I
�
��� ��� �� ��

�� #�
� ������/����
�� �$
�� ���
� ���

��
�
���
��
�� G(EF ) 
� $���
� O���� #� �/�
 $����/�
�� /���� 1���
��
�� � #�
�
��� ��������
�� ����#:� ������.�� '� 0� ���������� 
�����.�� �
�� ��!�
�#�
�����
�
�� ���
���� I
�
���� 	 
���� ������ �����
�
�� ���
���� I
�
���
��$������
� 1  ��
��
�� $����/�
��� �#��������
��� I � ���
��� ���������%
��#���

�! 1���
��
�� ����
���

�� #�
� #� �/�
 �������#�:�� �! ���
��
�� �
���
��
���� ������#���

�! 1���
��
�� �������
�

�! �
�����
I$����$� �����#��0�

�� ����0�
��, 1���
��

�� �����
�� '()* ��0
�

 ������#���
. &�������
.+ ����$���� �����.
�
��
��,

H = Hs + Hd + Hs−d. &4+

X���. Hs " �����.
�
��
 I
�
��� ��� ���
��� ������
���#�����

�! 1���
��
��
� �����
����
�� �
���/
��� ���

���
��Z

Hs =
∑
kσ

εkc+
kσckσ +

I

2Nc

∑
m,k′,q′,σ

c+
m−q′σ c+

k′+q′,−σ ck′,−σ cmσ,

Ek " 1
����� ���
��
�� ������
��� 1���
��
� � ���$�.��� k , c+ (c) " �����
���
��0��
�� &$
�/
�0�
��+, I " ����

�� �

�����, Nc " /���� 1���
��

�! ��%
�
��
�� � ����
���

�� #�
�� I$�������
�� ���$
�� �� ���� ���
��
���� 	
����
��������� Hd ��������
 ���
��$ 1���
��
��, ������#���

�! 
� ������
�! �
�%
��! 82�, 2�9Z

Hd =
∑
i,σ

εd d+
iσ diσ +

U

2

∑
i,σ

d+
iσ diσ d+

iσ̄ diσ̄ ,
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Ed " 1
����� $���
� �������, d+ (d) " �����
��� ��0��
�� &$
�/
�0�
��+, U "
������
� �$��
������� �

������
�� 1���
��
�� 
� ��
�� B%����
���� I$�����%
��
�� �� � ����
�� �� ���� ��
�� ������� &�� ����/�
� Nd +� [��
.� ���������
� &4+ �

���
�� � s − d%�������#�:�� ������#���

�! � ������
���#�����

�!
1���
��
�� 82�, 2\9Z

Hs−d =
∑
i,k,σ

(Vki c+
kσ diσ + V ∗

ki d+
iσ ckσ),

��� Vki " ��
�
:���� �������#�:��� )����

�� �����.
�
��
  ��
�/���� ����%
�
�� �����.�
��
�� J
�����
� "I��
� 82�, 2\9 � ����

�� �#��������
���� I
�%

��� � ���
��� ������
���#�����

�! 1���
��
���

�� �������� ������������� ��������������� 
�
������

��� �
���#� ���
�

�! �����
� '()* ��/����� ��
���/���$� ������/
$�
��������/����
. 1���
��
�� �� ��

�� #�
�� (��/�
 �$��� �������
. ��
����
 $
�:�� K��
�� ]��� 
� ���
��$ ����
�$�
 �������/����� 
���
����
�� ���
�
%

�� ���� e−iωt , 
�  $�.�%�����
�

� ��
���/����� ��������/����
� ����0��
��
/���#  $�.�%�����
�

� ���
������  $
�:�� 〈〈B(q) | B+(q)〉〉 ����$���� ����%
#�� 82W9Z

χ⊥(q, ω) = 2πi〈〈B(q) | B+(q)〉〉ω , &2+

��� B(q) =
∑
k

c+
k↑ck+q↓ � B+(q) =

∑
k

ck+q↓ck↑ �

(���
�� #���/� ��# ���
�

�� ������� �B%1����

��, ����� � �����.
�
��
 &4+
�!���
 
��.�� ��������� Hc , �#���

� 82W9Z

χ⊥(q, ω) =
χ0

1 − Iχ0
, &�+

���

χ0 =
1

Nc

∑
k

nc−
k+q − nc+

k

ω − (Ek+q − Ek)
,

nc+
k = c+

k↑ck↑ � nc−
k+q = c+

k+q↓ck+q↓ � 	 ������� �
�
�/������ ��
����
��� ����
&q → 0 , ω → 3+ ����
�� #��������
�� � ����Z

χ⊥(0, 0) =
G(EF )

1 − IG(EF )
,

G(EF ) " ���

��
. 1���
��

�! ���
��
�� � ����
���

�� #�
� 
� $���
� O�����
���
���� I
�
��� 
�$�
��/����
� �������
�

��  �#� &��� ���
���� ��#
��
�%
��
��  �������
�
�#��+ ����
 ���Z

IG(EF ) = 1. &=+

(�����
��� 
����. ����
�� ������� 
� ��������/����
. 1���
��
�� ����
��%
�

�� #�
�� ��� 
�!�0��
�� ������/
�� ��������/����
� &2+ #������ $���
�
��
���0�
�� 
�  $
�:�� K��
� 〈〈Bk(q) | B+(q)〉〉ω &#���. Bk(q) = c+

k↑ck+q↓ +Z

(ω − Ek+q + Ek)〈〈Bk(q) | B+(q)〉〉 = (n−
k+q − n+

k )
[
− i

2π
+

I

Nc
〈〈B(q) | B+(q)〉〉

]
+

+
∑

i

Vik+q〈〈c+
k↑di↓ | B+(q)〉〉 −

∑
i

V ∗
ik〈〈d+

i↑ck+q↓ | B+(q)〉〉. &�+
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	 $���
�
�� &�+ ����$
�
�$�
 ��� 
����  $
�:�� K��
�Z 〈〈c+
k↑di↓ | B+(q)〉〉 �

〈〈d+
i↑ck+q↓ | B+(q)〉〉 , ��� ��
���! 
��0� 
���!����� #�����
. ���� $���
�
�� ���%

0�
��Z

(ω + Ek − Ed)〈〈c+
k↑di↓ | B+(q)〉〉 = − i

2π
〈c+

k+q↓di↓〉 −

− I

Nc

∑
k′,q′

〈〈c+
k−q′↑c

+
k′+q′↓ck′↓di↓ | B+(q)〉〉 + U〈〈c+

k↑d
+
i↑di↑di↓ | B+(q)〉〉 +

+
∑
k′

V ∗
ik′ 〈〈c+

k↑ck′↓ | B+(q)〉〉 −
∑

j

V ∗
jk〈〈d∗j↑di↓ | B+(q)〉〉, &�+

(ω − Ek+q + Ed)〈〈d+
i↑ck+q↓ | B+(q)〉〉 =

i

2π
〈d+

i↑ck↑〉 +

+
I

Nc

∑
k′,q′

〈〈d+
i↑c

+
k′↑ck′+q′↑ck+q−q′↓ | B+(q)〉〉 − U〈〈d+

i↑d
+
i↓di↓ck+q↓ | B+(q)〉〉 +

+
∑

j

Vjk+q〈〈d+
i↑dj↓ | B+(q)〉〉 −

∑
k′

Vik′ 〈〈c+
k′↑ck+q↓ | B+(q)〉〉. &�+

	 &�+ � &�+ �
�
��
�/����� ����
�� � �����! /��
�! ����0�� ���
��� 
$��,
!�
�, �
���� ������, 1
� ����/�
� ���$
 ���
. 
�
$����� #
�/�
��, ���� B%$����
.
������� �������
 � #�
$ ������
���#�����

�! 1���
��
�� 82\9� 	 ����� ��$/��
�# ���
:��� ��
��.
��� ���
������ � 
��
���:��

�� �
�����


��
� ����$�
,
/
� ���
� 
$�� ��#
��
. 1
�! ����
�!, � 
� ���� ����
��� ^���� ����#�
., /
�
� 
���� ��$/�� ��#$�.
�
 
� #�����
 �
 
���, ������
. �� 
$�� ����
�� ��� �!
��#
��
.�
E$��� ����
. #���/$ �� �
����� ������� �����
� �� ����/�
� Vk � U
� ��%

��
���
� �����
.� ��
��/
�! 1����

�� Vk �� ����
�
�� � 1
������ �$��
��%
����� �

������
�� U � ����

��� �

������ I � I�������� 〈〈dj↑di↓ | B+(q)〉〉 ,
〈〈di↑dj↓ | B+(q)〉〉 ��$�
��, 
�� ��� �
� 
������
��.
� � ��

�� ������� � 
�
����
 �����
��.
�! ��������! � ����$���� �������� 	 $���
�
��! &�+, &�+ ���%
�#����� ���:����
�� /�
���
�!  $
�:�� K��
� ����$���� ����#��Z∑

k′q′
〈〈c+

k−q′↑c
+
k′+q′↓ck′↓di↓ | B+(q)〉〉 ≈

≈
∑
k′q′

〈c+
k′+q′↓ck′↓〉〈〈c+

k−q′↑di↓ | B+(q)〉〉δq′,0 = N−
c 〈〈c+

k↑di↓ | B+(q)〉〉,

∑
k′q′

〈〈d+
i↑c

+
k↑ck′+q′↑ck+q−q′↓ | B+(q)〉〉 ≈

≈
∑
k′q′

〈c+
k′↑ck′+q′↑〉〈〈d+

i↑ck+q−q′↓ | B+(q)〉〉δq′,0 = N+
c 〈〈d+

i↑ck+q↓ | B+(q)〉〉, &\+

〈〈c+
k↑d

+
i↑di↑di↓ | B+(q)〉〉 ≈ 〈d+

i↑di↑〉〈〈c+
k↑di↓ | B+(q)〉〉 = nd+

i 〈〈c+
k↑di↓ | B+(q)〉〉,

〈〈d+
i↑d

+
i↓di↓ck+q↓ | B+(q)〉〉 ≈ 〈d+

i↓di↓〉〈〈d+
i↑ck+q↓ | B+(q)〉〉 = nd−

i 〈〈d+
i↑ck+q↓ | B+(q)〉〉.

*���� �����
�

�! ���:����
�� 
��#���

�!  $
�:�� K��
� � �
�������
��

������
��.
�! 1����

�� ����
�� ���$/������� ���
��� 
������.
�� ��� ���%
�����/����
�, 
���� ����#��, �����Z

χ⊥(q, ω) =
χ̃0

1 − Iχ̃0
,
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���

χ̃0 =
1

Nc

∑
k

n−
k+q − n+

k

ω − (Ek+q − Ek)
(1 + αk).

	���/�
� αk ����0��
�� ���

αk =
Nd

Nc

|Vk+q |2
(ω + Ek − Ek+q)(ω + Ek − Ed + I N−

c /Nc − Un+
d )

+

+
Nd

Nc

|Vk|2
(ω + Ek − Ek+q)(ω − Ek+q + Ed − I N+

c /Nc) + Un−
d

.

X���. �� ��� ��
��/
�! 1����

�� �������#�:�� $/�� �������/
��
. ����
��%
��/������ ��
�
:����Z

Vfk =
1√
Nc

e−ikf Vk,

� 
��0� ��������0���, /
� ����
�� nd+
i = n+

d � nd−
i = n−

d 
� #�����
 �
 
�����
$#�� � ���
� ��0�$ ����� n−

d = n+
d = n/2 &�������
�

�� ���
��
�� �������+� )
%

��
��, /
� ��� ���/�
�! �� ���
������� ����

�� ����
���� ��������#���

�!
1���
��
�� 
� ������#���

�� $���
� ��������
*���
���#��$�� ���$/�

�� ����
��� ��� 1
���, ��� � � ��$/�� �
�$
�
���

������� &����0�
�� &�++, �������� � ������$ q → 0 , ω → 0 � *���� �����#���!,

� 
����0
�! ��/����
�� ��� ��������/����
� �����

χ⊥(0, 0) =

G(EF )

(
1 +

Nd |VF |2
Nc(EF − Ed + I/2 − Un/2)2

)

1 − IG(EF )

(
1 +

Nd |VF |2
Nc(EF − Ed + I/2 − Un/2)2

) . &W+

[���� ���
���� ��#
��
���
��  �������
�
�#�� �$��
 ���
. ���

IG(EF )

(
1 +

Nd |VF |2
Nc(EF − Ed + I/2 − Un/2)2

)
= 1. &43+

X���. EF " 1
����� ���
��
�� ������
��� 1���
��
� 
� $���
� O����, VF " ��
%
��/
�� 1����

� �������#�:�� ��� 1���
��
��, 
�!�����!�� 
� $���
� O�����
X���
��, /
� �����
�� ��#$�.
�
 ��� ���$/�
 ��
�� � ����
� 8�39 ��
���� ��
�%

�/����� �������#���
�� ��� 
����
�/����� �����
�� �������  �������
�
�#��
� ������! YB � �B%��
������, /
� $��#����
 
� ��������
��
. � ������

��
.
�����

�! 
��� ������0�
���

�� 	�
������� 
��� ����� ��
 ���� � 
�������� 
 !�

���������

	���0�
�� &W+ ��������
 �������
�

$� ��������/����
. 1���
��
�� ����
%
���

�� #�
� �����
��� ��
������ � ����$
�
��� ���
�

�� �������� *�� ������%
��

�� ���
�/����� ��
:�

��:�� ������� Nd/Nc ��������/����
. 
�����
�/�
%

� ��#���
��
, /
� ���
��
�
�$�
 ���

�

�� ������#�:�� 1���
��
�� � ����
���
%

�� #�
�� U
�
 ��#$�.
�
, ����$���� �#  ���$�� &W+, �������
�
������
 
� ���� 2,
��� �����
����
� 
����
�/����� ������ #��������
� ��������/����
� ��
������
�
 ��
:�

��:�� �
����

�� �������� *�� ���
���
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�� ?R YZT VIYWPT U[ STPPU\I]RTY>^\ >R ?_>8T
`T\>LUR8WLYUP^ aUbT8 c>YZ 7a deT\TRY^1

=ZT UP>]>R IR8 \TLZIR>^\^ U[ [TPPU\I]RTY>^\ >R YZT RTc LeI^^ U[ \I]RTY>L \IYTP>Ie^6 U_>8T�
8>eWYT8 \I]RTY>L ^T\>LUR8WLYUP^ 3?�aQ`46 IPT T_I\>RT8 >R YZT [PI\TcUPf U[ YZT `YURTP &
gR8TP^UR \U8Te1 h>YZ>R YZT iPTTR [WRLY>UR [UP\Ie>^\6 I LUR8>Y>UR 3YZT `YURTP LP>YTP>UR4 [UP
RWLeTIY>UR U[ [TPPU\I]RTY>^\ >^ UKYI>RT8 [UP >Y>RTPIRY TeTLYPUR^ >R YZT RIPPUc 8T[TLY 3jILIRLk4
KIR86 IR8 IR I88>Y>URIe LURYP>KWY>UR 8WT YU >RYTPILY>UR c>YZ 78 \I]RTY>L >UR^ >^ 8TP>jT81
=ZT lYP>]]TPlLZIPILYTP U[ YZT YPIR^>Y>UR YU YZT [TPPU\I]RTY>L ^YIYT >R ?�aQ` >^ 8>^LW^^T8 >R
>Y^ 8TbTR8TRLT UR YZT YkbT IR8 LURLTRYPIY>UR U[ 78 \I]RTY>L >\bWP>Yk 8UbIRY1 =ZT PT^WeY^ U[
LIeLWeIY>UR^ IPT LU\bIPT8 c>YZ YZT T_bTP>\TRYIe 8IYI [UP YZT ^bURYIRTUW^ \I]RTY>L \U\TRY >R
^T\>LUR8WLY>R] Y>YIR>W\ 8>U_>8T 3=>?2 4 8UbT8 c>YZ 78 \I]RTY>L >UR^ IR8 LURYI>R>R] jIP>UW^
LURLTRYPIY>UR^ U[ U_k]TR jILIRL>T^1

��� ������ U_>8T�8>eWYT8 \I]RTY>L ^T\>LUR8WLYUP^6 [TPPU\I]RTY>^\6 U_k]TR jILIRL>T^6
RIPPUc 8T[TLY KIR8^6 `YURTP LP>YTP>UR1
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C1 ��������� ��� �������
 ��� ����� ��� �������� ��� �������� ��� �������
 ���

�����  �� !�
�"�� ��� ����
���� ��� ��
���� �� mUU\�YT\bTPIYWPT [TPPU\I]RTY>^\

>R YPIR^bIPTRY YPIR^>Y>UR \TYIe�8UbT8 Y>YIR>W\ 8>U_>8T nn `L>TRLT1 & EooC1 & N1 EHC1 &

p1 qXM&qXr1

E1 #�$� ��� ������ ��� ����
 ��QI]RTY>L IR8 TeTLYP>L bPUbTPY>T^ U[ YPIR^>Y>UR�\TYIe�8UbT8

sR? te\^ nn gbbe1 pZk^1 uTYY1 & EooC1 & N1 vH1 & p1 Hqq&HHo1
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� (��� =PIR^>Y>UR \TYIe�8UbT8 =>?2 IR8 sR? & bPT^TRY

^YIYW^ U[ YZT tTe8 nn w1 pZk^10 OUR81 QIYYTP1 & EooX1 & N1 Cv1 & p1 mrXv&mrqH1

M1 !������� ���� STPPU\I]RTY>^\ >R 8UbT8 YZ>R�te\ U_>8T IR8 R>YP>8T ^T\>LUR8WLYUP^ IR8

8>TeTLYP>L^ nn `WP[1 `L>1 mTb1 & Eoor1 & N1 rC1 & p1 7MX&7qC1
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x>]Z OWP>T�YT\bTPIYWPT [TPPU\I]RTY>^\ >R LUKIeY�>\beIRYT8 ^>R]eT�LPk^YIee>RT PWY>eT nn

w1 pZk^10 OUR81 QIYYTP1 & EooM1 & N1 Cr1 & p1 uMM7&uMMH1

r1 ����������$�� ��� ����������� ��� ����$ ����� -�����" ��� .�������$ ����� ���/

'�� ��!�� ��!���$" -�.�� ����0 )�� !������� ����� ��� *���� ���$�� (�� (���
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 �� ��"��� *�� ����� 
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� *� mUU\�YT\bTPIYWPT [TPPU\I]RTY>^\ >R >UR�

>\beIRYT8 OU�8UbT8 =>?2 3CCo4 PWY>eT nn gbbe1 pZk^1 uTYY1 & EooM1 & N1 qM1 & p1 MMrr&MMrq1

v1 !��" %���-�� -�����
� �� �� �
�,�����$ !�*�� ���������� �� STPPU\I]RTY>^\ >R ST 8UbT8

`R?2 YZ>R te\^ nn gbbe1 pZk^1 uTYY1 & EooM1 & N1 qM1 & p1 C77E&C77M1

q1 �
� %����  ��� %����  ��� *�&�� (�� ��%�� 1� ��%�� ���� %���� �
� -���� *� ��-��

(�� ��2�� )
� ��%�� ��
�� ����� !��� !��� STPPU\I]RTY>^\ >R8WLT8 Kk LeW^YTPT8 OU >R

OU�8UbT8 IRIYI^T =>?E YZ>R te\^ nn pZk^1 mTj1 uTYY1 & Eoo71 & N1 Ho1 & p1 oCvMoC�C&

oCvMoC�M1

H1 �
� -���� ���� %���� �
�� ����� �
� -�2�� (�� ��2�� *� ��-�� �
� ��2��  ��� ��-��

 ������ ��%�� %� ���  ��� %�&� `WbTPbIPIPRI]RTY>^\ >R OU�>UR�>\beIRYT8 IRIYI^T =>?E

YZ>R te\^ IR8 TyTLY^ U[ bU^YIRRTIe>R] nn gbbe1 pZk^1 uTYY1 & Eoo71 & N1 q71 & p1 MXvM&MXvr1

Co1 3
� ��� )� %�� ����'�  ���� �����$
 
�%� OPk^YIeeU]PIbZ>LIeek UP>TRYIYT8 [LL�OU RIRU�

LPk^YIe^ >R PWY>eT =>?2 YZ>R te\^ nn gbbe1 pZk^1 uTYY1 & Eoor1 & N1 qq1 & p1 CCEXCE�C&

CCEXCE�71
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� 	�*� SUP\IY>UR U[

IR>^UYPUb>L [TPPU\I]RTY>L PT^bUR^T >R PWY>eT 3=>?2 4 >\beIRYT8 c>YZ LUKIeY >UR^ nn VWLe1

zR^YPW\1 QTYZ1 pZk^1 mT^1 {1 & Eoov1 & N1 EXv1 & p1 7rH&7v71

CE1 34567889: ;�<�� =4>9?@A B�;�� <6?4>9C@A D�E�� F48GGA F�H�� I7JK9: F�<��

LM9: N�I�� OPQGGA O�O�� H45R?4SC4:@A <�O�� TG?Q4U9: I�O� �������,������ �

#.� ��,����-� +��- . ����%� 3=>?2 46 ��*%������.����� ������ ��!�%/�� nn ����1

��*1 �����1 �����1 
��1 ���1������1 �����1 & Eoov1 & �1 CMH6 ��1 71 & 
1 7C&MC1

C71 OPQGGA O�O�� 34567889: ;�<�� =4>9?@A B�;�� ������� ��� ������
�, ��� !�������
� (�

���!������� ,%�!���- *��+�%�$ ���*��#�%���) ��*%������.���- ����. ��!�%/��

. ����%� =>?2 nn ������ �.��#�,� ��%�1 & EoCC1 & �1 X76 | 71 & 
1 Xoq&XCv1

CM1 !��" %���-�� ���������� ��� �
�,�����$ !�*� aURUP >\bWP>Yk KIR8 T_LZIR]T >R 8>eWYT

[TPPU\I]RTY>L U_>8T^ nn VIYWPT QIYTP>Ie^1 & EooX1 & N1 M1 & p1 Cv7&CvH1

CX1 -
��� �� g YTR�kTIP bTP^bTLY>jT UR 8>eWYT \I]RTY>L ^T\>LUR8WLYUP^ IR8 U_>8T^ nn VIYWPT

QIYTP>Ie^1 & EoCo1 & N1 H1 & p1 HrX&HvM1

Cr1 !��" %���-�� ��������  �� &���
�� 
�-�� ���������� ���  ��� �� STPPU\I]RTY>^\ >R

8T[TLY�P>88TR U_>8T^ IR8 PTeIYT8 \IYTP>Ie^ nn VTc w1 pZk^1 & EoCo1 & N1 CE1 & p1 CC&CM1

Cv1 �
��
� �� STPPU\I]RTY>L UP8TP>R] >R 8>eWYT \I]RTY>L 8>TeTLYP>L^ c>YZ IR8 c>YZUWY [PTT

LIPP>TP^ nn w1 QI]R1 QI]R1 QIYTP1 & EooH1 & N1 7EC1 & p1 voE&voX1

Cq1 �
��
� ��� ������� �� `WbTPT_LZIR]T >R 8>eWYT \I]RTY>L 8>TeTLYP>L^0 gbbe>LIY>UR YU 3=>6

OU4?2 nn pZk^1 mTj1 {1 & Eoor1 & N1 vM1 & p1 CvMMov&CvMMCX1

CH1 �������� ��� ��V����
 %��� ?R YZT UP>]>R U[ PUU\�YT\bTPIYWPT [TPPU\I]RTY>^\ >R c>8T�

]Ib ^T\>LUR8WLYUP^ nn uUc =T\b1 pZk^1 & EooH1 & N1 7X6 VU C1 & p1 X7&Xv1

Eo1 !������� ���� STPPU\I]RTY>^\ >R 8UbT8 YZ>R�te\ U_>8T IR8 R>YP>8T ^T\>LUR8WLYUP^ IR8

8>TeTLYP>L^ nn `WP[1 `L>1 mTb1 & Eoor1 & N1 rC1 & p1 7MX&7qC1
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����
� ��&� QI]RTY>L ^T\>LUR8WLY>R] IRIYI^T =>?2−σ ]PUcR UR 3Coo4 uIge?3 ZIj>R]

\I]RTY>L UP8TP Wb YU qqo } nn w1 QI]R1 QI]R1 QIYTP1 & Eoov1 & N1 7oH1 & p1 CvC&CvX1

EE1 �����
 ����� 2��� 2��� aUb>R] =>?2 [UP ^UeIP TRTP]k Ibbe>LIY>UR^ nn `WP[1 =TLZRUe1 &

CHqM1 & N1 EE6 VU M1 & p1 7oX&7EE1

E71 *�������
$�� 
�&�� ������ 2�
� deTLYP>LIe bPUbTPY>T^ U[ Y>YIR>W\ 8>U_>8T

^T\>LUR8WLYUP^ nn pZk^1 mTj1 & CHX71 & N1 HC6 VU M1 & p1 vH7&qoE1

EM1 F@:M@AMQ95 X�F� @�,������1 & @10 �����6 CHvC1 & Co7E �1

EX1 ������$ %� deTLYPUR LUPPTeIY>UR >R RIPPUc TRTP]k KIR8^ nn pPUL1 mUk1 `UL1 uUR81 g1 &

CHr71 & N1 Evr6 VU C7rX1 & p1 E7q&EXv1

Er1 ������$ %� deTLYPUR LUPPTeIY>UR >R RIPPUc TRTP]k KIR8^ nn pPUL1 mUk1 `UL1 uUR81 g1 &

CHrM1 & N1 EqC1 & p1 MoC&MCH1

Ev1 ��$�����  �2� uULIe>~T8 \I]RTY>L ^YIYT^ >R \TYIe^ nn pZk^1 mTj1 & CHrC1 & N1 CEM6

VU C1 & p1 MC&X71

Eq1 ��
�� -��� g \U8Te [UP TeTLYPUR LUPPTeIY>UR^ >R ZkKP>8 KIR8^ nn w1 pZk^1 
 3pPUL1 pZk^1

`UL141 & CHrq1 & `1 EC1 & p1 CEr7&CEvq1

EH1 Y7RZC9: [�F�� \G]?4Q@AMQ95 �̂O�� E4A4KMQ95 _�O� ������ ��,�����*��)#�����- 

.�<���.1 & ��.���!����0 �����6 CHvr1 & Eqv �1

7o1 �
� -�%� STPPU\I]RTY>^\ >R a>eWYT geeUk^ nn pZk^1 mTj1 & CHrr1 & N1 CMH6 VU E1 &

p1 M7M&M7H1

7C1 ���� (���� ����
 %��  ����
�� 2�� ����
�
 ��� 
�"��� ��� &����
� �� STPPU\I]RTY>^\ >R

YPIR^>Y>UR�\TYIe�8UbT8 =>?2 YZ>R te\^ nn pZk^1 mTj1 {1 & EooM1 & N1 vo1 & p1 CHXEoM�C&

CHXEoM�r1

7E1 -����$� ��� ������ 
�!�.�� �
����� ����� &����� ��� !�
����� !�� !������ �����

������, ���� STPPU\I]RTY>^\ >R 8UbT8 =>?2 YZ>R te\^ bPTbIPT8 Kk pua nn w1 pZk^10

OUR[1 `TP>T^1 & Eoov1 & N1 XH1 & p1 MvH&MqE1

771 L?8@A O�H�� Y78GC4:@A <�F�� \4?S@CG:Q@ N�I�� \G?@A I�X�� XGC9M48@A4 O�X� ����

��!���� +������,����- *�%�*��.�#����. #%) *��������) . �*���.�$ 5%���������0

�����)��� � *���*����.- nn @������%- 5%��������$ �� ����1 & EoCC1 & | 71 & 
1 M&CE1

7M1 ���'�� ��!� � ����$ ����� 2��� !���� *�"�� %�-�� -�����" ��� ����������$�� ���

����������� ��� ��!���$" -�.�� ������� ��%�� &����
� -� 
�� !������� ���� VT]e>]>KeT

\I]RTY>^\ >R T_LTeeTRY ^YPWLYWPIe �WIe>Yk OPx=>1−x?2 IRIYI^T0 LURYPI^Y c>YZ Z>]Z =c

[TPPU\I]RTY>^\ >R ^YPWLYWPIeek 8T[TLY>jT OPx=>1−x?2 nn pZk^1 mTj1 uTYY1 & EooX1 & N1 HX6

VU EC1 & p1 ECvEo7&ECvEor1

7X1 W� %� �� )
� ��*�� )� +���� )
� W�!�� )� +�)�� 2��� %���� +�� 2�`�� )� )����

+���� ��� dRZIRLT8 [TPPU\I]RTY>^\ >R QR�8UbT8 =>?2 te\^ 8WP>R] YZT ^YPWLYWPIe nn

`Ue1 `YIYT OU\\WR1 & Eoor1 & N1 CMo1 & p1 XCM&XCq1

7r1 1���� ����� *�������� )���� ��������
���� �����  ���� (���� ����
� -�&� i>IRY

\I]RTY>L \U\TRY^ >R 8>eWYT \I]RTY>L ^T\>LUR8WLYUP^ nn w1 QI]R1 QI]R1 QIYTP1 & Eooq1 &

N1 7Eo6 VU r1 & p1 qHX&qHv1

7v1 ��� -�)�� ���� ��%�� %
� )���� �� W�%�� +��� ��%�� )
 W�)� ?_k]TR jILIRLk TRZIRLT8

YZT PUU\ YT\bTPIYWPT [TPPU\I]RTY>^\ >R V>�8UbT8 =>?2 YZ>R te\^ nn pZk^1 uTYY1 g1 &

Eoov1 & N1 7rM1 & p1 7Cq&7EE1

7q1 2��� ��W�� ��
 )
��� )
 +�`�� +���� W�W�� +���� 
���� 

���� �� � mUeT U[ ^YPWLYWPIe

8T[TLY^ UR [TPPU\I]RTY>^\ >R I\UPbZUW^ OP�8UbT8 =>?2 te\^ nn gbbe1 pZk^1 uTYY1 &

Eoor1 & N1 qH6 VU M1 & p1 oMEXCC&oMEXC71
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7H1 W� %� �� 2��� %���� )
� ��*�� )
� W�!�� )� +�)�� )� +���� )� )���� +���� �����

-� ��2� dyTLY U[ IRRTIe>R] I\K>TRY UR YZT [TPPU\I]RTY>^\ U[ QR�8UbT8 IRIYI^T =>?2

te\^ nn w1 pZk^1 a0 gbbe1 pZk^1 & Eoov1 & N1 Mo6 VU Cr1 & p1 MvXv&Mvro1

Mo1 �
� ��%��  ��� ��
�� ��� &���� �
� !�����  ��� %��� STPPU\I]RTY>L bPUbTPY>T^ U[

IRIYI^T =>1−xSTx?2−σ YZ>R te\^ nn w1 gbbe1 pZk^1 & Eoor1 & N1 HH1 & p1 oqQCEo�C&

oqQCEo�71

MC1 ��� &�!�� )��  �� &�� +�*�� �
�, #� (����� ��" ��� 2� ����� 2��� ��%� OU�8UbT8

=>?2 Tb>YI_>Ie YZ>R te\^ ]PUcR Kk ^bWYYTP>R] nn =Z>R `Ue>8 S>e\^1 & Eoor1 & N1 XoX6

VU C&E1 & p1 C7v&CMo1

ME1 !�� %���� ����� ��%�� %�� ��&�� �
� .�!�� �
� -���� )�� ��%��  ��� ��2�� 
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� %� �� !�� !�
� mUU\�YT\bTPIYWPT [TPPU\I]RTY>^\ >R Z>]Zek�PT^>^Y>jT V>�8UbT8

=>?2 nn gbbe1 pZk^1 uTYY1 & Eoor1 & N1 qq6 VU H1 & p1 oHEXoX�C&oHEXoX�71

M71 O6?4>4C O�� a89:9 a� �%�������-$ *�����,����-$ �������� *��� �#�- ����.1 &

@10 @��6 CHvE1 & �1 C1 & rXC L1

MM1 ���$������ ��� 
�� !�(�
� STPPU\I]RTY>^\ I^ I WR>jTP^Ie [TIYWPT U[ RIRUbIPY>LeT^ nn

VIRUYU8Ik1 & EooH1 & N1 M1 & p1 oHr&Cor1

MX1 34567889: ;�<�� a4R4?@A F�F�� LM9: N�I�� <6?4>9C@A D�E�� =4>9?@A B�;� �%�)�

��� ���%���#�- .������$ �� +������,������ ��,�������!�.%���- ����#�- *��

%�*��.�#����. nn @������%- �zzz 
��*������ :����+����� � ����5%���������;6

Cr&Eo ����� EooH ,1 & �1 ��.,���#0 	�#1 2���� 	�@ ���6 EooH1 & �1 C1 & 
1 Ho1

�����*�%� . ��#��2�(
Eq1or1CE
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