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С. Н. Тронин У Д К 512.71 

О РЕТРАКЦИЯХ К О Л Е Ц МНОГОЧЛЕНОВ 

Рассматриваются коммутативные и ассоциативные конечнопорожденные проективные алгеб
ры над кольцом Л . Проективность Л-алгебры В означает, что существует конечное множество 
X = fX, , ... , Хп) и гомоморфизмы Л-алгебп п;А]Х]~+В, Ь:В-±А\Х] такие, что т с Я = 1 . 
Если взять 'ft = (Хч), то ft(A;..., fr) = fi для всех /. Положим / = { / , , . . . , / „ ) .и будем 
записывать эти и аналогичные соотношения в векторной форме, напр., / ( / ) = / . Пара (л, ft) 
определяется набором / с точностью до изоморфизма Л-алгебр В ~ Л [ / 1 . П У С Т Ь иУ(В) есть 
модуль Л-дифференциалов В. Если и / ?—две Л-алгебры и т : К—> R — гомоморфизм Л-алгебр, 
то через % обозначим гомоморфизм правых ^-модулей i~: Q'^(К) ®к R ~± &А (РУ такой, что 
г (dx ® 1) = d (т (х)). Если тсЯ = 1, то определим ft как композицию 

. » : й ' л

П ( 5 ) ~ (В) ® в Л Г* J ® л [ J f , В — - (Л Г* ]) ®л m в. 
Тогда тс ft = 1. Пусть А : Л f J f ] ® л Л [ X ] - > Л \Х ] ® л Л [ X ] — изоморфизм Л LYj-алгебр, опреде
ляемый соответствиями Д (Xt ® 1) = Xt ®: 1 4- I ® ЛГ?, Д (1 ® -Yj) = I ® Х{. 

Основные объекты, изучаемые в данной работе,—гомоморфизмы Ф(тс, 9), ч7 (я, ft), 9 (тс, Л), 
ф (тс, 5), которые строятся следующим образом. Ф(тс, ft) есть композиция 

В®А В А\Х] ®ЛА[Х] —~ А\Х] ®АА\Х]'1®1. А [X} ® Л В ~ 

~ SB ф(2 (А [Х])®А {Х] В) SB (Q% (В)). 

№ (те, Я) есть композиция 

SB(Q%)m—-*SB(Q$(A\X])®AmB)c±AiX]®AB—~ 
1 ® ft Д — 1 ТС J ? ) 1С 

л г х ] ® л л [ ^ ] — > л г ^ ] ® д Л [ Х 1 _ ^ ^ в ® л в . 
Для каждой пары (тс, ft) можно выбрать (тс', ft'), тс' : Л f JY ] - > В , ft': В —> Л [Л" ] такие, что 

тс',Г = 1, Ф(тс, ft)= Ф(те', » ' ) , ¥ (тс, а) = ит(тс', ft') и Кег(%')с(Х). В дальнейшем будем пред
полагать, что для самого гомоморфизма тс Кег (тс) с~ (X). Это равносильно тому, что / ( 0 ) = 0 
или что %((Х )) = <№- идеал в В, причем В = Л ф ? Ц . Таким образом, возникает структура 
В-алгебры на Л ^ В / Щ . Проведя замену основного кольца, определим ср = 9 (тс, ft) = Ф (тс, ft)® 
® 1 : В - > SA ( й л ' ( В ) ® в Л ) , ф = ф (тс, Я) = ¥ (тс, ft)® 1 : 5 Л ( Q ^ ( В ) ® в А) -> В. 

П р е д л о ж е н и е 1. Ф (тс, ft), V (тс, ft) —мономорфизмы В-алгебр, согласованные, с фильт
рациями (на В берется фильтрация степенями идеала, порожденного всеми х®\—1®х). 
При этом соответствующие гомоморфизмы ассоциированных градуированных алгебр gr (Ф) 
и gr (Ф") являются взаимно обратными баекциями. Аналогичными свойствами обладают 
ср(тс, ft) и ф(тс, ft), причем здесь на В берется <$-адическая фильтрация. 

Основной задачей теории проективных алгебр является выяснение условий, при которых 
В ~ SA (Р). Модуль Р обязан быть изоморфным модулю &А(В) ® В Л , поэтому ср(тс, ft) и ф (тс, ft) 
можно считать „первым приближением" к изоморфизму алгебр. Заметим, что Ф (тс, ft) = со (тс*, ft*), 
а ¥ (тс, Я-) = ф(тс*, ft*) для некоторых гомоморфизмов В-алтебр тс* : В [X] В ® А В, Я * : В ® Л В - » -
~>В[Х], T c * f t * = I , которые однозначно строятся по (тс, Я). Кроме того, если X—автоморфизм В , 
а 1 - автоморфизм А[Х], то переход от (тс, ft) к (Хтс, А Х - 1 ) или к (ят, у - 1 9 ) не влияет на 
свойство ср или ф быть биекцией. Взятие ср и ф перестановочно с заменой колец, и в случае 
необходимости можно считать, что / имеет следующий стандартный вид: / , = Хх + qx ,..., fm = 
= Хт + qm , и полиномы qx,..., qm , fm+l , . . . , /,, принадлежат квадрату идеала (А*). 

П р е д л о ж е н и е 2 . ср (тс, ft) и ф(тс, ft)—взаимно обратные биекции тогда и только 
тогда, когда qt ,..., qm не содержат одночленов от Х{,..., Хт . В частности, если /(*) = 
= {/1

да,..., f{

n

k)} —однородное слагаемое f степени k (стандартный вид уже не обязателен), 
то это так, если f имеет одну из следующих форм: 

(1) / = / ( ' ) + • / ( * ) , ft > 1 ; 
(2) / = / < " + / « + * > 4 ; 
(3) / * = / ( » + / < * > ; + / ( * + » + ... + / < * * - » , k > 2. 
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Определим я„ и 0 0 как композиции 

я 0 : А [X ] - SA (Q<*> (Л ]) ® А , х ] В ® в А) _££®2L SA ( Q ^ (В) ® в Л ) „ 

*, : SA (QW (В) ® в Л) J - l ^ L S A (QW (Л [* ]) ® л m В ® в Л) - Л [ X ] . 

Тогда я 0 a e = 1, ? (тс, ft) = тс0 » , <ь (тс, ») = тсЭ'о. Переход от (тс, ft) к (тс 0, й 0 ) обозначим через (тс, » ) „ . 
П р е д л о ж е н и е 3. (I) ср (тс, Ь) — биекция тогОа и только тогда, когда существует 

я ' : А [X ] - > В, тс' ft = 1, такой, что (тс', й ) 0 = (я, й ) 0 и ср (я , ft) я ' = я 0 ; 
(2) с|/ ( я , Щ—биекция тогда и только тогда, когда существует я ' ' : Л [ X ] - > SA ( 2 ^ (В)® в Л) , 

я " ft0 = 1, такой,, что (я" , # 0 ) 0 = (тс 0, ft0)0 = ( я 0 , а„) и ф_ (я , и) тс' = я . 
Ьудем говорить, что пара (я, tf) имеет ср-тип, если выполняется одно из эквивалентных 

свойств: ф ( я , а ) я 0 = я или ср (я, и ) я = я 0 , и что пара (я, ft) имеет ([/-тип, если выполняется одно 
из эквивалентных свойств; а 0 ср (я , Й ) = с) или ну (я, о) = « 0 . Пара (я ' , а) из утверждения (1) 
предложения 3 имеет ср-тип, а пара (я" , « 0) из утверждения (2) имеет «[/-тип. Ьслн (я, и) имеет 
ср-тип или ф-тип, то ср (я, о) и ф (я, i>) — взаимно обратные биекции. 

Обозначим через д 1 ( / ) ( Л ) матрицу Икоби системы полиномов / . Мы предполагаем здесь, 
что OJildXj расположен в у-й строке и г'-м столбце. Пусть р есть изоморфизм В-модулей, 
{л: Q^>(Л [X]) ® д [ Х , В - > Й ^ ( Л I X 1)®А1х\ В®вА®л в> переводящий d X j ® l в dXt ® 1 ® 1 ® 1, 
a v есть изоморфизм А [X ]-модулей, ч : (А [X \) ® А [ х ] Л ® л Л [Л ] - > ^ . ( Л [X j ) , переводя
щий d A j ® l ® l в atA";. С этого места будем предполагать, что А не имеет ,кручения как абе-
лева группа. 

П р е д л о ж е н и е 4. Любое из перечисленных ниже свойств равносильно тому, что 
(я, ft) имеет у-тип. 

(1) Существует изоморфизм J J I 0 : 2 ^ ) ( В ) - > 2 Д

1 ) ( В ) ® В Л ® А В такой, что ц вт5 = (я®1 ®1) (*. 
(2) Д Ч / ) ( А ) = Д Ч / ) ( Х ) Д Ч / ) ( 0 ) . 
(3) Д , ( / ) ( Л = А , ( / ' ) ( / ) Д Ч / ) ( 0 ) . 
(4) А Ч / )С0) = Д Ч / ) ( 0 ) Д Ч / ) ( / ) . 
(5) д Ч / ) ( / и , ) = Д Ч / ) ( / л и ) Д Ч / ) ( 0 ) . 
(6) д Ч / } ( 0 ) = Д ' ( / И 0 ) д Ч / ) ( / 4 " ) . 

В частности, свойство (я, ft) иметь у-тип не зависит от выбора ft д л я данного я . 
П р е д л о ж е н и е 5. Любое из перечисленных ниже свойств равносильно тому, что 

(я, ft) имеет ty-tnun. 
(1) Существует изоморфизм v0 : й д > ( В ) ® в Л ® А А[Х\-+ &А

1)(В)®в А[X] такой, что 
4Й 0 = ч(а®1®1). 

(2) Д Ч / ) И = Д 1 ( / ) ( 0 ) Д 1 ( Л W -
•(3) Д 1 (/ДО) •=*'(/)(*) А'(/)(<»• 

В частности, свойство (я, ft) иметь ^-тип не зависит от выбора я д л я данного ft. 
Кроме того, ср и ф взаимно обратны при выполнении любого из условий: Д ' ( / ) ( 0 ) = 

= Д1 ( / ) ( 0 ) Д ' (1)(х) или Д 1 ( / ) ( 0 ) = Д 1 ( / ) ( / < 1 ; ) Д ' ( / ) ( 0 ) - Ч [Ц имеется пример, который 
показывает, что предложения 4 и 5 не имеют места для колец простой характеристики. Там 
же на с. 498 приведено рассуждение, из которого фактически следует, что при X = {Xt} ср и ф 
всегда биективны и взаимно обратны. Результаты данной работы обобщают результаты [2J, [3], 
а также статьи автора [4]. 
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