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ОЦЕНКИ ОДНОГО КЛАССА ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИОНАЛОВ

Пусть G — односвязная область на плоскости, ρ(x,G) —
функция расстояния от точки x(∈ G) до границы области G

и ρ(G) := supx∈G ρ(x,G). Рассмотрим класс геометрических
функционалов ∫

G
F (ρ(x,G))dA,

где F (t) некоторая функция, определенная на [0, ρ(G)]. В част-
ности, при F (t) = tp, (p > 0) получим степенные евклидовые
моменты области относительно своей границы, находящие при-
ложения в математической физике (см. [1], [2]). Степенной мо-
мент порядка p будем обозначать через Ip(G).

Экстремальную область в неравенстве Боннезена

L(G)2 − 4πA(G) > (L(G)− 2πρ(G))2

будем называть областью типа Боннезена. Хорошо известно,
что они образуют двухпараметрическое семейство. Пусть

M(t) := p

t∫
0

sp−1m(s)ds,

где p > 0 и m(s) — функция, необходимые свойства которой
будут определены ниже.

Теорема 1. Пусть G — односвязная область, такая, что
Ip(G) < +∞ (p > 0). Тогда
1) Если m(s) неубывающая функция, то

∫
G
M(ρ(x,G)) dA 6 (p+1)

(
Ip(G)

ρ(G)p+1
+

2πρ(G)

p+ 2

) ρ(G)∫
0

M(s)ds−2π
ρ(G)∫
0

sM(s)ds,
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2) Если m(s) не возрастающая функция, то имеет место об-
ратное неравенство

∫
G
M(ρ(x,G)) dA > (p+1)

(
Ip(G)

ρ(G)p+1
+

2πρ(G)

p+ 2

) ρ(G)∫
0

M(s)ds−2π
ρ(G)∫
0

sM(s)ds,

Оба неравенства обращаются в равенство тогда и только то-
гда, когда область G совпадает с областью типа Боннезена.

Теорема 2. Пусть G — односвязная область, такая, что
Ip(G) < +∞ (p > 0). Тогда
1) Если m(s) неубывающая функция, то∫

G
M(ρ(x,G)) dA 6

∫
Bp

M(ρ(x,Bp)) dA.

2) Если m(s) не возрастающая функция, то имеет место об-
ратное неравенство∫

G
M(ρ(x,G)) dA >

∫
Bp

M(ρ(x,Bp)) dA.

Здесь Bp = Bp(ρ(G), d) — область типа Боннезена, при этом
второй параметр области определяется из равенства Ip(Bp) =

Ip(G). Оба неравенства обращаются в равенство тогда и толь-
ко тогда, когда область G совпадает с областью типа Бон-
незена.
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