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ПЕРЕСТАНОВОЧНОСТЬ ПРОЕКТОРОВ

И ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ СЛЕДА

НА АЛГЕБРАХ ФОН НЕЙМАНА

А. М. Бикчентаев

Аннотация. Получены новые необходимые и достаточные условия коммутирова-
ния проекторов в терминах операторных неравенств. Эти неравенства применены
для характеризации следа на алгебрах фон Неймана в классе всех положитель-
ных нормальных функционалов. Получена характеризация следа на алгебрах фон
Неймана в терминах коммутирования произведений проекторов под знаком веса.
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Введение

Исследования по задачам характеризации следов в классе нормальных ве-
сов или функционалов на алгебрах фон Неймана начались в 70-е гг. XX в.
Недавние продвижения в теории сингулярных следов на идеалах компактных
операторов и важные приложения этой теории в некоммутативной геометрии
привели к задачам характеризации следов в более широких классах весов на
алгебрах фон Неймана.

Настоящая заметка является продолжением работ [1–4], обозначений и тер-
минологии которых мы придерживаемся. В [2] доказано неулучшаемое (по чис-
лу сомножителей) утверждение: если алгебра фон Неймана � не имеет пря-

мого абелева слагаемого (соответственно собственно бесконечна), то каждый

оператор x ∈ � представляется в виде конечной суммы x =
∑

xk, где каж-

дое xk есть произведение не более чем трех (соответственно двух) проекторов

из � . В [3] дано второе доказательство этого факта с равномерной оценкой
количества слагаемых в таких представлениях. Наименьшая верхняя грани-
ца, равная трем, связана с существованием нетривиального конечного следа на
этих алгебрах.

В [4] получено новое условие коммутирования пары проекторов в терминах
их верхней (нижней) грани в решетке всех проекторов алгебры и показано, что
каждый косоэрмитов элемент собственно бесконечной алгебры фон Неймана
� представляется в виде конечной суммы коммутаторов проекторов из � . В
конечномерном случае в терминах конечных сумм коммутаторов проекторов
описано множество операторов с нулевым каноническим следом tr.

Работа выполнена при финансовой поддержке Федерального агентства по науке и инно-
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