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О РЕДУКЦИИ И ТОЧНЫХ РЕШЕНИЯХ ОДНОГО КЛАССА
НЕЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ

Аннотация. Изучается система двух уравнений эллиптического типа с двумя нелинейностя-
ми, зависящими от суммы квадратов искомых функций. Получены условия на нелинейности,
при выполнении которых система редуцируется к одному уравнению. Найдены параметриче-
ские семейства точных решений, как радиально-симметричных, так и анизотропных по про-
странственным переменным, задаваемые элементарными или гармоническими функциями.
В случае управляемой нелинейности указан широкий класс реализуемых точных решений,
выражаемых через гармонические функции.

Ключевые слова: эллиптические уравнения, нелинейные системы, точные решения.

УДК: 517.946

1. Введение

Для моделирования плазмы и движения заряженных частиц в магнитном поле приме-
няют обычно уравнения Больцмана, Власова и другие аналогичные уравнения и системы
уравнений с частными производными (например, [1]–[3] и цитированная там литература).
Для них требуется отыскивать решения, удовлетворяющие заданным начальным и крае-
вым условиям, что представляет собой весьма трудноразрешимую задачу. Поэтому обычно
стараются выполнить редукцию к более простой задаче [4], описываемой, например, обык-
новенными дифференциальными уравнениями (ОДУ). На этом пути в [5] была предложена
модель магнитной изоляции электронов в плоском вакуумном диоде, описываемая систе-
мой двух нелинейных ОДУ второго порядка. Для модели [5] и ее обобщения, получаемого
заменой производных второго порядка трехмерным оператором Лапласа, характерна за-
висимость входящих в систему нелинейностей от разности квадратов искомых функций.
Как указано в [6], системы с такого рода нелинейностями, зависящими от суммы или раз-
ности квадратов искомых функций, часто встречаются в теории тепло- и массопереноса
реагирующих систем, в теории химических реакторов, теории горения и математической
биологии.
В данной статье рассматриваем в качестве объекта исследования такую систему двух

уравнений эллиптического типа с двумя нелинейностями, зависящими от суммы квадратов
искомых функций, и основной целью ставим редукцию к одному уравнению и построение
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точных решений. Отметим, что в работах [3], [4], [7]–[9] указывалось на важную роль по-
строения точных решений нелинейных систем уравнений в частных производных.

2. Постановка задачи и основные уравнения

В [6] рассмотрена система нелинейных уравнений с частными производными в двумерном
координатном пространстве

∂2ψ

∂x2
1

+
∂2ψ

∂x2
2

= ψF (ψ2 + a2) + aG(ψ2 + a2),

∂2a

∂x2
1

+
∂2a

∂x2
2

= aF (ψ2 + a2) − ψG(ψ2 + a2),
(1)

которая встречается при моделировании стационарных процессов теории тепло- и массопе-
реноса. Там же предлагается искать точное решение системы (1) в виде

ψ(x1, x2) = r(z) cos (θ(z) + C1x2 + C2) ,

a(x1, x2) = r(z) sin (θ(z) + C1x2 + C2) ,
(2)

где z = k1x1+k2x2, k1, k2, C1, C2 — произвольные постоянные, а функции r(z), θ(z) должны
определяться из системы двух нелинейных ОДУ второго порядка.
Цель данной статьи – построение точных решений системы уравнений

∆ψ = ψF (x, ψ2 + a2) + aG(x, ψ2 + a2),

∆a = aF (x, ψ2 + a2) − ψG(x, ψ2 + a2).
(3)

Здесь ψ = ψ(x), a = a(x), x ∈ R
n, n ∈ N, n ≥ 2, ∆ – n-мерный оператор Лапласа.

В отличие от (1) в системе (3) размерность вектора пространственных переменных про-
извольна и может быть больше двух, от этого вектора могут явно зависеть нелинейности
F (x,W ) и G(x,W ).
Опираясь на структуру (2), точные решения системы (3) будем отыскивать в виде

ψ(x) = f cos ω,

a(x) = f sin ω,
(4)

где f = f(x), ω = ω(x) — пока произвольные дважды дифференцируемые по переменным
(x1, . . . , xn) функции. После подстановки формул (4) в систему (3) соответственно получим

A cos ω − B sin ω = 0,

A sin ω + B cos ω = 0,
(5)

где приняты обозначения

A = ∆f − f |∇ω|2 − fF (x, f2), B = f∆ω + 2∇f · ∇ω + fG(x, f2).

Здесь и далее ∇ =
(

∂
∂x1

, ∂
∂x2

, . . . , ∂
∂xn

)
— градиент, символ · означает скалярное произве-

дение. Относительно переменных A и B система алгебраических уравнений (5) является
линейной и однородной, ее определитель равен единице, поэтому она имеет только триви-
альное решение A = 0, B = 0. Следовательно, с учетом введенных обозначений система (5)
сводится к следующим двум нелинейным уравнениям в частных производных

∆f − f |∇ω|2 = fF (x, f2), (6)

f∆ω + 2∇f · ∇ω = −fG(x, f2). (7)
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Уравнения (6), (7) будем называть разрешающими для системы (3) в виде (4).
С общих позиций система разрешающих уравнений нисколько не проще исходной систе-

мы (3), однако, как показано в следующих разделах, такая форма представления задачи
может быть полезна для отыскания точных решений.

3. Редукция системы разрешающих уравнений к одному уравнению

Основная цель данного раздела — свести систему разрешающих уравнений (6), (7) при
определенных предположениях к одному уравнению. Для указанной цели целесообразно
рассмотреть два случая: первый, когда ω есть функция от f , и второй, когда, наоборот, f

есть функция от ω.
1. Будем предполагать, что для компонент решения системы (6), (7) имеет место связь

ω(x) ≡ u(f(x)), где u(f) — дважды дифференцируемая функция скалярного аргумента f .
После подстановки ω(x) ≡ u(f(x)) в систему (6), (7) придем к следующим формулам:

∆f − fu′2(f)|∇f |2 = fF (x, f2), (8)

∆f +
fu′′(f) + 2u′(f)

fu′(f)
|∇f |2 = −G(x, f2)

u′(f)
. (9)

Чтобы эта система сводилась к одному уравнению, соотношения (8) и (9) должны сов-
падать, а для этого необходимо и достаточно, чтобы функция u = u(f) удовлетворяла
обыкновенному ОДУ

fu′′ + f2u′3 + 2u′ = 0, (10)
а функции F (x, f2) и G(x, f2) были связаны на решениях u(f) ОДУ (10) тождеством

G(x, f2) + fu′(f)F (x, f2) ≡ 0. (11)

ОДУ (10) заменой u′(f) = z(f) сводится к уравнению Бернулли

fz′ + f2z3 + 2z = 0,

которое имеет общее решение z(f) = − σ

f
√

c1f2−1
, где σ = 1 или σ = −1. Отсюда получим

u(f) = c2 + σ arctg
1√

c1f2 − 1
,

где c1 > 0, c2 — произвольные постоянные. При этом связь (11) между функциями F
(
x, f2

)
и G

(
x, f2

)
будет выражаться формулой

G
(
x, f2

)
=

σ√
c1f2 − 1

F
(
x, f2

)
, (12)

где σ = 1 или σ = −1. Тем самым доказана

Теорема 1. Пусть при некотором c1 > 0 нелинейности F (x,W ) и G(x,W ) в системе
(3) связаны соотношением (12), где σ = 1 или σ = −1. Тогда система (3) имеет точное
решение

ψ(x) = f(x) cos

(
c2 + σ arctg

1√
c1f2(x) − 1

)
, (13)

a(x) = f(x) sin

(
c2 + σ arctg

1√
c1f2(x) − 1

)
, (14)
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где c2 — произвольная постоянная, а функция f(x) удовлетворяет нелинейному уравнению
в частных производных

∆f − 1
f(c1f2 − 1)

|∇f |2 = fF
(
x, f2

)
. (15)

Отметим, что в справедливости теоремы 1 можно убедиться и непосредственной под-
становкой функций (13), (14) в систему (3). Таким образом, выделен класс правых частей
системы (3), для которых точные решения выражаются формулами (13), (14), причем при-
сутствующая в них неизвестная функция f(x) определяется из нелинейного уравнения в
частных производных (15).

Замечание 1. Так как предъявлены все решения ОДУ (10), то формула (12) охватывает
все случаи выполнения связи (11) и теорема 1 исчерпывающим образом описывает множе-
ство решений системы (6), (7) со свойством ω(x) = u(f(x)), где функция f(x) удовлетворяет
уравнению (15).

2. Предположим, что для компонент решения системы (6), (7) имеет место связь f(x) ≡
v(ω(x)), где v(ω) — дважды дифференцируемая функция скалярного аргумента ω. После
подстановки f(x) ≡ v(ω(x)) в систему (6), (7) придем к следующим формулам:

∆ω +
v′′(ω) − v(ω)

v′(ω)
|∇ω|2 =

v(ω)
v′(ω)

F (x, v2), (16)

∆ω +
2v′(ω)
v(ω)

|∇ω|2 = −G(x, v2). (17)

Чтобы эта система сводилась к одному уравнению, соотношения (16) и (17) должны совпа-
дать, а для этого необходимо и достаточно, чтобы функция v = v(ω) удовлетворяла ОДУ

vv′′ − 2v′2 − v2 = 0, (18)

а функции F
(
x, v2

)
и G

(
x, v2

)
были связаны на решениях v(ω) ОДУ (18) тождеством

G(x, v2) +
v(ω)
v′(ω)

F (x, v2) ≡ 0. (19)

Общее решение ОДУ (18) имеет вид

v(ω) =
1

c1 cos(ω − c2)
,

где c1 �= 0, c2 — произвольные постоянные. При этом связь (19) между функциями F (x, v2)
и G(x, v2) будет выражаться формулой G

(
x, v2

)
= σ√

c21v2−1
F

(
x, v2

)
, т. е. фактически фор-

мулой (12) с новой положительной постоянной c2
1 > 0 и σ = sign(ctg(ω(x)− c2)). Тем самым

доказана

Теорема 2. Пусть при некотором c1 > 0 нелинейности F (x,W ) и G(x,W ) в системе (3)
связаны соотношением (12), где σ = 1 или σ = −1. Тогда система (3) имеет в области
{x ∈ R

n : sign(ctg(ω(x) − c2)) = σ} точное решение

ψ(x) =
cos(ω(x))√

c1 cos(ω(x) − c2)
,

a(x) =
sin(ω(x))√

c1 cos(ω(x) − c2)
,
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где функция ω(x) удовлетворяет нелинейному уравнению в частных производных

∆ω + 2 tan(ω − c2)|∇ω|2 = −G

(
x,

1
c2
1 cos2(ω(x) − c2)

)
. (20)

Замечание 2. Так как предъявлены все решения ОДУ (18), то формула (12) охватывает
все случаи выполнения связи (19) и теорема 2 исчерпывающим образом описывает множе-
ство решений системы (6), (7) со свойством f(x) = v(ω(x)), где функция ω(x) удовлетворяет
уравнению (20).

Замечание 3. Уравнения (15), (20) могут использоваться не только с целью построения
точных решений, но и для численного построения приближенных решений системы (3). Ре-
дукция к одному уравнению существенно понижает размерность системы уравнений, воз-
никающей при дискретизации.

4. Точные радиально-симметричные решения

Перейдем к построению точных многомерных решений уравнения (15), которое для удоб-
ства перепишем в следующем в виде:

f
(
c1f

2 − 1
)
∆f − |∇f |2 = f2

(
c1f

2 − 1
)
F

(
x, f2

)
. (21)

Найдем радиально-симметричные решения (21) как наиболее простой класс нетривиальных
многомерных решений, т. е. функции вида

f(x) ≡ f(r), где r2 = x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n.

При этом будем полагать, что имеет место тождество F
(
x, f2

)
≡ F

(
r, f2

)
. Очевидно, имеют

место равенства

|∇f |2 = f ′2, ∆f = f ′′ +
n − 1

r
f ′. (22)

Здесь и далее штрих означает обычную производную по аргументу r. С учетом соотношений
(22) уравнение (21) сводится к нелинейному ОДУ второго порядка

f
(
c1f

2 − 1
) (

f ′′ +
n − 1

r
f ′

)
− f ′2 = f2

(
c1f

2 − 1
)
F

(
r, f2

)
. (23)

При этом функция F (r, f2) является заданной и в ряде случаев уравнение (23) допускает
решения в элементарных или специальных функциях.

Пример 1. Пусть функция F (r, f2) имеет вид

F (r, f2) ≡
α

(
f2

)1−1/k + β
(
f2

)−1/k

c1f2 − 1
,

где k �= 0, α, β — свободные параметры такие, что α, β не обращаются одновременно в нуль.
Тогда уравнение (23) примет вид

f
(
c1f

2 − 1
) (

f ′′ +
n − 1

r
f ′

)
− f ′2 = αf4−2/k + βf2−2/k. (24)

Решения уравнения (24) будем искать в классе степенных функций, т.е

f(r) = mrk, (25)
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где m �= 0 — пока произвольный параметр. После подстановки функции (25) в уравнение
(24) получим тождество, если потребуем совместного выполнения следующих алгебраиче-
ских соотношений на параметры:

αm−2/k − k(k + n − 2)c1 = 0, βm−2/k + k(2k + n − 2) = 0.

При этом возможны следующие случаи.
1. Пусть n > 2, n ∈ N, тогда в области параметров D1 = {(c1, α, β) : c1 > 0, α < 0, β = 0}

уравнение (24) имеет точное решение

f(r) =
[
−(n − 2)2c1

4α

](n−2)/4

r−(n−2)/2.

2. Пусть n > 2, тогда в области параметров D2 = {(c1, α, β) : c1 > 0, α = 0, β < 0}
функция

f(r) =
[
−(n − 2)2

β

](n−2)/2

r2−n

является точным решением уравнения (24).
3. Пусть n > 2, n ∈ N, тогда в области параметров D3 = {(c1, α, β) : c1 > 0, α �= 0, β �= 0,

2α + c1β �= 0, α + c1β < 0} уравнение (24) обладает точным решением

f(r) =
[
−c1(n − 2)γ

2α + c1β

]γ/2

r−γ ,

где γ = (α+c1β)(n−2)
2α+c1β .

4. Пусть n = 2, тогда в области параметров D4 = {(c1, α, β, k) : c1 > 0, k �= 0, α �= 0,
β < 0, βc1 + 2α = 0} функция

f(r) =
[
−2k2

β

]−k/2

rk.

является точным решением уравнения (24).

Результаты примера 1 используем, чтобы выписать точные многомерные радиально-сим-
метричные решения некоторых конкретных систем вида (3).

Пример 2. Система нелинейных эллиптических уравнений вида

∂2ψ

∂x2
1

+
∂2ψ

∂x2
2

+
∂2ψ

∂x2
3

=
α

(
ψ2 + a2

)3

c1 (ψ2 + a2) − 1

(
ψ + σ

a√
c1 (ψ2 + a2) − 1

)
,

∂2a

∂x2
1

+
∂2a

∂x2
2

+
∂2a

∂x2
3

=
α

(
ψ2 + a2

)3

c1 (ψ2 + a2) − 1

(
a − σ

ψ√
c1 (ψ2 + a2) − 1

)
обладает в области D3 (α, c1, c2) = {(x1, x2, x3) : c1

(
ψ2(x1, x2, x3) + a2(x1, x2, x3)

)
− 1 > 0} ⊂

R
3 точным решением (13), (14) при σ = 1 или σ = −1 с функцией

f(x1, x2, x3) =
(
− c1

4α

)1/4 (
x2

1 + x2
2 + x2

3

)−1/4
,

где α < 0, c1 > 0, c2 — произвольные постоянные.
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Пример 3. Система нелинейных эллиптических уравнений вида

∂2ψ

∂x2
1

+
∂2ψ

∂x2
2

+
∂2ψ

∂x2
3

+
∂2ψ

∂x2
4

=
β
√

ψ2 + a2

c1 (ψ2 + a2) − 1

(
ψ + σ

a√
c1 (ψ2 + a2) − 1

)
,

∂2a

∂x2
1

+
∂2a

∂x2
2

+
∂2a

∂x2
3

+
∂2a

∂x2
4

=
β
√

ψ2 + a2

c1 (ψ2 + a2) − 1

(
a − σ

ψ√
c1 (ψ2 + a2) − 1

)
имеет в области D4 (β, c1, c2) = {(x1, x2, x3, x4) : c1

(
ψ2(x1, x2, x3, x4) + a2(x1, x2, x3, x4)

)
−1 >

0} ⊂ R
4 точное решение (13), (14) при σ = 1 или σ = −1 с функцией

f(x1, x2, x3, x4) = − 4
β

(
x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4

) ,

где β < 0, c1 > 0, c2 — произвольные постоянные.

Пример 4. Система нелинейных эллиптических уравнений вида

∆ψ =

(
ψ2 + a2

)1/γ (
α

(
ψ2 + a2

)
+ β

)
c1 (ψ2 + a2) − 1

(
ψ + σ

a√
c1 (ψ2 + a2) − 1

)
,

∆a =

(
ψ2 + a2

)1/γ (
α

(
ψ2 + a2

)
+ β

)
c1 (ψ2 + a2) − 1

(
a − σ

ψ√
c1 (ψ2 + a2) − 1

)
обладает в области Dn (α, β, c1, c2) = {x : c1

(
ψ2(x) + a2(x)

)
− 1 > 0} ⊂ R

n, n > 2, точным
решением (13), (14) при σ = 1 или σ = −1 с функцией

f(x) =
[
−c1(n − 2)γ

2α + c1β

]γ/2 (
x2

1 + x2
2 + · · · + x2

n

)−γ/2
,

где γ = (α+c1β)(n−2)
2α+c1β , α �= 0, β �= 0, 2α + c1β �= 0, α + c1β < 0; c1 > 0, c2 — произвольные

постоянные.

Пример 5. Система нелинейных эллиптических уравнений

∂2ψ

∂x2
1

+
∂2ψ

∂x2
2

=
−βc1

(
ψ2 + a2

)1−1/k
/2 + β

(
ψ2 + a2

)−1/k

c1 (ψ2 + a2) − 1

(
ψ + σ

a√
c1 (ψ2 + a2) − 1

)
,

∂2a

∂x2
1

+
∂2a

∂x2
2

=
−βc1

(
ψ2 + a2

)1−1/k
/2 + β

(
ψ2 + a2

)−1/k

c1 (ψ2 + a2) − 1

(
a − σ

ψ√
c1 (ψ2 + a2) − 1

)
имеет в области D2 (k, β, c1, c2) = {(x1, x2) : c1

(
ψ2(x1, x2) + a2(x1, x2)

)
− 1 > 0} ⊂ R

2 точное
решение (13), (14) при σ = 1 или σ = −1 с функцией

f(x1, x2) =
[
−2k2/β

]−k/2 (
x2

1 + x2
2

)k/2
,

где k �= 0, β < 0, c1 > 0, c2 — произвольные постоянные.

Покажем, что уравнение (23) имеет явные точные решения не только в классе степенных
функций.
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Пример 6. Если

F (r, f2) ≡ 4
(
r2 − 1

)
− 4r2

c1f2 − 1
,

то при n = 2 уравнение (23) обладает точным решением f(r) = e−r2 . В этом случае система
нелинейных эллиптических уравнений

∂2ψ

∂x2
1

+
∂2ψ

∂x2
2

= 4
(

x2
1 + x2

2 − 1 − x2
1 + x2

2

c1 (ψ2 + a2) − 1

)(
ψ + σ

a√
c1 (ψ2 + a2) − 1

)
,

∂2a

∂x2
1

+
∂2a

∂x2
2

= 4
(

x2
1 + x2

2 − 1 − x2
1 + x2

2

c1 (ψ2 + a2) − 1

)(
a − σ

ψ√
c1 (ψ2 + a2) − 1

)
имеет в области D2 (c1, c2) = {(x1, x2) : c1

(
ψ2(x1, x2) + a2(x1, x2)

)
− 1 > 0} ⊂ R

2 точное
решение (13), (14) при σ = 1 или σ = −1 с функцией f(x1, x2) = exp

(
−x2

1 − x2
2

)
, где c1 ≥ 1,

c2 — произвольные постоянные. При этом решения обладают следующими свойствами:

lim
x1→0

lim
x2→0

ψ(x1, x2) =
√

c1 − 1√
c1

cos c2 −
1√
c1

sin c2,

lim
x1→0

lim
x2→0

a(x1, x2) =
√

c1 − 1√
c1

sin c2 +
1√
c1

cos c2,

lim
x1→∞

lim
x2→∞

ψ(x1, x2) = 0, lim
x1→∞

lim
x2→∞

a(x1, x2) = 0.

Пример 7, в котором решение получается с помощью теоремы 2. Пусть n = 2 и нелиней-
ности в системе (3) имеют вид

F (x, w) ≡ w − 2
w(w − 1)

, G(x, w) ≡ 2 − w

w(w − 1)3/2
.

Тогда система (3) имеет точное решение

ψ(x1, x2) =
√

x2
1 + x2

2 cos

(
c2 + arccos

1√
x2

1 + x2
2

)
,

a(x1, x2) =
√

x2
1 + x2

2 sin

(
c2 + arccos

1√
x2

1 + x2
2

)
,

где c2 — произвольная постоянная.

5. Частный случай системы (3)

В этом разделе рассмотрим построение точных решений системы уравнений (3) в частном
случае. Пусть G(x,W ) ≡ 0, тогда система (3) примет вид

∆ψ = ψF (x, ψ2 + a2),

∆a = aF (x, ψ2 + a2).
(26)

Точные решения системы уравнений (26) будем отыскивать в виде (4), в этом случае
разрешающие уравнения будут следующими:

∆f − f |∇ω|2 = fF (x, f2), (27)

f∆ω + 2∇f · ∇ω = 0. (28)
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Теорема 3. Если функции f = f(x), ω = ω(x) являются гармоническими, имеют орто-
гональные градиенты ∇f · ∇ω = 0 и удовлетворяют тождеству

F (x, f
2) = −|∇ω|2, (29)

то система (26) имеет точное решение вида ψ(x) = f(x) cos ω(x), a(x) = f(x) sin ω(x).

Доказательство. Пусть функции f = f(x), ω = ω(x) являются гармоническими и их гра-
диенты ортогональны, тогда равенство (28) выполняется тождественно. В свою очередь,
если F (x, f

2) имеет вид (29), то уравнение (27) также обращается в тождество. �

Замечание 4. В случае n = 2 функции f(x1, x2), ω(x1, x2), фигурирующие в теореме 3,
можно выбрать сопряженными гармоническими, для которых условие ортогональности их
градиентов ∇f · ∇ω = 0 заведомо выполняется.

Пример 8. Система уравнений вида

∂2ψ

∂x2
1

+
∂2ψ

∂x2
2

= 9
(
x2

1 + x2
2

)2 (
3x1x

2
2 − x3

1

) ψ√
ψ2 + a2

,

∂2a

∂x2
1

+
∂2a

∂x2
2

= 9
(
x2

1 + x2
2

)2 (
3x1x

2
2 − x3

1

) a√
ψ2 + a2

имеет в области D = {(x1, x2) : x1

(
x2

1 − 3x2
2

)
> 0} точное анизотропное по пространствен-

ным переменным x1, x2 решение

ψ(x1, x2) =
(
x3

1 − 3x1x
2
2

)
cos

(
3x2

1x2 − x3
2

)
,

a(x1, x2) =
(
x3

1 − 3x1x
2
2

)
sin

(
3x2

1x2 − x3
2

)
.

6. Нелинейные системы с управлением

Рассмотрим более подробно систему (26). Функция F (x,W ) в ней обычно отражает осо-
бенности моделируемого процесса, специфику химической технологии и т. п. Эта функция
в некоторых случаях может целенаправленно изменяться ради обеспечения желаемого хода
процесса, т. е. реализации некоторого точного решения системы. Будем считать, что такие
целенаправленные изменения осуществляются посредством аддитивного или мультиплика-
тивного управления. Соответственно этим двум типам управления система принимает вид

∆ψ = ψ
(
F̃ (x, ψ2 + a2) + Ua(x)

)
,

∆a = a
(
F̃ (x, ψ2 + a2) + Ua(x)

) (30)

или
∆ψ = ψUm(x)/Φ(x, ψ2 + a2),

∆a = aUm(x)/Φ(x, ψ2 + a2).
(31)

В уравнениях (30), (31) функции F̃ (x, ψ2 +a2) и Φ(x, ψ2 +a2) считаются заданными, а адди-
тивное Ua(x) и мультипликативное Um(x) управления можно выбирать. Различный выбор
законов управления, очевидно, влияет на множества решений систем (30) и (31). Дадим опи-
сание семейства функций ψ(x), a(x), которые гарантированно могут быть реализованы как
точные решения систем (30) и (31) за счет выбора управления и укажем соответствующие
каждому такому решению законы Ua(x) и Um(x).
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Теорема 4. Пусть пара гармонических функций zα(x) и zβ(x) имеет ортогональные гра-
диенты, т. е. ∇zα(x) · ∇zβ(x) ≡ 0. Тогда пара функций

ψ(x) = zα(x) cos zβ(x), a(x) = zα(x) sin zβ(x)

является точным решением систем (30) и (31) при следующем выборе управлений:

Ua(x) = −|∇zβ(x)|2 − F̃ (x, z2
α(x)), (32)

Um(x) = −|∇zβ(x)|2Φ(x, z2
α(x)). (33)

Доказательство. Рассмотрим систему (30) с аддитивным управлением Ua(x). В этом слу-
чае система разрешающих уравнений (27), (28) примет вид

∆f − f |∇ω|2 = f
(
F̃ (x, f2) + Ua(x)

)
,

f∆ω + 2∇f · ∇ω = 0

или
∆zα(x) − zα(x)|∇zβ(x)|2 = zα(x)

(
F̃ (x, f2) + Ua(x)

)
, (34)

zα∆zβ(x) + 2∇zα(x) · ∇zβ(x) = 0. (35)

Здесь учли тот факт, что f(x) = zα(x) и ω(x) = zβ(x). Функции zα(x) и zβ(x) являются
гармоническими, имеют ортогональные градиенты, поэтому (35) тождественно выполня-
ется, а из (34) получаем (32). Случай мультипликативного управления рассматривается
аналогично и приводит к (33). �

Замечание 5. В случае n = 2 функции zα(x1, x2), zβ(x1, x2), фигурирующие в условиях
теоремы 4, можно выбрать сопряженными гармоническими, для которых условие ортого-
нальности их градиентов ∇zα(x) · ∇zβ(x) ≡ 0 заведомо выполняется.

Пример 9. Рассмотрим систему (31) с функцией Φ(x, ψ2 + a2) ≡
√

ψ2 + a2. Применяя
теорему 4, находим, что в случае n = 2 система (31) вида

∂2ψ

∂x2
1

+
∂2ψ

∂x2
2

=
ψ√

ψ2 + a2
Um(x1, x2),

∂2a

∂x2
1

+
∂2a

∂x2
2

=
a√

ψ2 + a2
Um(x1, x2),

где Um(x1, x2) = −k2
(
x2

1 + x2
2

)3k/2−1 cos(kϕ(x1, x2)), имеет точное анизотропное по про-
странственным переменным x1, x2 решение

ψ(x1, x2) =
(
x2

1 + x2
2

)k/2 cos(kϕ(x1, x2)) cos
((

x2
1 + x2

2

)k/2 sin (kϕ(x1, x2))
)

,

a(x1, x2) =
(
x2

1 + x2
2

)k/2 cos(kϕ(x1, x2)) sin
((

x2
1 + x2

2

)k/2 sin (kϕ(x1, x2))
)

.

Здесь k ∈ N, k > 1, a функция ϕ(x1, x2) может быть двух видов

ϕ(x1, x2) = arccos
x1√

x2
1 + x2

2

или ϕ(x1, x2) = arcsin
x2√

x2
1 + x2

2

.
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7. Заключение

Полученные в статье явные выражения точных решений имеют не только теоретиче-
ское, но и прикладное значение, поскольку их можно использовать для тестирования, на-
стройки и адаптации численных методов и алгоритмов. Кроме того, найденные радиально-
симметричные точные решения можно применять для построения приближенных решений
краевых задач в сферически симметричных областях для систем уравнений эллиптического
типа. Отметим также, что предложенный в статье подход может быть использован и для
построения точных решений систем параболического типа.
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Exact radially-symmetric solutions of a class of nonlinear elliptic systems of equations

Abstract. We study the system of two equations of elliptic type with two nonlinearities depending
on the sum of squares of sought-for functions. We obtain conditions on nonlinearities with which
the system is reduced to one equation. We also find parametric families of exact solutions, both
radially symmetric, and anisotropic with respect to spatial variables, described by elementary or
harmonic functions. In case of controlled nonlinearity we specify wide class of realizable exact
solutions expressed via harmonic functions.
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