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Àííîòàöèÿ
Íàèáîëüøóþ òðóäíîñòü äëÿ ñòóäåíòîâ ìëàäøèõ êóðñîâ ïî òðàäèöèè

ïðåäñòàâëÿåò ðåøåíèå çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî, âõîäÿùèõ â áèëåòû
ýêçàìåíà ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçà. Çäåñü ïðåäñòàâëåí íàáîð
òàêèõ çàäà÷. Ðåøåíèÿ ìíîãèõ èç íèõ ìîæíî íàéòè â óêàçàííîé â
êîíöå äàííîãî ïîñîáèÿ ëèòåðàòóðå. Îäíàêî íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåòñÿ
ïîïðîáîâàòü ðåøèòü èõ ñàìîñòîÿòåëüíî, è ëèøü â ñëó÷àå íåóäà÷è
âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòîé ëèòåðàòóðîé.

1.Åñëè îïðåäåëåííàÿ íà îðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ ìîíîòîííà, òî îíà èíòåãðèðóåìà
(çäåñü è íèæå ðå÷ü èäåò îá èíòåãðàëå Ðèìàíà). Äîêàçàòü.

2. Ïðèâåñòè ïðèìåð èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì
òî÷åê ðàçðûâà.

3. Åñëè èçìåíèòü çíà÷åíèÿ èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè â êîíå÷íîì ÷èñëå
òî÷åê, òî âíîâü ïîëó÷èòñÿ èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàçàòü.

4. Åñëè èçìåíèòü çíà÷åíèÿ èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè íà ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå
òî÷åê, òî âíîâü ïîëó÷èòñÿ èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàçàòü.

5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ðàâíà åäèíèöå ïðè èððàöèîíàëüíîì x è íóëþ
ïðè ðàöèîíàëüíîì. Èíòåãðèðóåìà ëè ýòà ôóíêöèÿ?

6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ðàâíà åäèíèöå ïðè èððàöèîíàëüíîì x, è f(x) =
p ïðè x ðàâíîì íåñîêðàòèìîé äðîáè p

q
. Èíòåãðèðóåìà ëè ýòà ôóíêöèÿ?



7. Èíòåãðèðóåìà ëè íà îòðåçêå [0, 1] ôóíêöèÿ f(x) = {x−1}, ãäå {x} :=
x− [x] åñòü äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x? Çäåñü ìû ïîëàãàåì f(0) = 0.

8. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], òî ôóíêöèÿ
f+(x) = max{f(x), 0} òàêæå èíòåãðèðóåìà íà ýòîì îòðåçêå. Äîêàçàòü.

9. Åñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) èíòåãðèðóåìû íà îòðåçêå [a, b], òî ôóíêöèÿ
h(x) = max{f(x), g(x)} òàêæå èíòåãðèðóåìà íà ýòîì îòðåçêå. Äîêàçàòü.

10. Åñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) èíòåãðèðóåìû íà îòðåçêå [a, b], òî ôóíêöèÿ
h(x) = min{f(x), g(x)} òàêæå èíòåãðèðóåìà íà ýòîì îòðåçêå. Äîêàçàòü.

11. Åñëè f(x) åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà ëó÷å [a,+∞)

è ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
+∞∫
a

f(x)dx, òî f(x) = o( 1
x
) ïðè x→ +∞. Äîêàçàòü.

12. Åñëè f(x) åñòü íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, òî ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî C, ÷òî èíòåãðàë

+∞∫
a

(f(x)−C
xp

dx ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì p > 0.

Äîêàçàòü.

13. Åñëè f(x) åñòü íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, òî ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî C, ÷òî èíòåãðàë

+∞∫
a

(f(xp)−C)dx ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì p > 1.

Äîêàçàòü.

14. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ïîëîæèòåëüíà è ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
+∞∫
a

f(x)dx,
òî íèæíèé ïðåäåë ýòîé ôóíêöèè ïðè x→ +∞ ðàâåí íóëþ. Äîêàçàòü.

15. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè ñî ñõîäÿùèìñÿ èíòåãðàëîì
+∞∫
a

f(x)dx,
ó êîòîðîé âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû ïðè x→ +∞ íå ðàâíû íóëþ.

16. Çàïèñàòü ìàòðèöó ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿA : R2 7→ R2, îñóùåñòâëÿþùåãî
ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé.

17. Çàïèñàòü ìàòðèöó ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿA : R3 7→ R2, îñóùåñòâëÿþùåãî
ïðîåêòèðîâàíèå íà îäíó èç êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé.



18. Çàïèñàòü ìàòðèöó ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿA : R3 7→ R3, äåéñòâóþùåãî
ïîôîðìóëå Ax := [a,x], ãäå a = (a1, a2, a3) - ïîñòîÿííûé âåêòîð, [·, ·] -
âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå.

19. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, îïðåäåëåííîé â îêðåñòíîñòè
òî÷êè 0 è èìåþùåé â ýòîé òî÷êå ðàçëè÷íûå ïðåäåëû ïî íàïðàâëåíèÿì
êîîðäèíàòíûõ îñåé.

20. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, èìåþùåé â òî÷êå 0
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî îáåèì ïåðåìåííûì, íî íå íåïðåðûâíîé â ýòîé
òî÷êå.

21. Ôóíêöèÿ f(x) äâóõ ïåðåìåííûõ íåïðåðûâíà íà îãðàíè÷åííîì çàìê-
íóòîì ìíîæåñòâå A, ïðè÷åì óðàâíåíèå f(x) = c èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå íà ýòîì ìíîæåñòâå. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà c åñòü ëèáî íàèáîëüøåå,
ëèáî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå f(x) íà A.

22. Çàïèñàòü êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : R2 7→ R2,
îñóùåñòâëÿþùåãî ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé.

23. Äîêàçàòü, ÷òî íîðìà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íå ìîæåò áûòü
äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå 0.

24. Ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ f(x, y) íåïðåðûâíà â çàìêíóòîì êðóãå
B = {(x, y) : x2 +y2 ≤ 1}. Äîêàçàòü, ÷òî íà îêðóæíîñòè C = {(x, y) : x2 +
y2 = 1} îíà ïðèíèìàåò êàæäîå ñâîå çíà÷åíèå (çà âîçìîæíûì èñêëþ÷åíèåì
äâóõ çíà÷åíèé) íå ìåíåå äâóõ ðàç.

25. Ïóñòü ñëàãàåìûå ïîëîæèòåëüíîãî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
∞∑
n=1

an ìîíîòîííî

óáûâàþò. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà an = o( 1
n
).

26. Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ è ïðåäåë lim
n→∞

nan ñóùåñòâóåò, òî âåëè÷èíà
ýòîãî ïðåäåëà ðàâíà íóëþ. Äîêàçàòü.

27. Ïðèâåñòè ïðèìåð ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
∞∑
n=1

an, äëÿ êîòîðîãî ðÿä
∞∑
n=1

(−1)nan

ðàñõîäèòñÿ.



28. Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {an}
òàêîé, ÷òî lim

n→∞
an = 0, íî ðÿä

∞∑
n=1

(−1)nan ðàñõîäèòñÿ.

29. Åñëè f(x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ öåëî÷ìñëåííûì ïåðèîäîì,
òî íàéäåòñÿ ÷èñëî c òàêîå, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

f(n)−c
n

ñõîäèòñÿ.

30. Åñëè
∞∑
n=1

an � ñõîäÿùèéñÿ çíàêîïåðåìåííûé ðÿä, òî ðÿä
∞∑
n=1

an
n
òîæå

ñõîäèòñÿ. Äîêàçàòü.
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