
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ КАЗАНСКОГО УНИВЕРСИТЕТА.
СЕРИЯ ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ

2017, Т. 159, кн. 1 ISSN 2541-7746 (Print)
С. 75–87 ISSN 2500-2198 (Online)

УДК 539.3

НЕПРОТИВОРЕЧИВЫЕ УРАВНЕНИЯ
НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ ПРЯМЫХ МНОГОСЛОЙНЫХ
СТЕРЖНЕЙ В КВАДРАТИЧНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

В.Н. Паймушин1,2 , С.А. Холмогоров2

1Казанский (Приволжский) федеральный университет, г. Казань, 420008, Россия
2Казанский национальный исследовательский технический университет

имени А.Н. Туполева, г. Казань, 420111, Россия

Аннотация

Для прямых стержней слоистой структуры на основе модели С.П. Тимошенко с уче-
том поперечного обжатия, используемой для каждого слоя, построены два варианта од-
номерных уравнений, описывающих геометрически нелинейное деформирование при про-
извольных перемещениях и малых деформациях. В их основу положены предложенные
ранее непротиворечивые соотношения нелинейной теории упругости, использование ко-
торых не приводит к появлению «ложных» бифуркационных решений. Первый вариант
соответствует контактной постановке задачи, в соответствии с которой в точках сопря-
жения слоёв введены в рассмотрение в качестве неизвестных контактные напряжения,
а второй вариант – предварительному удовлетворению кинематическим условиям сопря-
жения слоёв по перемещениям.

Ключевые слова: прямой стержень, слоистая структура, геометрическая нелиней-
ность, произвольные перемещения, малые деформации, модель С.П. Тимошенко, контакт-
ные напряжения, кинематические условия сопряжения

Введение

Ранее [1–3] был проведён анализ уравнений классической нелинейной теории
упругости [4] , построенных для случая малых деформаций и произвольных пере-
мещений. Было показано, что они являются некорректными, так как их исполь-
зование при решении конкретных задач может привести к появлению «ложных»
точек бифуркаций. В связи с этим было дано построение непротиворечивых гео-
метрически нелинейных уравнений теории упругости, использование которых не
приводит к появлению «ложных» бифуркационных решений. Определенные шаги
в этом направлении были предприняты и в работах [5, 6]. В [7] был сформулирован
также вывод о том, что требуют определенной ревизии и корректировки методы
и пакеты прикладных программ (ППП), основанные на использовании классиче-
ских соотношений нелинейной теории упругости. Данный вывод в [7] обоснован
и подтвержден результатами численных конечно-элементных решений ряда трех-
мерных задач о геометрически нелинейном деформировании и линеаризованных
задач об устойчивости равновесия прямых брусьев, полученными на основе клас-
сических [4] и непротиворечивых [1–3] уравнений теории упругости. Было по-
казано, что классические уравнения геометрически нелинейной теории упругости
зачастую приводят к определению завышенных значений критических нагрузок
потери устойчивости элементов конструкций по сравнению с непротиворечивыми
уравнениями, предложенными в работах [1–3].
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В механике деформируемых твердых тел существует направление исследова-
ний, связанное с постановкой и решением задач о так называемых внутренних
и поверхностных (периферийных) формах потери устойчивости (ФПУ) слоистых
волокнистых композитов, армированных прямолинейными или криволинейными
волокнами и находящихся при тех или иных условиях нагружения. Такие задачи
важны в связи с тем, что при построении теорий прочности композитных материа-
лов в качестве возможного механизма разрушения принимают, в частности, потерю
устойчивости структуры композита. Большой цикл исследований в этом направле-
нии был проведён во второй половине прошлого столетия, результаты которых на-
шли отражение во многих научных статьях и монографиях (см., например, [8, 9]).
К этому же направлению исследований следует отнести работы [10–16], посвящен-
ные экспериментальному и теоретическому изучению механизмов разрушения эле-
ментов структуры волокнистых композитов при испытаниях изготовленных из них
тест-образцов в соответствии с разработанными стандартами.

Отметим, что в работе [2] был рассмотрен простейший пример применения
непротиворечивого варианта уравнений теории упругости при произвольных пере-
мещениях, связанный с редукцией двумерной нелинейной задачи деформирования
полосы в виде стержня к одномерным уравнениям и последующим их использо-
ванием для выявления возможных ФПУ при характерных видах нагружения. Из
полученных в ней результатов абсолютно новыми оказались результаты, связан-
ные с исследованием ФПУ стержня при его равномерном сжатии в поперечном
направлении и чистом сдвиге. Исходя из этих результатов, в [17] была рассмотрена
линеаризованная задача о трехточечном изгибе тест-образца прямоугольного по-
перечного сечения из однонаправленного волокнистого композита, закрепленного
на концевых цилиндрических опорах и подвергающегося изгибу нагружением че-
рез жесткий штамп цилиндрической формы в середине образца. Использованные в
ней уравнения являются простейшими и основаны на известной сдвиговой модели
С.П. Тимошенко с учетом поперечного обжатия для всего пакета слоёв рассмат-
риваемых композитов слоистой структуры. Анализ полученных в [17] результатов
показал, что разрушение тест-образцов из волокнистых композитов при их испыта-
ниях на трехточечный изгиб происходит не в результате достижения напряже-
ниями сжатия предела прочности на сжатие (для удлиненных тест-образцов) и
поперечными касательными напряжениями пределов прочности на сдвиг (для ко-
ротких тест-образцов). Разрушение наступает вследствие реализации неклассиче-
ской почти сдвиговой ФПУ при поперечном изгибе. Однако следует отметить, что
данный вывод, хотя и является принципиальным, но имеет лишь качественный
характер в силу принятых упрощающих предположений при постановке соответ-
ствующей задачи. В связи с этим для уточнения постановки задач о трехточечном
изгибе и продольном осевом сжатии тест-образцов из слоистых композитов при
учете реальных их условий закрепления, нагружения и физически нелинейной за-
висимости формирующихся касательных напряжений от соответствующих сдвиго-
вых деформаций требуется использование более точных по сравнению с [17] гео-
метрически и физически нелинейных уравнений теории многослойных элементов
конструкций, имеющих соответствующие степени точности и содержательности.

Настоящая работа посвящена дальнейшему развитию выполненных ранее ра-
бот [18–20]. Уравнения предлагаемых ниже вариантов теории предназначены глав-
ным образом для постановки геометрически и физически нелинейных задач ме-
ханики многослойных стержней и выявления всех возможных ФПУ элементов
структуры волокнистых композитов при статических испытаниях тест-образцов,
использование которых позволяет значительно уточнить полученные ранее резуль-
таты [17].
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Рис. 1. Многослойный стержень (продольный разрез)

1. Контактная постановка задач
механики прямых многослойных стержней

Рассмотрим прямой стержень, состоящий из M = N − 1 слоёв (рис. 1), про-
странства которых V [k] отнесены к параметризациям

R[k] = r[k] + z[k]m[k], −h[k] 6 z[k] 6 h[k],

где r[k] = xe1 + H[k]m – радиус-вектор точек срединной плоскости σ[k] k -го
слоя, имеющего в направлении вектора единичной нормали m[k] толщину h[k] ;
x = x1 – координата вдоль оси стержня на некоторой плоскости σ , принятой
в качестве базы параметризации. Ограничившись рассмотрением плоской задачи
теории упругости, для описания механики деформирования каждого [k]-го слоя
стержня будем использовать кинематическую модель типа С.П. Тимошенко, при-
нимая для векторов перемещений U[k] представления

U[k] = u[k] + z[k]γ
[k] = u[k]e1 + w[k]m + z[k]

(
γ[k]

x e1 + γ[k]m
)

, k = 1, . . . , N − 1, (1)

где e1, m – единичные векторы выбранной системы координат, u[k], w[k] – переме-
щения точек срединной плоскости вдоль осей x и z , γx – угол поворота нормали
вокруг оси y , функция γ описывает поперечное обжатие стержня в направлении z .

При малых деформациях и конечных перемещениях и поворотах двумерные ки-
нематические соотношения непротиворечивого варианта геометрически нелиней-
ной теории упругости [1, 2], исходя из представления (1), для определения осевых
деформаций ε

[k]
1 , деформаций поперечного обжатия ε

[k]
3 и поперечных сдвигов γ

[k]
13 ,

редуцируются к одномерным соотношениям следующего вида:

ε
[k]
1 = ε

[k]
11 + z[k]χ

[k]
11 , ε

[k]
3 = ε

[k]
33 = γ[k] +

(
γ[k]

x γ[k]
x

)/
2, γ

[k]
13 = 2ε

[k]
13 + z[k]γ

[k]
,x , (2)

где
ε
[k]
11 = u[k]

,x +
(
w[k]

,x

)2/2,

2ε
[k]
13 =

(
1 + γ[k]

)
w[k]

,x +
(
1 + u[k]

,x

)
γ[k]

x , (3)

χ
[k]
11 = γ[k]

x,x + w[k]
,x γ[k]

,x .
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При идеальном контакте слоёв стержня введённые в рассмотрение векторы пере-
мещений (1) в точках внутренних плоскостей сопряжения должны удовлетворять
условиям кинематического сопряжения по перемещениям

U[k]
(
z[k] = h[k]

/
2
)

= U[k+1]
(
z[k+1] = −h[k+1]

/
2
)
, k = 1, . . . , N − 2, (4)

которые в скалярной форме могут быть представлены в виде

µ
[k]
1 = u[k] +

h[k]

2
γ[k]

x − u[k+1] +
h[k+1]

2
γ[k+1]

x = 0,

µ
[k]
3 = w[k] +

h[k]

2
γ[k] − w[k+1] +

h[k+1]

2
γ[k+1] = 0,

k = 1, . . . , N − 2. (5)

Предположим, что в торцевых сечениях стержня x = 0, x = L для каждого
[k]-го слоя заданы векторы усилий и моментов

Q[k] = Q
[k]
11e1 + Q

[k]
13m, L[k] = L

[k]
11e1 + L

[k]
13m, k = 1, . . . , N − 1, (6)

а в точках срединных плоскостей слоёв σ[k] заданы приведённые к ним векторы
погонных усилий и моментов

X[k] = X
[k]
1 e1 + X

[k]
3 m, M[k] = M

[k]
1 e1 + M

[k]
3 m, k = 1, . . . , N − 1, (7)

отнесённых к единицам площадей плоскостей σ[k] . Вариация работы этих сил и мо-
ментов на соответствующих перемещениях будет равна

δA =
N−1∑

k=1

δA[k] =
N−1∑

k=1

[(
Q[k]δu[k] + L[k]δγ[k]

)∣∣∣
x=L

x=0
+

+

L∫

0

(
X[k]δu[k] + M[k]δγ[k]

)
dx

]
=

=
N−1∑

k=1

[(
Q

[k]
11 δu[k] + Q

[k]
13 δw[k] + L

[k]
11 δγ[k]

x + L
[k]
13 δγ[k]

)∣∣∣
x=L

x=0
+

+

L∫

0

(
X

[k]
1 δu[k] + X

[k]
3 δw(k) + M

[k]
1 δγ[k]

x + M
[k]
3 δγ[k]

)
dx

]
. (8)

Если ввести в рассмотрение внутренние усилия и моменты

Q[k]
x =

h[k]/2∫

−h[k]/2

σ
[k]
11 dz[k], Q[k]

z =

h[k]/2∫

−h[k]/2

σ
[k]
13 dz[k],

T [k]
z =

h[k]/2∫

−h[k]/2

σ
[k]
33 dz[k], M [k]

y =

h[k]/2∫

−h[k]/2

σ
[k]
11 z[k]dz[k],

S[k]
xz =

h[k]/2∫

−h[k]/2

σ
[k]
13 z[k]dz[k],

(9)
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приведённые к срединным плоскостям слоёв, то для вариации потенциальной энер-
гии деформации стержня при использовании соотношений (2), (3) можно получить
выражение

δΠ =
N−1∑

k=1

δΠ[k] =
N−1∑

k=1

L∫

0

(
Q[k]

x δε
[k]
11 + 2Q[k]

z δε
[k]
13 + T [k]

z δε
[k]
3 +

+ M [k]
y δχ

[k]
11 + S[k]

xz δγ[k]
,x

)
dx =

N−1∑

k=1

L∫

0

(
S

[k]
11 δu[k]

,x + S
[k]
13 δw[k]

,x +

+ H
[k]
11 δγ[k]

x,x + H
[k]
13 δγ[k]

,x + N
[k]
13 δγ[k]

x + N
[k]
33 δγ[k]

)
dx, (10)

где введены обозначения

S
[k]
11 = Q[k]

x + Q[k]
z γ[k]

x , S
[k]
13 = Q[k]

z

(
1 + γ[k]

)
+ Q[k]

x w[k]
,x + M [k]

y γ[k]
,x ,

N
[k]
13 = Q[k]

z

(
1 + u[k]

,x

)
+ T [k]

z γ[k]
x , N

[k]
33 = T [k]

z + Q[k]
z w[k]

,x ,

H
[k]
11 = M [k]

y , H
[k]
13 = S[k]

xz + M [k]
y w[k]

,x .

(11)

Следуя [21, 22], проведём декомпозицию рассматриваемого стержня на N − 1
слоёв, введя в рассмотрение в точках срединных плоскостей сопряжения σ(k), k =
= 1, . . . , N − 2, поверхностные контактные усилия. Обозначим через q[k] = q

[k]
1 e1 +

+ q
[k]
3 m вектор усилий, действующий на [k]-й слой со стороны [k + 1] -го слоя.

Тогда на [k + 1] -й слой со стороны [k]-го слоя будет действовать усилие, рав-
ное −q[k] . Если векторы перемещений (1) не подчинены условиям сопряжения (4),
то введенные в рассмотрение внутренние и внешние усилия и моменты должны
удовлетворять вариационному уравнению

δΠ− δA− δAq = 0, (12)

где δAq – вариация работы контактных усилий взаимодействия q[k] на соответ-
ствующих перемещениях, определяемая выражением

δAq =
N−2∑

k=1

δA[k]
q =δ

L∫

0

N−3∑

k=2

q[k]

(
u[k] +

h[k]

2
γ[k] − u[k+1] +

h[k+1]

2
γ[k+1]

)
dx. (13)

В скалярной форме с учетом (5) выражение (13) принимает вид

δAq =

L∫

0

[N−2∑

k=1

(
µ

[k]
1 δq

[k]
1 + µ

[k]
3 δq

[k]
3

)
+

N−1∑

k=1

(
Y

[k]
1 δu[k] + Y

[k]
3 δw

[k]

+ m
[k]
1 δγ[k]

x + m
[k]
3 δγ(k)

)]
dx, (14)

где

Y
[1]
1 = q

[1]
1 , Y

[1]
3 = q

[1]
3 , m

[1]
1 =

h[1]

2
q
[1]
1 , m

[1]
3 =

h[1]

2
q
[1]
3 ,

Y
[N−1]
1 = −q

[N−2]
1 , Y

[N−1]
3 = −q

[N−2]
3 , m

[N−1]
1 =

h[N−1]

2
q
[N−2]
1 ,

(15)
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m
[N−1]
3 =

h[N−1]

2
q
[N−2]
3 , Y

[k]
1 = q

[k]
1 − q

[k−1]
1 , Y

[k]
3 = q

[k]
3 − q

[k−1]
3 ,

m
[k]
1 =

h[k]

2

(
q
[k]
1 + q

[k−1]
1

)
, m

[k]
3 =

h[k]

2

(
q
[k]
3 + q

[k−1]
3

)
.

После подстановки выражений (8), (10) и (14) в уравнение (12) и проведения стан-
дартных преобразований получим вариационное уравнение вида

N−1∑

k=1

[(
S

[k]
11 −Q

[k]
11

)
δu[k] +

(
S

[k]
13 −Q

[k]
13

)
δw[k]+

+
(
H

[k]
11 − L

[k]
11

)
δγ[k]

x +
(
H

[k]
13 − L

[k]
13

)
δγ[k]

]∣∣∣
x=0

x=L
−

−
L∫

0

(
f

[k]
1 δu[k] + f

[k]
2 δw[k] + f

[k]
3 δγ[k]

x + f
[k]
4 δγ[k]

)
dx−

−
L∫

0

N−2∑

k=1

(
µ

[k]
1 δq

[k]
1 + µ

[k]
3 δq

[k]
3

)
dx. (16)

Из него в силу произвольности вариаций δu[k], δw[k], δγ
[k]
x , δγ[k], δq

[k]
1 , δq

[k]
3 следует

система 4(N − 1) уравнений равновесия

f
[k]
1 = S

[k]
11,x + X

[k]
1 + Y

[k]
1 = 0,

f
[k]
2 = S

[k]
13,x + X

[k]
3 + Y

[k]
3 = 0,

f
[k]
3 = H

[k]
11,x −N

[k]
13 + M

[k]
1 + m

[k]
1 = 0,

f
[k]
4 = H

[k]
13,x −N

[k]
33 + M

[k]
3 + m

[k]
3 = 0,

(17)

для которых в торцевых сечениях стержня x = 0, x = L формулируются гранич-
ные условия

S
[k]
11 = Q

[k]
11 при δu[k] 6= 0, S

[k]
13 = Q

[k]
13 при δw[k] 6= 0,

H
[k]
11 = L

[k]
11 при δγ[k]

x 6= 0, H
[k]
13 = L

[k]
13 при δγ[k] 6= 0,

(18)

а также 2(N − 2) алгебраических уравнений, являющихся кинематическими усло-
виями сопряжения слоёв

µ
[k]
1 = 0, µ

[k]
3 = 0, k = 1, . . . , N − 2.

2. Уравнения, соответствующие предварительному
удовлетворению сопряжения слоёв

Введём в рассмотрение N векторов перемещений

v(k) = u(k)e1 + w(k)m, k = 1, . . . , N (19)

точек граничных плоскостей z[1] = h[1]/2 , z[N−1] = −h[N−1]/2 и внутренних плос-
костей сопряжения слоёв и вместо (4) составим N − 2 условия сопряжения слоёв
стержня по перемещениям в виде

U[k]
(
z[k] = −h[k]

/
2
)

= v(k), U[k]
(
z[k] = h[k]

/
2
)

= v(k+1), k = 1, . . . , N − 2 (20)
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При подстановке представлений (1) и (19) из условий (20) имеем

u[k] =
u(k+1) + u(k)

2
, w[k] =

w(k+1) + w(k)

2
,

γ[k]
x =

u(k+1) − u(k)

h[k]
, γ[k] =

w(k+1) − w(k)

h[k]
,

(21)

учитывая которые, выражения (8) и (10) можно привести к виду

δA=
N∑

k=1

[(
Q

(k)
11 δu(k) +Q

(k)
13 δw(k)

)∣∣∣
x=0

x=L
+

L∫

0

(
X

(k)
1 δu(k) + X

(k)
3 δw(k)

) ]
dx, (22)

δΠ =
N∑

k=1

L∫

0

(
S

(k)
11 δu(k)

,x + S
(k)
13 δw(k)

,x + N
(k)
13 δu(k) + N

(k)
33 δw(k)

)
dx, (23)

где

Q
(1)
1α =

Q
[1]
1α

2
− L

[1]
1α

h[1]
, Q

(N)
1α =

Q
[N−1]
1α

2
+

L
[N−1]
1α

h[N−1]
,

Q
(k)
1α =

Q
[k−1]
1α + Q

[k]
1α

2
+

L
[k−1]
1α

h[k−1]
− L

[k]
1α

h[k]
, k = 2, . . . , N − 1, α = 1, 3,

X(1)
α =

X
[1]
α

2
− M

[1]
α

h[1]
, X(N)

α =
X

[N−1]
α

2
+

M
[N−1]
α

h[N−1]
,

X(k)
α =

X
[k−1]
α + X

[k]
α

2
+

M
[k−1]
α

h[k−1]
− M

[k]
α

h[k]
, k = 2, . . . , N − 1, α = 1, 3,

S
(1)
1α =

S
[1]
1α

2
− H

[1]
1α

h[1]

, S
(N)
1α =

S
(N−1)
1α

2
+

H
[N−1]
1α

h[N−1]

,

S
(k)
1α =

S
[k−1]
1α + S

[k]
1α

2
+

H
[k−1]
1α

h[k−1]

− H
[k]
1α

h[k]

, k = 2, . . . , N − 1, α = 1, 3,

N
(1)
α3 = −N

[1]
α3

h[1]
, N

(N)
α3 =

N
[N−1]
α3

h[N−1]
,

N
(k)
α3 =

N
[k−1]
α3

h[k−1]
− N

[k]
α3

h[k]
, k = 2, . . . , N − 1, α = 1, 3.

(24)

В рассматриваемом случае вместо (12) должно выполняться вариационное
уравнение принципа возможных перемещений δΠ − δA = 0 , которое после про-
ведения стандартных преобразований приобретает вид

N∑

k=1

{[(
S

(k)
11 −Q

(k)
11

)
δu(k)+

(
S

(k)
13 −Q

(k)
13

)
δw(k)

]∣∣∣
x=L

x=0
−

−
L∫

0

(
f

(k)
1 δu(k) + f

(k)
2 δw(k)

)
dx

}
= 0. (25)
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В силу произвольности вариаций δu(k), δw(k) (25) сводится к системе 2N диффе-
ренциальных уравнений равновесия вида

f
(k)
1 = S

(k)
11,x −N

(k)
13 + X

(k)
1 = 0,

f
(k)
2 = S

(k)
13,x −N

(k)
33 + X

(k)
3 = 0,

(26)

для которых в торцевых сечениях стержня x = 0, x = L формулируются гранич-
ные условия

S
(k)
11 = Q

(k)
11 при δu(k) 6= 0, S

(k)
13 = Q

(k)
13 при δw(k) 6= 0. (27)

3. Соотношения упругости

Будем считать материалы слоёв стержня ортотропными, причём оси ортотро-
пии совпадают с осями выбранной координат. Для такого материала компоненты
напряжений σ

[k]
αβ связаны с компонентами деформаций физическими зависимостя-

ми следующего вида

σ
[k]
11 = g

[k]
11 ε

[k]
1 + g

[k]
13 ε

[k]
3 , σ

[k]
33 = g

[k]
13 ε

[k]
1 + g

[k]
33 ε

[k]
3 , σ

[k]
13 = G

[k]
13γ

[k]
13 . (28)

Для волокнистых композитных материалов, изготавливаемых из углеленты, пер-
вые две зависимости являются линейными вплоть до разрушения композита, тре-
тья зависимость в соответствии с результатами работы [23, 24] является нелиней-
ной. В [23] модуль сдвига G

[k]
13 зависит от уровня формирующихся в слое сдвиго-

вых деформаций γ
[k]
13 и в общем случае может быть представлена в виде G

[k]
13 =

= G
[k]
13 (γ[k]

13 ) . Входящие в соотношения (28) упругие характеристики g
[k]
11 , g

[k]
13 , g

[k]
33

через модули упругости E
[k]
1 , E

[k]
3 и коэффициенты Пуассона ν

[k]
αβ(α 6= β α =

= 1, 2, 3, β = 1, 2, 3) выражаются формулами

g
[k]
11 = E

[k]
1

(
1− ν

[k]
23 ν

[k]
32

)/
∆[k], g

[k]
33 = E

[k]
3

(
1− ν

[k]
12 ν

[k]
21

)/
∆[k],

g
[k]
13 = E

[k]
1

(
ν

[k]
21 + ν

[k]
23 ν

[k]
31

)/
∆[k],

∆[k] = 1− ν
[k]
12 ν

[k]
21 − ν

[k]
23 ν

[k]
32 − ν

[k]
31 ν

[k]
13 − 2ν

[k]
12 ν

[k]
23 ν

[k]
31 .

(29)

После подстановки выражений (28) в (9), использовании соотношений (2) и осред-
нении модуля сдвига G

[k]
13 в пределах толщины [k]-го слоя можно получить следую-

щие выражения для физических зависимостей усилий и моментов от деформаций

Q[k]
x = C

[k]
11 ε

[k]
11 + C

[k]
13 ε

[k]
33 , Q[k]

z = 2B
[k]
13 ε

[k]
13 ,

T [k]
z = C

[k]
13 ε

[k]
11 + C

[k]
33 ε

[k]
33 ,

M [k]
y = D

[k]
11 χ

[k]
11 , S[k]

xz = D
[k]
13 γ[k]

,x ,

(30)

в которых введены обозначения для соответствующих жесткостей

C
[k]
11 = h[k]g

[k]
11 , C

[k]
33 = h[k]g

[k]
33 , C

[k]
13 = h[k]g

[k]
13 ,

D
[k]
11 = h3

[k]g
[k]
11 /12, D

[k]
13 = h3

[k]g
[k]
13 /12, B

[k]
13 = h[k]G

[k]
13 .

(31)
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Abstract

Two versions of one-dimensional equilibrium equations for rectilinear laminated bars on ba-
sis of S.P. Timoshenko’s model subject to transversal compression for each layer and describing
geometrical nonlinear deformation by arbitrary displacements and small strain have been de-
rived. The equations are based on the earlier proposed consistent theory of elasticity relations,
the usage of which does not lead to spurious bifurcation solutions. The first version corresponds
to contact problem statement, when contact stresses are introduced in the coupling points of
layers as unknown parameters. The second version corresponds to preliminary satisfaction to
the kinematic coupling conditions of layers with respect to displacements.
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placements, small strain, S.P. Timoshenko’s model, contact stresses, kinematic coupling con-
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Figure Captions

Fig. 1. Laminated bar (lengthwise section).
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