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О ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ ПРЯМОУГОЛЬНИКА 
Наряду с кругом и полуплоскостью прямоугольник часто исполь

зуется в качестве канонической области. Поэтому изучению гранич
ных задач для прямоугольника уделяется столь большое внимание. 
В ранних работах [ 1 ] — 13J можно найти различные методы решения 
задачи Дирихле, в более поздних, например, в работах [4| — [7], — за
дачи Гильберта и смешанной задачи. 

В данной статье мы, используя свойства эллиптических функций, 
укажем единый способ решения этих задач и, кроме того, рассмотрим 
ряд задач склеивания, в которых внутри прямоугольника отыски
ваются аналитические функции по граничным условиям, связывающим 
значения искомой функции в разных точках. 

/н 

ыоп 

с, 

(ид Л I/O) 

I 

сол 
-т& 

. Рис. J . 

Основой при решении всех этих задач будет краевая задача 
Римана для двоякопериодических функций. Краткие указания о ме
тоде ее решения имеются в работе [8], но они требуют некоторых 
дополнений и уточнений. Поэтому мы начнем наше изложение с ре
шения этой задачи. 

§ 1. Краевая задача для двоякопериодических функций 
Обозначим через S+ внутренность прямоугольника с вершинами 

в точках 0, <»!, о)х + до2, £ш2, где о>ь о>2 — некоторые вещественные 
Положительные числа (рис. 1), -Нижнее, и верхнее основания прямо
угольника обозначим через 1Х и l[, а боковые стороны через /2 и t'2 

15 

http://KH.lt


соответственно. Пусть L есть заданная на прямоугольнике S+ линия, 
состоящая из р простых гладких замкнутых контуров Ll9 Z,2,..., Lp 
и q разомкнутых LpJri,..., Lp + q, не имеющих общих точек. Рас
смотрим задачу: 

Найти кусочноголоморфную двоякопериодическую с основными 
периодами ш,, Ы2 функцию Ф(г), имеющую полюсы не выше заданных 
порядков /п, Х2,..., \т в соответствующих точках zv z2 , . . . , zm пря
моугольника S+, если на линии L она удовлетворяет ^граничному 
условию 

<P+(t) = G(t)<!r(t) + g(t), (1.1) 
где О (t) и g(t) - заданные на L функции, удовлетворяющие условию 
Гёльдера, причем G(t)=^0 всюду на L. 

Прямоугольник S+ является фундаментальной областью (парал
лелограммом периодов) двоякопериодической группы Г, порожденной 
подстановками 

oJ (z) = Z + 0)1? о2 (z) = Z + Zco2, 

и двоякопериодические функции являются одним из классов авто-
морфных функций с двумя основными инвариантами p(z) и р' (z), где 

/'(«)=• 4 г + У 1 , \У 1 
(z — Q)2 Q2 

(1.2) 

есть двоякопериодическая функция Вейерштрасса [9J, - принимающая 
в параллелограмме периодов каждое значение два раза; здесь сумми
рование распространено на все неравные нулю периоды 2 = /ra,<i>j + 
+ ш2а>2. Так как род прямоугольника S+ р = 1, то согласно извест
ным результатам [10] при решении задачи Римана в качестве аналога 
ядра Коши можно было бы взять двоякопериодическую функцию 

Я(г>т) = С ( т - г ) - С ( х - г 0 ) + С ( г - а ] ) - С ( г 0 - а 1 ) , 

CW-I+S ~~ + 4*-u " & J~ 0-3) 

z °2 3 °s 5 
с одним неподвижным полюсом первого порядка в точке 2 = ^ . Однако 
все рассуждения и вычисления будут проще, если вместо ядра 
H(z, т) использовать функцию С(т —z), обладающую свойством квази
периодичности: 

C(* + 9) = C(*) + ^ 

ij - /гс^ + m27]2, ^ = 2С ^—J , TJ2 = 2ч ^ — J . 

Некоторые свойства интегралов с ядром С(т - z) изучались Кой-
тером [12]. 

Остановимся сначала на задаче определения кусочноголоморфной 
функции Ф(;г) по заданному скачку g{t)\ 

Ф + ( 0 - Ф " (0 = ^(0- (1-5) 
Легко видеть, что вся совокупность ограниченных в прямоуголь

нике 5 + квазипериодических функций, определяемых формулой 

Ф (z) = ~ ~ Jg(T) С (т - *) A +.C (1.6) 
i 
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имеет на линии L скачок, равный git). При изменении г на период 2 
любая из них изменяется на постоянное слагаемое 

2w J 
L 

и двоякопериодическими они будут лишь в том случае, если 
jVM^^O. (1.7) 

L 

Таким образом, условие (1.7) является необходимым п достаточ
ным для того, чтобы краевая задача (1.5) имела ограниченные в па
раллелограмме периодов двоикопериодические решения. При выпол
нении условия (1.7) все такие решения будут содержаться в фор
муле (1.6). 

В частности, исчезающее в точке z = 0 решение будет иметь 
такой вид: 

*i(*) = ~ \ S «[С (т - z) - С (т)] dx. (1.8) 
L 

На основании известного тождества 

^}±РЖ = 2 [С (т - г ) - С (х) + С {z)\ (1.9) 

и условия (1.7) это решение можно записать ещё так: 

*г(г) = ±Ы.)£^^<Ь.- (1.10) 
Аш J р ( т ) - / ? ( г ) -

L 

Решением задачи (1.5), имеющим в точках zx, z2,..., zm полюсы 
порядков не выше Х]? Х2,..., Хш будет, очевидно, функция 

Ф ( г ) = ^ т ^ ( т ) С ( т - 2 ; ) Л + С + 

(Ы1) 
+ ^ [ С / 0 С ( г - г у ) + С / 1 С / ( г - г / ) + . . . - Ь С ^ С ^ 1 } ( г - ^ ) | 

при условии, что 
С10 + С20 + . . . + Сш0 - - ^ j -(х) rfx. (1.12) 

Это условие обеспечивает периодичность правой части равенства (1.11). 
В силу него в формуле (1.11) будет ровно X = л3 + л2 + . . . + Хш произ
вольных постоянных. 

Каноническую функцию однородной задачи 
ф+ (t) = G (t) Ф- [i) (1.13) 

строим следующим образом. Берем функцию el{z), где 

Г ( г ) = - ~ 7 | 1 п О ( т ) С ( х - г) Л (1.14) 

и пусть с]5 с 2 , . . . , 2̂<7+/? е с т ь точки, принятые за начало обхода на 
замкнутых контурах Lx\ i 2 , . . . , 1^, входящих в I , и концы разомкну
тых контуров Z^+j,...4, Z,p+r Вблизи точки су Г (г) ведет себя как 
обычный интеграл типа Кош и: 

Г (z) = (cij + %) In (2 -»- Су) + Г, (г) -
- («у + % ) In а (̂  — Cj) •+ Г* (г), (1.15) 
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где Г* (г) —некоторая функция, стремящаяся к вполне определенному 
конечному пределу, когда z-+cp оставаясь справа или слева от L; 
число 

*j + i?j=± -0—In G(cj), (1.16) 

когда точка Cj является концевой, и 

Py = 0, « , = - ^ [ a r g O W J i , (1.17) 

когда ^ лежит на замкнутом контуре Lj; о (г) есть сигма-функция 
Вейерштрасса 

.W-zn'(l--f}«*^(f)'. 0.18) 
Функция о (г) — целая, нечетная; ее логарифмическая производная 
дает функцию С (г): 

- Т ^ - с ю . 0-19) 

При изменении z на период Q о (г) приобретает множитель: 
/ Q \ 

а (2 + Q) = е / ^ + Т ' а (г), (1.20) 
р 

где е = + 1 или е = — 1, смотря по тому, будет — периодом или нет. 

Функция er^z) удовлетворяет граничному условию (1.13), но в точ
ках Cj, для которых ctj < 0, | а у 1 > 1 , будет обращаться в бесконеч
ность неинтегрируемого порядка, так как в окрестности Cj в силу 
формулы (1.15) 

Г (г) _ . *А1Ь Г.{г) 
е = [°(z ~ cj)] e . 

Мы же, как обычно, отыскиваем решение задачи Римана среди ку-
сочноголоморфных функций, интегрируемых вдоль линии L. Для 
определенности будем рассматривать кусочноголоморфные функции, 
ограниченные в 5 заданных неособенных концах и интегрируемых на 
остальных концах, то-есть функции одного из классов hs ([U!, стр. 239). 
Одной из функций, этого класса, удовлетворяющей краевому усло
вию (1.13), будет произведение 

Р(г) = е{)П1°(г-Ъ)] У> (121) 

если целые числа */, подобрать так, чтобы 0<а у . — ху. < 1 на концах с^ 
определяющих избранный класс hs, — 1 < ау. — */, < 0 на остальных 
неособенных концах и ау.— •/,• = () на особенных концах и в точках с^ 
расположенных на замкнутых контурах линии L. Обозначим через'у. 
сумму всех этих чисел 

х = х, + х2 + . . . + *2 ,+/г (1.22) 

При изменении z на период Q получим: 

_ х Т(3-а) -*)*(* + ~) 

P(z + Q)=P(z)e е е v 2 У , 
18 



где а и $ — постоянные: 

L ; - i 
Пусть У > 0. Умножая P(X) на o(z—6^, о (z ~~ 62),. .., а (г — 6Х), 

где Qj, в2,..., 0Х —некоторые точки прямоугольника S+ , не лежащие 
на /,, такие что 

61 + e2 + . . . + ex = 3 - a , (1.24) 
получим двоякопериодическую функцию 

(̂г) = еГЙП'Иг-0)РП'(2-в*). (1-25) 

обладающую всеми свойствами канонической функции. В прямоуголь
нике 5 + она имеет порядок — х, а именно, х нулей 62, 82э..., 6Х. 
Среди этих точек могут быть и одинаковые. Будем считать, что раз
личных среди них п: 61? 62,..., Ьп с кратностями р-1э р2 , . . . , ^ соот
ветственно, так что индекс задачи 

X = ^ + Jl2 + . . . + (V 
Если нам требуется найти общее решение неоднородной задачи 

класса hs, то, используя функцию (1.25), записываем краевое условие 
в виде 

Ф+ (0 = Ф""(0 + g(t) 

Отношение Ф(г)/Х(г) представляет кусочноголоморфную двоякоперио
дическую функцию, имеющую в параллелограмме периодов 5 + по
люсы в точках 6j, 02,..., bfl и 2'1? 22 , . . . , £ш порядков р ,̂ р 2 , . . . , [*„ и 
Х3, Х2,..., лш соответственно, а на линии L — скачок, равный g(t)/X*(t). 
На основании вышеизложенного все искомые решения будут содер
жаться в формуле 

V ' 2*/ f] X + (т) v ; 

i X*) к-" t V (С,,,С (г г,) 4 . - i С,. х._Л>Г '(г Z>)] 4-

+ £ l ^ ( z - 8 J + -.. + / \ . , , - r ^ f t ~ ^ 2 - Ц . (1-26) 

если постоянные Су0(у =--1,..., ш) и DK[)(k= 1,... , я) связаны соотно
шением 

т п 

Таким образом, при * > 0 задача Римаиа (1.1) имеет у. + X линей
но-независимых решений класса hs, имеющих в параллелограмме пе
риодов заданный порядок X. 

Чтобы получить ограниченные в прямоугольнике 5 + решения, 
надо в формуле (1.26) положить все С,7 = 0. Таких решений, оче
видно, ровно х. 

При х = 0 £1(2) при изменении г на период 2 приобретает мно
житель е"',л. Здесь, очевидно, могут представиться два случая. 
2* 19 



1). а = 0. В этом случае 
Х(г) = 'еПг) (1.28) 

будет двоякопериодической и общее решение неоднородной задачи 
определится теми же формулами (1.26), (1.27), если положить в них 
все Dkl = 0. Произвольных постоянных в формуле (1.26) будет А. 

Что касается ограниченных в S + решений, то при выполнении 
условия 

gCO ^ 
V + — U 

J * т (г) 
L 

: = 0 (1.29) 

их целое однопараметрическое семейство. 
2). а^О. 
Если а не является одним из периодов группы Г, можно за кано

ническую функцию по-прежнему взять функцию (1.28), но вместо ква- ' 
зипериодического ядра С(т — г) взять 

c ( „ c i ) 0 ( T _ _ 2 ) 

Это ядро при изменении г на период Q приобретает множитель ^ . 
Единственным ограниченным в S+ решением задачи (1.1) будет 

Ф ( г ) = ^ r \gw*-г> ; ( 7 ; Г а \ й" <! -30> 
2тгг J с ( — а ) а ( т ~ 2 ) 

Но можно сделать и так. Взять за каноническую функцию 

a (z — а2) 
где а1 и а2 — два любые числа, не являющиеся периодами и такие, 
что ctj + а2 = а. Тогда единственным ограниченным решением неодно
родной задачи будет 

Ф! 
2** J * + (t) 

Если же а —период, то ограниченное решение будет существо
вать лишь при выполнении условия (1.29). Оно будет иметь вид 

Ф (г) = -2Ш Г 4 ^ - [С (- - z) - С (т - а9) ] dx' 

При х < 0 за каноническую функцию можно взять 

* ( г ) = Р С г ) П Ь ( г - е й ) ] - \ 

где 61? в 9 , . . . , 6_х — некоторые точки, не лежащие на Z, и такие, что 
ei + °2 + • - * +G-x = а — р. 

Если все точки 0ft между собой различны, то неоднородная задача 
будет иметь (единственное) ограниченное в S+ решение 

• W- -^№fr -«> -C( * -.->!* 
L 

только в том случае, если функция g(t) удовлетворяет условию (1.29) 
и условиям 

Г4^[С(т-ел)-с(*-е_о]Л=о, A = I, 2,..., - * - 1 . 
• . . . . I 

Всего получается (—*)• условий разрешимости. 
20 
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Решение задачи Римана при условии четности или нечетности 
искомой функции существенно отличается от рассмотренного общего 
случая. Это объясняется следующими причинами. 

Четные двоякопериодические функции являются автоморфными 
по отношению к группе Г:5., подстановки которой имеют вид 

ok (z) = ± z + 2, Q = //гjсоj + im2a>2. 
Двоякопериодическая группа Г является подгруппой группы Г*. Фун
даментальной областью группы Г* является половина параллелограмма 
периодов группы Г. Простейшей четной двоякопериодической функ
цией является p(z). Если каждое свое значение в параллелограмме 
периодов p(z) принимает дважды, то в фундаментальной области 
группы Г:5с — только один раз. Следовательно, фундаментальная об
ласть группы 1\ имеет род, равный нулю, и функция р (z) есть един
ственный основной инвариант этой группы. Когда линия L лежит це
ликом внутри прямоугольника 5 + , решение задачи Римана удобно за
писывать в интегралах с ядром pf (т)//? (.т) — р (z) ([8], стр. 74—75). 

Нечетная функция не является автоморфной, ибо при всех преоб
разованиях подгруппы вращений группы Г* она приобретает множи
тель (— 1). Однако и в этом случае решение задачи Римана находится 
при помощи очень простых рассуждений ([8], стр. 75-77). 

§ 2. Краевая задача Гильберта 
Рассмотрим следующую задачу: 
Найти функцию F(z) = и(х, y)~\-hv(x, у), голоморфную внутри 

прямоугольника S +, по граничному условию 
аи + bv = с на L = lx + l\ + l2 +• U > (2.1) 

где a(t), b(t), c(t)~ заданные на L действительные функции, удов
летворяющие условию Гельдера всюду, кроме вершин прямоугольника, 
где они могут иметь разрывы первого рода; при этом a\t) + b\t) Ф О 
всюду на L. 

1< ^ о 
i4J^„ 

\ \ \ 
.IV Avi 

i 

I 

Эта задача может быть решена методом, аналогичным тому, ка
ким в монографии [11] (стр. 98 — 117) она решается для круга и полу
плоскости. Обозначая через 5 прямоугольник, симметричный с S + 

относительно вещественной оси (рис. 2), введем вспомогательную 
кусочноголоморфную функцию 

\F(z), Z£S~, 



которую распространяем автоморфно относительно группы Г* на всю 
плоскость: 

Ф (± z + О) = Ф (г), О = 2/я1(о1 + 2гт2ш2. (2.2) 
Эта кусочноголоморфная функция вне линий скачков обладает свой
ством 

Ф(г) = Ф(2), (2.3) 
а на Z —границе прямоугольника 5 + — из краевого условия (2.1) при 
помощи (2.2) и (2.3) без труда получим: 

ф^^^^^1±}т^^^^^М1^, (2.4) 
W ait) - /& (О W а (0 - ib (t) V ; 

Таким образохм, для определения функции Ф(г) получили задачу 
Римана для двоякопериодических четных функций, причем надо найти 
ограниченные решения этой задачи, удовлетворяющие условию (2.3). 

Так как точка z = 0, являющаяся полюсом функции p(z), лежит 
на линии Z,, при решении задачи удобнее пользоваться интегралами, 
ядра которых выражаются через функцию 'C(z). Берем четную двояко-
периодическую функцию 

ет § г {z) = JL С ln GQ (Т) [С (Т _ z) + с (т + 0)] л> 

(2.5) 
G0 (/) = i (a + /£), 

удовлетворяющую граничному условию 
W + (t) = i(a + ib)W-(t). (2.6) 

В окрестности любой из четырех вершин прямоугольника 5 + t0==0, 
tx = coj, i2 = o)j + ico2, t3 = /co2 

*™ = [о(г--/у)а(;г: + tj)p+*JeT*\ 
где 

a. + i,3, = In — ^ — . 
3 ,J 2%l Gu(/y + 0) 

Предположим, что ни одна из вершин не является особенной и пусть 
целые числа ху- таковы, что — 1 < а,- — х;. < 0, а их сумма 

X = Х0 + Xj + *2 + *3 

неотрицательна: У. > 0. При этих условиях четная двоякопериодиче-
ская функция 

X (*) = / W П [»(г - /,-) - (z +• tj)p П « ( г - 0,) - (г + U (2.7) 

где 91? в 2 , . . . , 0Х—произвольные различные между собой точки из 
прямоугольника 5 + , будет канонической функцией однородной за
дачи (2.6) класса А0, а функция 

X(z) = x(z)i(z) = erm™ X 

Х П ° ( ^ °л) ° (* + «*)° (г - вл)*(г + \) (2.8) 
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канонической функцией того же класса однородной задачи (2.4), 
удовлетворяющей условию симметрии (2.3). 

Общее решение задачи (2.4) класса Л0 находится обычным спо
собом. Оно будет иметь такой вид: 

Ф (г) = Щ Г с ( т ) - [С (т - z) + С (х + 2)] Л + 

+ А" (г) (С + £ {СА [р (г) - р (О,)]"1 + С/г \р{г)-р (\)]-'}), (2.9), 

где С —вещественная постоянная. Всего в эту формулу входит 2* + 1 
произвольных вещественных постоянных. При 2^6 > + формула (2.9) 
дает все решения задачи Гильберта (2.1) непрерывные всюду в 5 + , 
кроме вершин, где они обращаются в бесконечность порядка меньше, 
единицы. 

При х < 0 задача Гильберта в общем случае неразрешима. Усло
вия разрешимости, при выполнении которых она будет иметь един
ственное решение, получаются известным образом как условия раз
решимости соответствующей задачи Римана, и мы на этом не оста
навливаемся. . 

При а = 1 , 6 = 0 задача Гильберта вырождается в задачу Шварца. 
Краевое условие соответствующей задачи Римана имеет вид 

Ф+(/)==—ф-(/) + 2с(<). -

Ее канонической функцией, удовлетворяющей условию симметрии (2.3), 
будет кусочнопостоянная функция, равная + I в прямоугольнике 5 + 

и — I в S~~. Из формулы (2.9) при z^S^ получаем вид оператора 
Шварца: 

F(z) - ~ J с (т) [С (т - z) f С (т + z)\ d-z + 1С. 
L 

§ 3. Прямоугольник как плоская модель 
римановой поверхности 

Возьмем прямоугольник 5 + и будем считать каждую пару про
тиволежащих точек его границы за одну единственную точку (напри
мер, точки А и Л', В и В\ С и С , D и Dr на рис. 3, а). Согнем 
этот прямоугольник сначала в кусок кругового цилиндра и склеим 
стороны /, и h так, чтобы тождественные точки А и А', В и В' 
совпали. Затем изогнем этот цилиндр в виде кругового кренделя и 
края цилиндра склеим так, чтобы совпали точки С и С7, D и D'. 
Получаем поверхность тора; граница прямоугольника переходит при 
этом в „каноническую систему разрезов" тора, причем каждый из 
разрезов соответствует двум противоположным сторонам прямоуголь
ника (рис. 3, б). Обратно: если разрезать тор вдоль канонической 
системы, то всегда получается фигура, топологически эквивалентная 
прямоугольнику с указанным соответствием сторон. 

Если прямоугольник рассматривать как фундаментальную область 
двоякопериодической группы, то теории двоякопериодических функ
ций на плоскости будет соответствовать теория однозначных функций 
на торе, и наоборот. Следовательно, с этой точки зрения рассмот
ренная нами в § 1 краевая задача Римана для двоякопериодических 
функций эквивалентна аналогичной задаче для кусочноголоморфных 
однозначных функций на торе, если линии скачков их не совпадают 
с каноническими разрезами. 
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Из прямоугольника 5 + можно получить и другие поверхности, 
если по иному закону отождествлять " граничные точки. На рис. 4 
приведены еще четыре схемы отождествления точек границы. 

й1 В! 

~~1 

D' 

С' 

Рис. 4, а изображает модель плоского кругового кольца. Как и 
тор, кольцо — двусторонняя поверхность, но, в отличие от замкну
той поверхности тора, с двумя граничными линиями /, и /I. 
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Схема отождествления каждой пары диаметрально противополож
ных точек границы прямоугольника, изображенная на рис. 4, б, соот
ветствует проективной плоскости. Это - замкнутая односторонняя 
поверхность. Эту поверхность можно "получить еще из шара, рас
сматривая пары диаметрально противоположных точек как тожде
ственные. 

Односторонними будут и две следующие поверхности — бутылка 
Клейна и лист Мебиуса, соответствующие схемам 4, в и 4, г. Первая 
из них —замкнута, вторая — имеет единственную граничную кривую. 
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Ниже для каждой из указанных моделей поверхности мы рас
смотрим „задачи склеивания", состоящие в отыскании аналитических 
внутри прямоугольника функций по заданному соотношению, связы
вающему граничные значения искомой функции в паре отождеств
ляемых точек. На ыесклеиваемых участках границы, соответствующих 
граничным кривым поверхности, для простоты будем все время зада
вать граничное условие Гильберта. 

§ 4. Задача Карлемана 
Одна из простейших задач, склеивания состоит в отыскании 

функции F(z), голоморфной в односвязной области S + , по гранич
ному условию 

F + (t) = G(t)F+la(t)]+g(tl (4.1) 

если функция a(t) отображает границу области S+ взаимно одно
значно саму в себя с изменением направления обхода, причем 

а[а(*)| = *. (4.2) 

Эта задача была впервые сформулирована Карлеманом [13] 
в 1932 году и решена полностью в 1946 году Д. А. Квеселава |14] 
при следующих предположениях: границей области S+ является кри
вая Ляпунова; функция <x(t) непрерывна и имеет производную <*'(/), 
удовлетворяющую условию Гельдера; функции G (t) и g(t) тоже 
гельдеровы, G(t)=^0 всюду на границе области S * и, кроме того, 

G(t)0[*(t)] = L g(t) + G(t)g[*(t)] = 0. (4,3) 
Здесь мы дадим решение задачи Карлемана для прямоуголь

ника 5 + , понимая под a(t) следующую функцию (рис. 3, а): 

t — w2, / £ / i , (4 Л) a(t) = 

Условию (4.2) наша функция -a(tf), очевидно, удовлетворяет, но вер
шины прямоугольника являются для нее точками разрыва первого 
рода. Будем эти точки считать точками разрыва и для функций 
G(t) и g(t). 

В данном случае задача (4.1) может быть решена чрезвычайно 
просто. Введем вспомогательную кусочноголоморфную двоякоперио-
дическую функцию Ф(г) с основными периодами a>j и /ш2, совпадаю
щую внутри прямоугольника S+ с ИСКОМОЙ функцией F(z): 

<P(z) = F(z), z£S+; 
Ф (z) = Ф (z + a>j) = Ф(г+ *a>2). 

Так как функция a.(t) на каждой из сторон прямоугольника совпадает 
с одной из основных подстановок двоякопериодической группы или 
им обратных, то из условий периодичности имеем: 

Ф(г) = Ф[а(г)], (4.6) 
откуда вдоль всей границы прямоугольника L 

Ф-(*) = Ф + И' )1 - (4.7) 
Учитывая, что в силу первого из равенств (4.5) вдоль L Ф+ (t) = F + (t), 
из условия (4.1) будем иметь: 

Ф + ( 0 = О - ( 0 Ф " (t) + g(t), t£L. (4.8) 



Получили задачу Римана для двоякопериодических функций с основ
ными периодами coj и ш2У но в отличие от случая, рассмотренного 
в § 1, здесь линия L содержит конгруэнтные участки: l\ получается 
из /j при помощи преобразования двоякопериодической группы 
z + до2 a h из /2 преобразованием г + (л{. 

Подобный особый случай задачи Римана для автоморфных функ
ций был рассмотрен нами в работе [15]. Согласно изложенным там 
результатам, при решении задачи мы должны граничное условие (4.8) 
рассматривать лишь на линии Z,] = /] + /2, отбросив вторую конгруэнт
ную половину. 

Оценим интеграл 

r (2) = - ^ - J l n O ( T ) C ( T - 2 ) ^ (4.9) 

в окрестности точки z = 0. Эта точка является точкой разрыва для 
G(t). Поэтому вблизи нее 

Г(г)=(а 0 +*Э 0 )1п°(г) + Г*(г), 
где 

«о+ *?<>= ^ т [ 1 п О ( - 0 ) - 1 п С 7 ( + 0 ) ] . (4.10) 

В точках а)1? io)2, (Oj + i®2
 B силу их конгруэнтности точке z = 0 Г (2) 

ведет себя так же. 
Пусть ^0=7^0 и х—-целое число, подобранное так, что 0 < <х0— •/ < 1 

или — 1 < а 0 — х < 0 в зависимости от того, какое решение нас инте
ресует: ограниченное при z = 0 или обращающееся в бесконечность 
интегрируемого порядка. Тогда при х > 0 канонической функцией 
будет 

^Й = ̂ ИГПФ-У> 
/ г = 1 

если точки 61? 6 2 , . , . , 0Х подобраны так, что 

Л г = 1 

~ Г1пО(т)Л, 
2ы J 

а общее решение запишется в виде 
X 

где 
Л=1 

(4.11) 

(4.12) 

(4.13) 

Таким образом, при х > 0 задача имеет х линейно-независимых 
решений. 

При х = 0 разрешимость и число решений задачи зависят от зна
чения постоянной а. Когда а = 0, имеем семейство решений, завися
щее от одного параметра С; эти решения определяются той же фор
мулой (4.13), если положить в ней все Ck = 0; равенство (4J4) пре
вращается в условие разрешимости. Когда а ф 0, решение единственно; 
оно определяется формулой (1.30). Если а—период, то единственное 
решение (1.31) существует лишь при выполнении условия (1.29). 
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Решение исходной задачи Карлемана (3.1) определяется форму
лами (4.19)— (4.14), если в них z£S+. 

Единственное решение задачи при */- < 0 и условия его существо
вания на основании всего сказанного находятся без труда. 

Для случая, когда S+ является фундаментальной областью неко
торой фуксовой группы, задача Карлемана иным методом решена 
В. И. Показеевым [16]. 

§ 5. Задача Гильберта для кольца 
Пусть на границе I* = /* + /* кругового кольца ^ < | д о | < 1 заданы 

вещественные функции а, (С), Ьх (С), сх (С), удовлетворяющие условию 
Гельдера, причем, как всегда, а\(£) + b\(£) =h 0 на / Л Отыскивается 
аналитическая внутри кольца однозначная функция Fx (w) = ах (?, -ц) + 
+ ivx (?, т]) по граничному условию 

ai (С) МС) + MQ MQ = МО. ^ * - (5.1) 
Разрезав кольцо вдоль отрезка [q, 1] вещественной оси, получен

ный криволинейный четырехугольник отображаем конформно при по
мощи функции z=-~\nw на прямоугольник S+ плоскости z с вер-

Ji 'HUlLlh 
D; 

HI 
с» 

В" 

' / . / / / / / / , 
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//<//// 
/////// 
V/////J, ' / 

ч/////к 

ш 
'// 

г 
шинами 0, <йх, o)j + io>2, io)2, где wx — некоторое вещественное число, 
а а>2 == —Щ1 п ^. При этом отображении окружности /* и /* перей
дут, соответственно, в верхнее и нижнее основания l\ и 1Х (рис. 5). Иско
мая аналитическая функция Fx (w) перейдет в аналитическую функ
цию F(z): 

F1(w) = F1(eu") = F(z). 
На отрезках lx и 1\ вещественная и мнимая части функции F(z) = 
= и(х, y) + iv(x, у) в силу (5.1) удовлетворяют граничному условию 
того же вида 

a (t) u(t) + b (t) v(t) = c (/), *£/. = /, + /!. (5.2) 
Точке С, расположенной на разрезе [#, 1], соответствуют при кон
формном отображении точки t и t + ®х, лежащие на боковых гранях 
/2 и /2. Так как F1 (w) в точках разреза [<?, 1] является аналитиче
ской, то F\ (С) = Л~ (0, откуда для функции ^(г) получаем: 

Z7 + (*) = / 7 + ( ' + »!), ' 6 ^ (5.3) 
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если считать, как обычно, границу прямоугольника ориентированной 
так, что при обходе по ней точки прямоугольника S+ остаются 
слева. Или же 

/ 7 + ( 0 = / 7 + ( ^ с о 1 ) , t£l'2. (5.4) 

Но равенство (5.3) или (5.4) есть необходимое и достаточное условие 
для того, чтобы функция F(z) имела период о)2: 

F(z + oh) = F(z). (5.5) 
Таким образом, функцию F(z) можно рассматривать во всей го

ризонтальной полосе D+ ширины о>2 и для ее определения имеем 
периодическую задачу Гильберта для полосы D+ с граничным усло
вием (5.2) на L = 1г + 1\. На остальной части границы полосы краевое 
условие для F(z) получается из условия (5.2) на основании свойства 
периодичности. 

Чтобы решить полученную задачу, вводим вспомогательную ку-
сочноголоморфную функцию 

Ф ( ^ ) = ( - ( г ) ' *\D*' (5.6) 

где через D~ обозначена полоса, симметричная полосе D+ относи
тельно вещественной оси. Затем функцию Ф(г) распространяем 
периодически с периодом 2Ы2 на всю плоскость. Полученная таким 
путем кусочноголоморфная функция Ф(^) будет двоякопериодической 
с_ основными периодами и>г и 2ш2 и удовлетворять условию симметрии 
Ф (z) = Ф (z), используя которое из краевого условия (5.2) получим 
краевое условие задачи Римана вида (2.4). Линия L = 1г + 1 \ в данном 
случае представляет сумму двух разомкнутых контуров, у каждого 
из них начало и конец являются конгруэнтными точками. Нам надо 
найти решения, ограниченные на концах. 

Рассмотрим интеграл 

Г (z)=— Г '- Г - a{T^ib ^1 In 
L 

С (т - z) (h = 
а (т) — ib (т) 

= ^ Г [2*6 (т) + ш] С (т - Z) Л , б (т) = arg [а (т) + ib (т)]. (5.7) 
L 

Так как точка z = 0 является началом 1Х и концом конгруэнтного ему 
интервала, то в ее окрестности имеем: 

Г (z) = 29(-0)-28(+0) ь а ^ + т^ ̂  _ ^ ы а ^ + т^ ^ ( 5 8 ) 

2к 

Число 
-О) ~ 6 ( + 0) т , , , . , v 

2« ' х /* 

очевидно, целое. В силу конгруэнтности точек 2 = 0 и z = co ir(z) 
ведет себя в них одинаково. Аналогично, на концах w>2, соа + ia>2 пове
дение Г (z) определяется формулой 

Г (г) = 2х2 In (z - io>2) + Г** (z), (5.9) 
где целое число х2= *nd (я2 + *А) *. 

2 

Из свойств интеграла Г (z) и формул (5.8), (5.9) следует, что 
произведение 

Р (Z) = / ( г ) [a (z)r2Xl [а (* - ico2) а (z + га>2)р2 
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имее'1 конечные на L граничные значения, удовлетворяющие гранич
ному условию (2.4) при С(/)ЕЕЕО. При изменении z на один из перио
дов получаем: 

- T j a - 2XTJ ( z + — J 

P(z + Q)=P(z)e v - \ 
если x = y.J+-/-2, a a — вещественная постоянная: 

«=-^- j[26(x)+u]^. 
z. 

чтобы построить каноническую функцию, можно 

i+*2 

Следовательно, 
умножить 

P(z) на [°(z-z1)o(z-z1)]{'*l[:{z--z2)°(z-z2)]* 
и подобрать не лежащие на L точки zv z2 так, чтобы полученная 
функция 

X(z) = em [a (z)r2%i [a (z - т2) a (z + w>2)p X 
X [a (« - ZX) a (0 - * , ) ] * ' [a (z ~ Z2) a (* - 7 2 ) p (5.10) 

была двоякопериодической. Это будет, когда 
*! (* + £,) + х2 (*2 + Z2) + a = 0. (5.11) 

Если хотя бы одно из чисел ха, х2 отлично от нуля, абсциссы точек 
z19 z2 из уравнения (5.11) определятся, ординаты могут быть какими 
угодно, и их можно, например, взять такими, чтобы точки zv z2 
лежали в полосе D+. Функция X(z), очевидно, удовлетворяет усло
вию симметрии X(z) = X(z)\ в параллелограмме периодов S+ + S~~ 
она имеет порядок — 2х. 

Пусть х > 0, причем х2 и х2 неравны нулю одновременно. Перепи
сывая граничное условие (2.4) в виде 

Ф + ( 0 , 
х (0 Л"+ (0 (д - /&)' х+(0 

видим, что при Xj > 0, х2 > 0 двоякопериодическая функция &{z)jX{z) 
имеет полюсы порядка х2 в точках z2, z2 и полюсы порядка Xj в точ
ках гъ z1 Следовательно, 

Ф (z) = — --я/ J 
х х - 1 

С(т) 

А- + (т) (а + /6) 
•С(т—z)r fc 

*(*) {С + £ И уС(^(г-^) + Aj VJH* - *i)l + (5.12) 
у = 0 

X , — 1 

)!}. + E[5ftC(*>(z-z2) + aftCw(z-z2. 

где С—вещественная постоянная и 

А0+А0+В0 + В0 = ±[ /<*>* -
™ J X + (т) (д - /6) 

(5.13) 

Учитывая это равенство, видим, что в формуле (5.12) содержится 2х 
произвольных вещественных постоянных. 

Если одно из чисел хг, х2 отрицательно, например, х2 < 0, но по-
прежнему х, + х2 > 0, то функция Ф (z)/X(z) должна иметь в точках 
zv zx полюсы порядка xl5 а в точках z2, z2 — нули порядка х2. Общее 
решение задачи будет определяться теми же формулами (5.12), (5.13), 



только в них все Bk надо положить равными нулю и приравнять нулю 
первые — х2 коэффициентов в разложении функции Ф(г)/Х(г) в ряд 
Тейлора в окрестности точки zQ. Это дает — х2 уравнений, связываю
щих постоянные С, Aj(j=l, 2 , . . . , х2 - 1). Произвольных веществен
ных постоянных останется опять 2*. 

Если х < 0, то для разрешимости задачи потребуется выполнение 
некоторых дополнительных условий. При *г < 0, х2 < 0, например, 
эти дополнительные условия получаются так: надо разложить функ
цию 

_Lf_£«_c (,_*)*+с 
™ J Х+(х) (a-ib) 

в ряды Тейлора по степеням z—zl и z — z2 и приравнять нулю пер
вые '— х2 и — х2 коэффициентов в этих разложениях. Одному из этих 
условий можно удовлетворить подбором С; остальные — 2х—1 ве
щественных условий будут условиями разрешимости задачи. 

Пусть, наконец, х = 0. Это может быть в двух случаях: 
1) *,=—-*2=£0; 2) у.1=х2 = 0. 

В случае (1) опять обращаемся к формулам (5.12), (5.13), учиты
вая, что х2 и х2 имеют противоположные знаки. Анализ этих формул 
показывает, что неоднородная задача имеет единственное решение. 

В случае (2) за каноническую функцию можно взять 
X (z) = ет, X(z + Q) = X(z) e"* . 

Если а = 0, то X(z) является периодической и неоднородная за
дача будет иметь целое семейство решений 

Ф(г)=Ш. Г_^0С(х-^) dz+CX{zl ' ( 5 Л 4 ) 
ш J X + (т) (а - lb) 

если при этом 
- Ф — = 0 . (5.15) 

J X + (т) (а - ib) 
Если же а ^ О , то единственным решением неоднородной задачи 

будет 
Ф ( - ) = 1 ^ и с{х) —.-JL£=l±*Ldx. (5.16) 

™ J А- + (т) (я - /&) а (а с (т - *) 

Считая в формулах (5.10), (5.12), (5.14), (5.16) точку z принадле
жащей полосе / ) + , получим решение периодической задачи Гильберта 
для этой полосы. Если, кроме того, в этих формулах возвратиться 

2к iz 

к переменному ад = £Ю| , то они определят решение задачи Гиль
берта для кольца. Проведенные выше рассуждения позволяют сфор
мулировать следующий известный результат: 

Если вдоль границы крхгового кольца Ind (аг + ibx) = 2х > 0, то 
неоднородная задача Гильберта (5.1) разрешима при любой функции 
сх (С) и имеет 2* линейно-независимы к решений. При х < 0 неодно
родная задача разрешима тогда и только тогда, когда выполняется 
—- 2х — 1 дополнительных: условий. 

В случае х = 0 мог) т представиться две возможности: 1) а = 0, 
то есть 

\bl{x)dx=^b2(x)dx, (5.17) 
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Не % 

где через вг (л) и в2(х) обозначены значения arg (а1 ~г 1Ьг) на h и /2 
соответственно. Неоднородная задача разрешима при выполнении 
одного условия вида (5.15) и имеет целое семейство решений, зави
сящее от одного вещественного параметра. 2) а ф О, то есть условие 
(5.17) не выполнено. Неоднородная задача безусловно разрешима и 
имеет единственное решение. 

Частным случаем периодической задачи Гильберта (5.2) является 
периодическая задача Дирихле. Пусть в полосе D+ требуется опре
делить гармоническую периодическую функцию и(х, у), u(x + wv у) = 
= и(х} у), непрерывную вплоть до границы, по ее значениям ср, (t) и 
<Р2(0 на 1Х и U. Обозначая через F(z) = u + iv аналитическую в D+ 

функцию, имеющую период Wj, видим, что она должна быть решением 
задачи Гильберта (5.2), когда a(t)=l, b(t) = 0, c(t) = <?1(t) на 1г и 
c(t) = <p2(t) на 1\. Краевое условие соответствующей задачи Римана 
в данном случае имеет вид 

Ф+(/) + Ф~~(*) = 2с(0, td1' 
Очевидно, X(z) = i в D+ и X(z) = — i в D"; 71==72 = 0, а = 0 и 
решение задачи определится формулами (5.14), (5.15). Итак, если 

L 

то периодический оператор Шварца для полосы D + имеет такой вид: 

F(z) = — Г с ( т ) С ( т - 2 ) Л + /С, 
тс/ J 

L 
где С—вещественная постоянная, или 

/ 7 ( г ) = — Г < м * ) с ( т — * ) л - - 1 . Г ? 9 ( т ) с ( т - 0 + /о)2)^.+ гс. 
тс/ J тс/ J 

о и 

Это — известная формула Билля, определяющая функцию, регуляр
ную внутри прямоугольника, по заданным значениям вещественной 
части на его горизонтальных сторонах. 

Если в последней формуле положить 2 = - ^ - In-о;, т = - ^ - In t и 
обозначить через С3 (и) = С (Й + гсо2), то получим формулу Билля, пред
ставляющую оператор Шварца для кругового кольца. При озл = 2т: 
она имеет следующий вид: 

F(w) - — Г ? 1 (6) С (6 + i In w) db -
Tl/ J 

и 

— — Г ?2 (°) ̂ з(0 + Пп w) db + i C. 
ni J 

0 

§ f. Решение одной задачи склеивания для кольца 
Пусть, как и в предыдущем параграфе, на границе кольца 

L = / i + /2 искомая аналитическая функция F} (w) удовлетворяет гра
ничному условию (5.1), а на берегах разреза [q, 1J ее значения свя
заны линейным соотношением 

/ ^ ( 9 = О» (С)/м+(С)+ £*({), (6.1) 
где С?* (С), g*(C) — гельдеровы функции, причем О* (С) нигде не обра-
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щается в нуль. Осуществив конформное отображение z = —L In w 
2KJZ 

для функции F(z) = Гг (е^1) на боковых сторонах прямоугольника S4", 
будем иметь: 

FUt)-^^FU^^~-ff=^^, tO'i- (6*2) 

Если ввести обозначения 
o ( / ) = f t f i ( 0 , /£/2; /,) f ftW, ̂ / 2 ; 

I I/O, (*-<*,), ^ / 2 ; [-gAt-vJWt — uJ J$l2 ; (6.3) 

U - * , , ^ 2 , (6.4) 
то краевые условия (6.2) можно записать в виде одного: 

F+(t)=Q(t)F+[*(t)]+g(t), t£Lx = l2 + t2. (6.5) 
Функция а(/), очевидно, устанавливает взаимно-однозначное 

отображение линии Lx на себя с изменением направления обхода, 
причем 

*\*{t)\ = t. (6.6) 
Следовательно, условие (6.5) есть краевое условие задачи Карлемана 
[13J, [14], для которой необходимые условия разрешимости 

Q(t)Q[*(t)]=h g(t) + G(t)g[*(t)\ = 0 (6.7) 
выполнены. Это следует непосредственно из формул (6.3). 

Итак, имеем следующую задачу: 
Найти внутри прямоугольника S+ аналитическую функцию F(z), 

если на верхнем и нижнем основаниях она удовлетворяет краевому 
условию Гильберта (5.2), а на боковых сторонах — краевому условию 
Карлемана (6.5). 

Чтобы решить эту задачу, вводим кусочноголоморфную функцию 
F\z), zCS\ 
F(z), z^S-, 

периодическую с периодами а>1 и 2ш2: 
Ф (г) = Ф (z + ©,) = Ф (г + 2т2). 

На линии L для нее получается краевое условие 

ф+ и) = ~~ ̂ -^ Ф- (/) +- ^ - , (6.8) 
а — ib a — ib 

а на линии Lx 
<p+(t) = 0(t)<l>~(t) + g(t). (6.9) 

Получили задачу Римана для двоякопериодической функции ^ п е 
риодами (Oj и 2га)2, удовлетворяющей условию симметрии Ф(г) = Ф{г\ 
причем линия Lx состоит из конгруэнтных друг другу отрез
ков /2 и k. 

При построении канонической функции берем 
/<*>, г (z) = -— Г In [i (a + ib)} С (т - г) rfx + 

2Ы J 

+ J _ Г1пО(т)С(х - 2 ) Л , (6.10) 
4я/ J 

1-2 
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удовлетворяющую граничным условиям 
/ + (t) = О0 it) f~ (/), G0 (t) = I {a + lb), t£L, 

f+(t) = yO(t)f-(t), l^U 
В окрестности точки z = 0 (и z = Mj) 

Г (z) =, (a0 + Щ In a (z) + T* (z), 

% + 'h = ~h l - In G0 (0) + 1 In G (0)]; 

в окрестности точки z = i®2 (и 2 = w1 + /a>2) 
Г (г) = (a, + г32) In a (z - Ы2) + Г** (z), 

(6.11) 

a* + ^ = i In G0 (m2) - у In О (w>2) |. 

Подбирая целые числа x0 и x, так, чтобы они удовлетворяли одному 
из неравенств — 1 < ау. — ху- < 1 согласно избранному классу искомых 
функций, получим каноническую функцию вспомогательной однород
ной задачи (6.11) при * > 0, x = *o + xi> B т а к о м виде 

X (г) = еш [о (г)]-"» [а ( , - to2)p П с (г - 6,), (6.12) 

если различные между собой точки 615 б2 , . . . , бх выбрать так, чтобы 

Ьг + 62 + . . . + 0, = Ьл®2 - а, 

a = _ L f i n G 0 ( x ) ^ + J - f In О (t) Л . <6ЛЗ) 
2ш J 4тс/ J 

Произведение 

А (г) = х (г) х (г) = е X 

X [а (*)Г2х° [а (г - Ш2) с (Z |- ш2)]-х* П ° С* ~ 8
Л) ° (* ™ h) (6-14) 

^ = 1 

будет, очевидно, канонической функцией исходной задачи, удовле
творяющей условию X (z) ^ X(z), и общее решение неоднородной за
дачи 

Ф(г) = *( г ) [ср(г) + ?(г)1 + 
(6.15) 

+ А'(г){С + 1 [ С А С ( г - в , ) + С/г С (г - 8,)]} , 
k = l 

где 
Ф (*) = - L | __£.<:> с (т _ z) * + ^ Г J£L с (х - г) Л> 

2™ ZJ А' "Г (т) (а - # ) 4™ J X +(т) 

V /?* с, = -L I ~ £ < ^ L _ 4 ^Г J _ Г_* w Л ] , 
* J ™ J А + (г) (а - //>) L 4ir/ J х+ (г) / г - = 1 

J А + (г) (д. - //>) L 4ir/ J x + (т) 

а С —вещественная постоянная, будет содержать при % > 0 2/. про
извольных вещественных постоянных. 

На основании всего ранее изложенного случаи * < 0 исследуются' 
без труда. 
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Два частных случая с краевыми условиями 
1) ul=fl на Л, ux=f2 на /*, 

Ft^)-FT^)=gl(^) на \д, 1]; 
2) иг=/г на /i, ^i = ?2 н а й , 

/ ^ - ^ ( У ^ ^ С ) на [д, 1] 
были рассмотрены Герстом [17]. 

§ 7. Граничная задача, аналогичная задаче Карлемана 
I. Пусть (схема, рис. 4, б) 

f — 7 + ^ i 4- м*>2> ^6 'ъ 

• w - l ~ j t " , : b i ' Iff" <7-» 
/ —- со1 + /со2, / £ /2 . 

Функция а(/), очевидно, переводит Z, = /х + l\ + /2 + h в себя с со
хранением направления обхода, причем 

а[а (t)\ = t. (7.2) 
Рассмотрим такую задачу: 
Найти голоморфную внутри прямоугольника 5 + функцию F(z) 

по граничному условию 
F+(t) = G(t)F^7)] + g(t), t£L. (7.3) 

Как и раньше, будем считать, что функции G(t) и g(t) удовле
творяют условию Гельдера всюду, кроме вершин прямоугольника, 
где допускаются разрывы первого рода. При этом G(t)=fiO на L. 

Используя условие (7.2) из (7.3), получаем: 
F+[*(t)] = Q[*(t)\F^) + g[<i(t)]. 

Вставляем это выражение в (7.3): 
F+(t) = G(t)Q[*(t)]F+(t)+g(t) + G(t)g[*(t)]. 

Значит, одним из случаев разрешимости задачи (7.3) является тот, 
когда 

0(t)Gl*(t)]=L g(t) + Q(t)g[*(t)] = 0. (7.4) 
Только на этом случае мы и остановимся. 

Вводим вспомогательную кусочноголоморфную функцию: 
Ф(г)=\ FW.*eS\_ Z£S-^ {75) 

{ F (— z + щ — /«О, 
четную, с периодами 2col9 2т2: 

ф (z) = Ф (— г) = Ф(г i 2тг) = Ф (z + 2ш2). 
В силу условий периодичности Ф(г + ®1) = Ф(г—<й1), Ф(г + Ы7) = 
= Ф (z — га>2). Учитывая эти соотношения, из способа определения 
функции Ф (z) сразу получаем условие симметрии 

Ф(г)=Ф[а(*) ] , (7.6) 
на основании которого всюду на L будем иметь: 

Ф~ (t) = Ф+[a (t)] = ¥*№)]- (7J) 
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Подставляя в краевое условие (7.3) F+[a(t)] = <$> (t), F + (t) = Ф+ (t), 
получим 

<P+(t)^G(i)<l>-(t)-{-g(il t£L. (7.8) 
Пришли, таким образом, к задаче Римана для четных двоякоперио-
дических функций, причем надо найти лишь те решения, которые 
удовлетворяют условию симметрии (7.6). 

Отметим сразу следующее обстоятельство: если Фг (z) — какое-
либо решение задачи (7.8), то /(г)==Ф1[(х.(г)\ тоже будет решением 
этой задачи. В самом деле, на L 

Заменяя в краевом условии (7.8) t на &(t) и переходя к комплексно 
сопряженным значениям, будем иметь: 

Ф+lz(t)]=G{a(t)\ф-lz(t)\+glz(t)Ъ 
или 

/ - (t) ="0lal?)]/+ (0 + ё¥Ш> 
или, в силу условий (7.4), 

f+(t) = G(t)f~(t)+g(t), 
что и доказывает наше утверждение. 

Это свойство позволяет из любого решения задачи (7.8) получить 
решение, удовлетворяющее условию симметрии, в виде 

{ [ ф ^ + ф ^ Ш 
где a (z) надо положить равным одному из аналитических выражений 
этой функции согласно равенствам (7.1), ибо остальные получаются 
из него подстановками группы Г*. 

Найдем каноническую функцию вспомогательной задачи 

f+(t)=VO(ijf-(t). (7.9) 
Интеграл 

Г (z) - — .(' In G (т) [С (х - г) + С (т + 2)1 d-, (7.10) 

где дзэта-функция построена для периодов 2сох, 2до2, в окрестности 
любой из вершин tf может быть представлена так: 

Г (г) = (а,. + %.) In [a (z — tj) a (z + tj)\ + Г* (*), 
если 

aJ + lh - ~ tIn G (h - °) - In G Vj + 0)1- (7.11) 
Следовательно, функция х(г) вида (2.7), где 61э 02,..., 6Х — произ

вольные точки из прямоугольника 5 + , Г (г) определяется форму
лой (7.10), ~~ а числа 7- подобраны соответствующим образом по чис
лам ау. из формулы (7.11) —будет канонической функцией задачи (7.9) 
при х>0. Каноническую функцию задачи (7.8), удовлетворяющую 
условию симметрии (7.6), можно взять в таком виде: 

* (* ) -x (* )z ( - z-\-^ +Ы2). (7.12) 
В фундаментальной области группы Г.̂  X(z) имеет 2х простых нулей: 
в точках 8^(:5+ и в точках —• 0ft + о)х — fa^S", 
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Общее решение задачи при •/> 0 складывается из общего реше
ния соответствующей однородной задачи 

Ф0 (г) =X(z) {C+tck[p (z) ~~ р (б,)]"1 + 
1 *=i (7.13) 

+ Ck[p(-z + ul-w2)--p(bk)]-1}, 
где С — произвольная вещественная постоянная, и частного решения 
задачи неоднородной 

ф1 (г) = 1 [Ф (г) + Ф ( "5 + (*>! -П^Г)], 
2 (7.14) 

* * J * + (т) 

Всего в общее решение входит 2* + 1 произвольных вещественных 
постоянных. 

При х < 0 для разрешимости задачи требуется выполнение —2х—1 
дополнительных вещественных условий. 

Задача Гильберта (§ 2) есть частный случай рассмотренной за
дачи, когда ОС(/)ЕЕЕ£. 

И. Пусть отождествление граничных точек прямоугольника S+ 

осуществляется по схеме рис. 4, г. Обозначая через 

-• ~i+ o>i + Ы0. / £ / 1 ? 
«1 (0 = 1 - ~ , (7.15) 

[ — t + co1 — iw2, / ^ /i , 

рассмотрим такую задачу: 
Найти аналитическую внутри прямоугольника 5 + функцию 

F(z) = Й + ^ яо граничным условиям 

F+(t) = 0 : (О F + К ' (ОГ+ ft (0, / 1 ^ i ^ /i + /i (7.16) 
a a + f a j = £ ( / ) , t£L2 = /9 + /a, (7.17) 

где гёльдеровы функции Gj (/) и g\ (/) удовлетворяют на Z,x соотно
шениям 

Oi (0 о , l«i (01 = i, ft (0 + ft [«1 (01 «1 (0 = о, 
а вещественные функции a(tf), £(/), с(/), кроме всех обычных требо
ваний (§ 2), принимают одинаковые значения в диаметрально противо
положных вершинах прямоугольника. Это требование означает просто 
непрерывность этих функций вдоль единственной граничной кривой 
листа Мебиуса. 

Эта задача есть частный случай только что рассмотренной за
дачи (7.3). В самом деле, перепишем граничное условие (7.17) в виде 

а — ib а — ib 

и введем обозначения 

0,(0, '£А. [&(0, t^L,, 

«L» git) 

fait), t£Lu 

G(t)={ аЛ-ib , r i £•(*) = { 2c(/) 4rj 

a (/) = . 
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Теперь краевые условия (7.16), (7.17) можно записать в виде одного 
F+ (t) = G(t) F^flW)] 4 g(t), t£L = Lx 4 L2. 

Функция а(/), очевидно, совпадает со своей обратной и переводит 
границу L прямоугольника 5 + в себя с сохранением направления 
обхода; коэффициенты G(t) и g(t) удовлетворяют соотношениям (7.4). 
Следовательно, получили задачу (7.3). 

§ 8. Смешанная задача склеивания 
Пусть, наконец, отождествление граничных точек прямоугольника 

осуществляется по схеме рис. 4, в, так что 

«1 U) 

i(t) 

— t + (̂  4 iw2, t£lv 

— t 4 Wx — №2, t(~li , 

t + (0i, t(z 12* 
t CO,, t (r l) . 

(8.1) 

Функции ax(t) и oi2(t) условию (7.2) по-прежнему удовлетворяют, но 
&x{t) на отрезках 1г 4 /i = Lx положительный обход сохраняет, иа2(/) 
на U 4- 4 = £2 ~ изменяет. Рассмотрим задачу: 

Найти в прямоугольнике S+ голоморфную функцию F(z) по гра
ничным условиям 

F+(t) = G1(t)F+[4l{t)\ + g1(t), t£Lv (8.2) 
F+(t)-02(f)F

+{z2(t)) + g2(t), t£L2, (8.3) 

где G\(t), g:(t), G2(t), g2(t) — заданные функции, соответственно, на 
Lx и L2, удовлетворяющие условию Гелъдера, Gx (t) фО на Lx, 
G2(t)¥=0 на L2 и, кроме того, Gx(i) и gl(t) удовлетворяют на LX 
соотношениям (7.4), a G2(t) и g2(t) на L2 — соотношениям (4.3). 

Вспомогательную кусочноголоморфную функцию вводим следую
щим образом: 

Ф(г) = 1 — ^ - ^ - s - ' - z £ S - , 

Ф (z) = Ф (z + шг) = Ф (z 4- 2до2). 
Отсюда следует, что 

Ф(*) = Ф ^ Ж Ф(г) = Ф[а2(г)]. (8.4) 
Значит, 

ф-(0 = Ф+К(0] = /7+[а2(0], ' 6 ^ 
и из краевых условий (8.2), (8.3) получаем: 

Ф +(0 = О,(0Ф-(0 + &(0, ^ А , (8.5) 
Ф+(*) = 0 2 (О Ф~ (')+&('), /6^2- (8.6) 

Итак, чтобы определить функцию Ф (z), надо найти такие реше
ния краевой задачи Римана для двоякопериодических функций с ос
новными периодами о̂  и 2ш21 которые будут удовлетворять первому 
из условий (8.4). 
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При решении задачи краевое условие (8.6) берем лишь на от
резке /2, ибо /2 и U связаны преобразованием z + юг, принадлежащим 
рассматриваемой группе Г. В данном случае 

Г(2г)= J - Г In Gj (т) С (т - г) Л - Ь — Г1п02(т)С(т-2;)Л (8.7) 
4тгг J Ати J 

оцениваем вблизи точек ^ = 0 и £ = iw2. Точка z = 0 является началом 
отрезка 1г и концом /2. Поэтому в ее окрестности 

T(z) = (*0 + $0)ln*{z) + T*(z), 
«o'+iPo = TT[- lnOi (0) + ln(?2(0)l; 

£ = до2 — конец /1 и начало /2: 
Г (г) = (<*! + î i) In а (̂  - w>2) + г** (*)> 
«1 + i?i = In Gj (iw2) — In G2 (i(Oo)J. 

4 я/ 
Подбирая по а0 и ax нужным образом целые числа х0 и хх при 
х = 70 + -/j > 0, находим каноническую функцию 

X(г) = ет [о(г)Г* [с(г~ <<о2)Г' П Ф " 6*) (8-8) 

однородной задачи 

если точки 6Х, 82,..., 0Х удовлетворяют соотношению 

S б, = ixl0)2 - a, (8.9) 

где 
a = — Г 1 п 0 1 ( т ) £ / т + — Г In 0 2 (т) Л . 

4те/ J 4тг/ J 

Канонической функцией задачи (8.2), (8.3) при х > 0 будет: 

X(z) = х (г) х ( - * + <«>, + *•>*) = /(2)-Г(2-/Ш2) X 
х (8.10) 

X ^ (z)\ * [о (* - w>2)] Xl [a (z + to2)] *° П ° (* - 6*) ° (^ + вЛ + ico2). 
k=\ 

В параллелограмме периодов ЛГ(г) имеет 2х нулей: в точках 6Л£5 + 

и в точках — 6̂  + ©J — ia>2£ S~. 
Общее решение задачи имеет вид 

ф (г) = X(z) [<р (г) + ? (-"г + ш1 + w>2)] + 

+ Х{г) { С + 1>\СкЦг- 6 f t)- СлС(г + w>2)]} f (8.11) 

где 

4«i J X + ( T ) 4TM J *+ ( , ) 
I . " <*> 
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С—произвольная вещественная постоянная, Ck — комплексные по
стоянные, связанные соотношением 

/ г = 1 1 г /2 

Всего в формулу (8.11) входит 2* произвольных вещественных по
стоянных. 

Легко получить условия разрешимости задачи и в случае * < 0. 

Рассмотренные нами задачи, конечно, не исчерпывают всех задач, 
которые могут быть решены указанным методом. Можно было бы, 
например, сохраняя вид перечисленных краевых условий на границе 
прямоугольника, добавить внутри него конечное число линий скачков 
и на них задать краевые условия Римана. Принимая во внимание ре
зультаты нашей предыдущей статьи [18], читатель в случае надобности 
без больших затруднений проделает это сам. 

\ 
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