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1. �¢¥¤¥­¨¥

�ãáâì U | ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¢ n-¬¥à­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Rn, G : U ! 2R
n

|
â®ç¥ç­®-¬­®¦¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ (â. ¬. ®.). �®£¤  ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ¢ à¨ æ¨®­­®¥ ­¥à ¢¥­-
áâ¢® ª ª § ¤ çã ­ å®¦¤¥­¨ï â®çª¨ u� 2 U â ª®©, çâ®

9g� 2 G(u�); hg�; u� u�i � 0 8u 2 U:

� à¨ æ¨®­­ë¥ ­¥à ¢¥­áâ¢  è¨à®ª® ¨á¯®«ì§ãîâáï ¤«ï ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨ï ¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï à §«¨ç-
­ëå § ¤ ç ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨,   â ª¦¥ à ¢­®¢¥á­ëå § ¤ ç íª®­®¬¨ª¨ ¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ®¯¥-
à æ¨© (á¬., ­ ¯à., [1]{[3]). �à¨ íâ®¬ ­ àï¤ã á ®¡ëç­ë¬¨ ¢ à¨ æ¨®­­ë¬¨ ­¥à ¢¥­áâ¢ ¬¨ ¯à¥¤« -
£ îâáï ¨ áâ®«ì ¦¥ ¨­â¥­á¨¢­® ¨áá«¥¤ãîâáï ¨å à §«¨ç­ë¥ ®¡®¡é¥­¨ï (á¬., ­ ¯à., [3]{[5] ¨ ááë«ª¨
¢ ¤ ­­ëå à ¡®â å). � ­ áâ®ïé¥© à ¡®â¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¥é¥ ®¤­® ®¡®¡é¥­¨¥,   ¨¬¥­­®, á¨áâ¥¬ë
¢ à¨ æ¨®­­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢ (á. ¢. ­.). �®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® á. ¢. ­. ï¢«ï¥âáï ¯®«¥§­ë¬ ¨­áâàã¬¥­â®¬
¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ ¨ à¥è¥­¨¨ § ¤ ç ¢¥ªâ®à­®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨,   â ª¦¥ ¯à¥¤« £ ¥âáï ¨â¥à â¨¢­ë©
¬¥â®¤ ¤«ï à¥è¥­¨ï á. ¢. ­. ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ®¡é¨å ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ïå.

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ­ ¬ ¯®âà¥¡ãîâáï ®¡®§­ ç¥­¨ï ­¥ª®â®àëå ®â­®è¥­¨© ã¯®àï¤®ç¥­¨ï ¬¥¦¤ã
¢¥ªâ®à ¬¨. �ãáâì M , f1; : : : ;mg. �«ï â®ç¥ª a; b 2 Rm § ¯¨áì a 4 b (a < b) ®§­ ç ¥â, çâ® a ­¥
«ãçè¥ (­¥ åã¦¥) b ¢ á¬ëá«¥ � à¥â®, â.¥. «¨¡® a = b, «¨¡® ai < bi (ai > bi) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® i 2M .
� ª¦¥ § ¯¨áì a 4L b (a <L b) ®§­ ç ¥â, çâ® a ­¥ «ãçè¥ (­¥ åã¦¥) «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª¨, ç¥¬ b, â.¥.
«¨¡® a = b, «¨¡® ak < bk (ak > bk) ¤«ï k = minfi 2 M j ai 6= big. �«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  a 2 Rm ¨
«î¡®£® ¨­¤¥ªá  k 2M ®¡®§­ ç¨¬ a(k) | ¢¥ªâ®à ¨§ Rk â ª®©, çâ® a(k)i = ai, i = 1; k. �à®¬¥ â®£®,
®¡®§­ ç¨¬

Rn
> = fx 2 Rn j xi > 0; i = 1; ng;

S(z; �) = fx 2 Rn
�� kx� zk = �g;

N(X;x) = fq 2 Rn j hq; z � xi � 0 8z 2 Xg

| ­®à¬ «ì­ë© ª®­ãá ª ¬­®¦¥áâ¢ã X ¢ â®çª¥ x. �à®¥ªæ¨ï â®çª¨ x ­  ¬­®¦¥áâ¢® X ¤ «¥¥
®¡®§­ ç ¥âáï pr(x;X), ¬­®¦¥áâ¢® ®¡®¡é¥­­ëå £à ¤¨¥­â®¢ (¯® �« àªã) äã­ªæ¨¨ F ¢ â®çª¥ x |
@F (x) (á¬. [6], c.18).

2. �®áâ ­®¢ª  § ¤ ç¨ ¨ ­¥ª®â®àë¥ ¯à¨«®¦¥­¨ï

�áî¤ã ¤ «¥¥ ¢ áâ âì¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® U | ­¥¯ãáâ®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¢ Rn. �ãáâì
¤ ­ë â. ¬. ®. Gs : U ! 2R

n

, s 2 M , â®£¤  à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë ¢ à¨ æ¨®­­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢ á®áâ®¨â ¢
­ å®¦¤¥­¨¨ â®çª¨ ¬­®¦¥áâ¢  U�(G) =

T
s2M

U�s (G), £¤¥

U�s (G) = f�u 2 U j 9�gs 2 Gs(�u); h�g
s; u� �ui � 0 8u 2 Ug:

�ç¥¢¨¤­®, çâ® á. ¢. ­. á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡ëç­ë¬ ¢ à¨ æ¨®­­ë¬ ­¥à ¢¥­áâ¢®¬ ¯à¨ m = 1.
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� ¬¥ç ­¨¥ 2.1. �®âï ¢ à¨ æ¨®­­ë¥ ­¥à ¢¥­áâ¢  ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ¨ ¢ ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®¬
¯à®áâà ­áâ¢¥ (­ ¯à., [1], [2]), ¨  ­ «®£¨ç­®¥ ®¡®¡é¥­¨¥ «¥£ª® ¯à®¢®¤¨âáï ¤«ï á. ¢. ­., §¤¥áì ¨ ¢
¤ «ì­¥©è¥¬ à ¤¨ ã¯à®é¥­¨ï ¨§«®¦¥­¨ï à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¨áª«îç¨â¥«ì­® ª®­¥ç­®¬¥à­ë© á«ã-
ç ©.

�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¤ ­­®¥ ¯®­ïâ¨¥ á. ¢. ­. ®â«¨ç ¥âáï ®â ¯®¤®¡­®£® ¯®­ïâ¨ï, ¢¢¥¤¥­­®£®
¢ [7] (á¬. â ª¦¥ [8]), ¯®áª®«ìªã á. ¢. ­. ¨§ [7], [8] ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¤­® ¢ à¨ æ¨®­­®¥ ­¥à ¢¥­-
áâ¢® á¯¥æ¨ «ì­®£® ¢¨¤ ,   ¨¬¥­­®, ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ¤®¯ãáâ¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® U ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬
¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ­¥ª®â®àëå ¬­®¦¥áâ¢, § ¤ ­­ëå ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ å. � à¨ æ¨-
®­­ë¥ ­¥à ¢¥­áâ¢  ¯®¤®¡­®£® â¨¯  ¢®§­¨ª îâ ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ ¡¥áª® «¨æ¨®­­ëå ¨£à,   â ª¦¥
­¥ª®â®àëå § ¤ ç âà ­á¯®àâ­®£® ¨ æ¥­®¢®£® à ¢­®¢¥á¨ï (á¬. [3], [7], [8]). � ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ¢á¥
¢ à¨ æ¨®­­ë¥ ­¥à ¢¥­áâ¢  ¨¬¥îâ ®¤­® ¤®¯ãáâ¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, ¯®íâ®¬ã â ª ï á. ¢. ­., ¢®®¡é¥
£®¢®àï, ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ­¥ á¢®¤¨âáï ª ®¤­®¬ã ¢ à¨ æ¨®­­®¬ã ­¥à ¢¥­áâ¢ã.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ á«ãç ¥ U = Rn á. ¢. ­. íª¢¨¢ «¥­â­  á¨áâ¥¬¥ § ¤ ç ® áâ æ¨®­ à­®© â®çª¥
(á. á. â.), ¯®áª®«ìªã â®£¤  U�(G) = f�u 2 U j 0 2 Gs(�ug. �¤­ ª® ¯à¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ëå ¯à¥¤¯®«®-
¦¥­¨ïå á. ¢. ­. ¬®¦¥â ¡ëâì ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¯à¥®¡à §®¢ ­  ª á. á. â., ª®â®à ï ¬®¦¥â à áá¬ âà¨-
¢ âìáï ª ª ãá«®¢¨¥ ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¤«ï á. ¢. ­.

�ãáâì � > 0, u 2 Rn. �¯à¥¤¥«¨¬ ¬­®¦¥áâ¢®

T�(u) = convfN(U; u) \ S(0; �)g;

  â ª¦¥

Ps(u) =

8>><
>>:

Gs(u); ¥á«¨ u 2 intU ;

convfGs(u) [ T�(u)g; ¥á«¨ u 2 U n intU ;

T�(u); ¥á«¨ u =2 U;

(1)

¤«ï s 2 M . � ¬¥â¨¬, çâ® ¯®¤®¡­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  è¨à®ª® ¨á¯®«ì§ãîâáï ¤«ï ¯®«ãç¥­¨ï ãá«®¢¨©
®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¢ ­¥£« ¤ª®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ (­ ¯à., [9]).

�¥®à¥¬  2.1. �ãáâì intU 6= ;. �®çª  u� ï¢«ï¥âáï à¥è¥­¨¥¬ á. ¢. ­. â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,

ª®£¤  0 2 Ps(u�) 8s 2M .

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢®¤¨âáï  ­ «®£¨ç­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë 2 ¨§ [10], £¤¥ íâ® ãâ¢¥à¦¤¥-
­¨¥ ¡ë«® ¯®«ãç¥­® ¢ á«ãç ¥ ¢ à¨ æ¨®­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢ , â.¥. ª®£¤  m = 1.

� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ­¥áª®«ìª® § ¤ ç, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì áä®à¬ã«¨à®¢ ­ë ¢ ¢¨¤¥ á. ¢. ­.
�ãáâì Ds : U ! 2U , s 2M , | ­¥ª®â®àë¥ â. ¬. ®., â®£¤ 

X0(D) = fu� 2 U j u� 2 Ds(u�) 8s 2Mg

®¡®§­ ç ¥â ¬­®¦¥áâ¢® ¨å ®¡é¨å ­¥¯®¤¢¨¦­ëå â®ç¥ª. � ¤ ç  ­ å®¦¤¥­¨ï â®çª¨ ¨§X0(d) ï¢«ï¥â-
áï ®¤­®© ¨§ ®á­®¢­ëå ¢ ­¥«¨­¥©­®¬  ­ «¨§¥ ¨ ¨­â¥­á¨¢­® ¨áá«¥¤ã¥âáï (­ ¯à., [11], [12] ¨ ááë«ª¨
¢ íâ¨å à ¡®â å). �¤­ ª® ¥á«¨ ¯®«®¦¨âì Gs(u) = u �Ds(u), â®£¤ , ®ç¥¢¨¤­®, X0(D) = U�(G),  
¥á«¨ â. ¬. ®. Ds ­¥à áâï£¨¢ îé¥¥, â® â. ¬. ®. Gs ¡ã¤¥â ¬®­®â®­­ë¬ ­  U .

� «¥¥, ¬­®£¨¥ § ¤ ç¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨ ç áâ® ä®à¬ã«¨àãîâáï ¢ ¢¨¤¥ ®¯¥à â®à­ëå
ãà ¢­¥­¨© ¨«¨ ¢ª«îç¥­¨© á ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ ­  à¥è¥­¨¥ (­ ¯à., [13]). �­ ç¥ £®¢®-
àï, § ¤ ç  á®áâ®¨â ¢ ­ å®¦¤¥­¨¨ â®çª¨ u� â ª®©, çâ® 0 2 G1(u�) ¨ u� 2 V , £¤¥ G1 : U ! 2E

0

, V |
¢ë¯ãª«®¥ § ¬ª­ãâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® E, E | ­¥ª®â®à®¥ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®, E0 | á®¯àï¦¥­-
­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ª E. �¤­ ª® ¬­®¦¥áâ¢® V ¢á¥£¤  ¬®¦¥â ¡ëâì § ¤ ­® á ¯®¬®éìî ¢ë¯ãª«®©
äã­ªæ¨¨ h : E ! R, â.¥. V = fv 2 E j h(v) � 0g. �á«¨ â¥¯¥àì ¯®«®¦¨âì G2(u) = @~h(u), £¤¥
~h(u) = maxfh(u); 0g, â® ¨áå®¤­ ï § ¤ ç  á¢®¤¨âáï ª á. á. â. ¯à¨ m = 2, â.¥. ï¢«ï¥âáï ç áâ­ë¬
á«ãç ¥¬ á. ¢. ­. (¢ ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥). �àã£¨¥ ¯à¨«®¦¥­¨ï á. ¢. ­. ¡ã¤ãâ ®¯¨á ­ë
¢ x 4.
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3. �¨áâ¥¬ë ¢ à¨ æ¨®­­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢

¨ ¤àã£¨¥ ®¡®¡é¥­¨ï ¢ à¨ æ¨®­­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢

� áá¬®âà¨¬ ¢§ ¨¬®á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã à §«¨ç­ë¬¨ ¢¥ªâ®à­ë¬¨ § ¤ ç ¬¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¨ ®¡®¡é¥-
­¨ï¬¨ ¢ à¨ æ¨®­­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢, ¢ª«îç îé¨¬¨ á. ¢. ­. � ¦­®áâì ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï § ¤ ç ¢¥ªâ®à­®©
®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¨ ¨å ®¡è¨à­ ï ®¡« áâì ¯à¨«®¦¥­¨©, ¢ ®á®¡¥­­®áâ¨ ¢ â¥®à¨¨ ¯à¨­ïâ¨ï à¥è¥­¨©,
å®à®è® ¨§¢¥áâ­ë. �­ ç «¥ à áá¬®âà¨¬ ­¥áª®«ìª® ¢¨¤®¢ § ¤ ç ¢¥ªâ®à­®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨, ª®â®àë¥
¯®¤à®¡­® ¨§ãç «¨áì, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ [14]{[17] (á¬. â ª¦¥ ááë«ª¨ ¢ íâ¨å à ¡®â å). �ãáâì F : U ! Rm

| ­¥¯à¥àë¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. �¯à¥¤¥«¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ ¬­®¦¥áâ¢ :
a) V e(F ) = f�u 2 U j F (�u) 4 F (u) 8u 2 Ug;

b) V c(F ) =
n
�u 2 U j 9�y 2 Rm

> ;
P
s2M

�ys(Fs(�u)� Fs(u)) � 0 8u 2 U
o
;

c) V l(F ) = V l
m(F ), £¤¥ V

l
s (F ) = f�u 2 V l

s�1(F ) j Fs(�u) � Fs(u) 8u 2 V l
s�1(F )g, s 2M ; V l

0 (F ) = U ;
d) V �(F ) =

T
s2M

V �

s (F ), £¤¥ V
�

s (F ) = f�u 2 U j Fs(�u) � Fs(u) 8u 2 Ug, s 2M .

�§ íâ¨å ®¯à¥¤¥«¥­¨©, ¢ ç áâ­®áâ¨, á«¥¤ã¥â, çâ® V e(F ) | ¬­®¦¥áâ¢® � à¥â®-®¯â¨¬ «ì­ëå (íä-
ä¥ªâ¨¢­ëå) â®ç¥ª; V c(F ) | ¬­®¦¥áâ¢® à¥è¥­¨© á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© áª «ïà¨§®¢ ­­®© § ¤ ç¨ (á¬.,
­ ¯à., [15]); V l(F ) | ¬­®¦¥áâ¢® à¥è¥­¨© § ¤ ç¨ «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ («. ®.) ([14]);
V �(F ) | ¬­®¦¥áâ¢® ¨¤¥ «ì­ëå à¥è¥­¨© (¨. à.), ¯®áª®«ìªã á®¤¥à¦¨â á®¢¬¥áâ­ë¥ à¥è¥­¨ï ¢á¥å
ç áâ­ëå § ¤ ç áª «ïà­®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨. � ¬¥â¨¬, çâ® § ¤ ç  ­ å®¦¤¥­¨ï í«¥¬¥­â  ¨§ V �(F )
à áá¬ âà¨¢ « áì ¢ ­¥áª®«ìª¨å à ¡®â å ([17]{[20]). � á«¥¤ãîé¥© «¥¬¬¥ ¯à¨¢®¤ïâáï ¨§¢¥áâ­ë¥
á®®â­®è¥­¨ï ¬¥¦¤ã ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬¨ ¢ëè¥ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ (­ ¯à., [14]{[16]).

�¥¬¬  3.1. a) V �(F ) � V c(F ) � V e(F ); b) V �(F ) � V l(F ) � V e(F ).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, V �(F ) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ­ ¨¡®«¥¥ á¨«ì­®¬ã ¯®­ïâ¨î à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ ¢¥ªâ®à­®©
®¯â¨¬¨§ æ¨¨. �¤­ ª® íâ® ¯®­ïâ¨¥ ¨¬¥¥â ¨ á¥àì¥§­ë© ­¥¤®áâ â®ª, ¯®áª®«ìªã ¤«ï ­¥¯ãáâ®âë
¬­®¦¥áâ¢  V �(F ) ¯à¨å®¤¨âáï ¢¢®¤¨âì ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¤àã£¨¥
¬­®¦¥áâ¢  à¥è¥­¨© ®áâ îâáï ­¥¯ãáâë¬¨ ¯à¨ áâ ­¤ àâ­ëå ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ïå.

�®à®è® ¨§¢¥áâ­®, çâ® ¢ à¨ æ¨®­­ë¥ ­¥à ¢¥­áâ¢  ¬®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤«ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨
ãá«®¢¨© ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¢ § ¤ ç å áª «ïà­®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨. �â® á¢®©áâ¢® (¢ ­¥áª®«ìª® ¨§¬¥­¥­-
­®© ä®à¬¥) ¯à¨¢®¤¨âáï ¢ á«¥¤ãîé¥© «¥¬¬¥.

�¥¬¬  3.2. �á«¨ G1 = @F1, â® V
�

1 (F ) � U�

1 (G). �á«¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­® äã­ªæ¨ï F1 ¢ë¯ãª« ï,
â® V �

1 (F ) = U�1 (G).

�®ª § â¥«ìáâ¢® ®á­®¢ ­® ­  á«¥¤áâ¢¨¨ 2.4.3 ¢ [6] ¨ â¥®à¥¬¥ 6.1 ¢ ([9], £«. 1).
�ç¥¢¨¤­®, çâ® ¯®¤®¡­ë¥ á¢®©áâ¢  ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ¨ ¢ ¢¥ªâ®à­®¬ á«ãç ¥. � íâ®© æ¥«ìî ®¯à¥-

¤¥«¨¬ ­¥áª®«ìª® ®¡®¡é¥­¨© ¢ à¨ æ¨®­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢ . �ãáâì â. ¬. ®. Gs, s 2 M , ®¯à¥¤¥«¥­ë
â ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ x 2. �¥ªâ®à­®¥ ¢ à¨ æ¨®­­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® (¢. ¢. ­.) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª § ¤ ç  ­ -
å®¦¤¥­¨ï â®çª¨ �u 2 U â ª®©, çâ®

9�gs 2 Gs(�u); h�gs; u� �ui = 0 8s 2M

¨«¨

9i 2M; �gi 2 Gi(�u); h�gi; u� �ui > 0 8u 2 U:

�¡®§­ ç¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® à¥è¥­¨© ¢. ¢. ­. ç¥à¥§ U e(G). � á«ãç ¥, ª®£¤  ®â®¡à ¦¥­¨ïGs ®¤­®§­ ç­ë,
¢. ¢. ­. á¢®¤¨âáï ª § ¤ ç¥ (30) ¨§ [20]. � «¥¥, ®¯à¥¤¥«¨¬ ª®­¨ç¥áª®¥ ¢ à¨ æ¨®­­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢®
(ª. ¢. ­.) ª ª § ¤ çã ­ å®¦¤¥­¨ï â®çª¨ �u 2 U â ª®©, çâ®

9�gs 2 Gs(�u); 9�y 2 Rm
> ;

X
s2M

�ysh�gs; u� �ui � 0 8u 2 U:
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�­®¦¥áâ¢® à¥è¥­¨© ª. ¢. ­. ®¡®§­ ç¨¬ U c(G). � ¬¥â¨¬, çâ® ª. ¢. ­. ¬®¦¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª
­¥ª®â®à ï áª «ïà¨§ æ¨ï ¢. ¢. ­. �à®¬¥ â®£®, ®¯à¥¤¥«¨¬ «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª®¥ (¨«¨ ¬­®£®ãà®¢­¥-
¢®¥) ¢ à¨ æ¨®­­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® («. ¢. ­.) ª ª § ¤ çã ­ å®¦¤¥­¨ï â®çª¨ ¬­®¦¥áâ¢ 

U l(G) = U l
m(G);

£¤¥

U l
s(G) = f�u 2 U l

s�1(G) j 9�g
s 2 Gs(�u); h�gs; u� �ui � 0 8u 2 U l

s�1(G)g; s 2M; U l
0(G) = U:

� á«ãç ¥, ª®£¤  m = 2,   Gs ®¤­®§­ ç­ë, íâ  § ¤ ç  ¨§ãç « áì ¢® ¬­®£¨å à ¡®â å (­ ¯à., [21]).
� á«¥¤ãîé¥© «¥¬¬¥,  ­ «®£¨ç­® «¥¬¬¥ 3.1, ¯à¨¢®¤ïâáï â ª¨¥ á®®â­®è¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢ à¥è¥­¨©
®¯à¥¤¥«¥­­ëå ¢ëè¥ § ¤ ç, ª®â®àë¥ ¯®«ãç îâáï ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨©.

�¥¬¬  3.3. a) U�(G) � U c(G) � U e(G); b) U�(G) � U l(G).

�¡ê¥¤¨­ïï «¥¬¬ë 3.2 ¨ 3.3, § ¯¨è¥¬ ãá«®¢¨ï ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¤«ï § ¤ ç ¢¥ªâ®à­®© ®¯â¨¬¨-
§ æ¨¨.

�¥¬¬  3.4. �á«¨ Gs = @Fs, s 2M , â® U�(G) � V �(F ), U c(G) � V c(F ). �á«¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­®
äã­ªæ¨¨ Fs, s 2M , ¢ë¯ãª«ë, â®

U�(G) = V �(F ); U e(G) � V e(F ); U c(G) = V c(F ); U l(G) = V l(F ):

� ª¨¬ ®¡à §®¬, á. ¢. ­. â¥á­® á¢ï§ ­ë á § ¤ ç¥© ¨. à. �¤¥áì â ª¦¥ á. ¢. ­. á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ­ ¨¡®-
«¥¥ á¨«ì­®¬ã ¯®­ïâ¨î à¥è¥­¨ï ¨ ­¥®¡å®¤¨¬ë ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ãá«®¢¨ï, ª®â®àë¥ £ à ­â¨àãîâ
­¥¯ãáâ®âã ¬­®¦¥áâ¢  U�(G). �¢¥ ¯®¤®¡­ë¥ § ¤ ç¨ ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ x 2. �é¥ ®¤­® ¯à¨«®¦¥­¨¥ á. ¢. ­.
¡ã¤¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¯ à £à ä¥.

4. �à¨«®¦¥­¨¥ ª § ¤ ç¥ «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨

� ¦¤ ï ¨§ à áá¬®âà¥­­ëå ¢ x 3 § ¤ ç ¢¥ªâ®à­®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ®¯¨à ¥âáï ­  á®®â¢¥âáâ¢ãî-
é¥¥ ®â­®è¥­¨¥ ¯à¥¤¯®çâ¥­¨ï ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ®æ¥­®ª. �à¨ íâ®¬, ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ã¯®àï¤®ç¥­¨ï ¯®
� à¥â®, «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª®¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â áâà®£® ¨¥à àå¨ç¥áªãî áâàãªâãàã. � §-
­®®¡à §­ë¥ § ¤ ç¨ «. ®. ¨ ¨å ¯à¨«®¦¥­¨ï ¯®¤à®¡­® à áá¬®âà¥­ë ¢ [14], [22]. � ¯à¨¬¥à, ¢ § ¤ ç å
¯à¨­ïâ¨ï à¥è¥­¨© ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ ¯® � à¥â® § ç áâãî ¯à¨¢®¤¨â ª á«¨èª®¬ è¨à®ª®¬ã ¬­®¦¥-
áâ¢ã à¥è¥­¨©, ¨ ®¤­¨¬ ¨§ ¢®§¬®¦­ëå ¯®¤å®¤®¢ ª áã¦¥­¨î íâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  ï¢«ï¥âáï ¯à¨¬¥­¥-
­¨¥ «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª®£® ã¯®àï¤®ç¥­¨ï. �à¨ íâ®¬ ¢ § ¤ ç¥ «. ®. ¬­®¦¥áâ¢® à¥è¥­¨© ®áâ ¥âáï
­¥¯ãáâë¬ ¯à¨ áâ ­¤ àâ­ëå ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ïå, ­ ¯à¨¬¥à, ª®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® U ®£à ­¨ç¥­®. � íâ®¬
¯ à £à ä¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï ¢§ ¨¬®á¢ï§¨ «. ®. á ¤àã£¨¬¨ § ¤ ç ¬¨ ¢¥ªâ®à­®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨,  
â ª¦¥ á á. ¢. ­. �  íâ®© ®á­®¢¥ ¯à¥¤« £ ¥âáï ­®¢ë© ¯®¤å®¤ ª à¥è¥­¨î § ¤ ç¨ «. ®.

�ãáâì f : U ! Rm | ­¥¯à¥àë¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ â ª®¥, çâ® fi : U ! R | ¢ë¯ãª« ï äã­ªæ¨ï
¤«ï «î¡®£® i 2M . � áá¬®âà¨¬ § ¤ çã ­ å®¦¤¥­¨ï í«¥¬¥­â  ¬­®¦¥áâ¢  V l(f).

�¥¬¬  4.1 ([14], c.16). V l(f) = f�u 2 U j f(�u) 4L f(u) 8u 2 Ug.

�¥¬¬  4.2 ([23], «¥¬¬  5.1). �«ï «î¡ëå a; b 2 Rm á®®â­®è¥­¨¥ a 4L b íª¢¨¢ «¥­â­® á¨-

áâ¥¬¥ a(k) 4 b(k) 8k 2M .

� ¬¥â¨¬, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ «¥¬¬ë 4.2 ®â«¨ç ¥âáï ®â ¯®¤®¡­ëå à¥§ã«ìâ â®¢ ¨§ [14], [24], ¯®-
áª®«ìªã ­¥ ¢ª«îç ¥â ¯ à ¬¥âà®¢, § ¢¨áïé¨å ®â ¤ ­­ëå í«¥¬¥­â®¢ a ¨ b. �  ®á­®¢¥ «¥¬¬ 4.1 ¨
4.2 ãáâ ­®¢¨¬ á¢ï§ì «. ®. á íää¥ªâ¨¢­ë¬¨ ¨ ¨¤¥ «ì­ë¬¨ à¥è¥­¨ï¬¨. �ãáâì

W e(f) =
\
s2M

V e(f (s)); W c(f) =
\
s2M

W c
s (f

(s));

£¤¥

W c
s (f

(s)) =
n
�u 2 U j 9�y 2 Rs

>;
mX
i=1

�yi(fi(�u)� fi(u)) � 0 8u 2 U
o
; s 2M:
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�¥®à¥¬  4.1. a)

W c(f) �W e(f) = V l(f): (2)

b) �á«¨

W c
s (f

(s)) = V e(f (s)) 8s 2M; (3)

â®

W c(f) =W e(f) = V l(f): (4)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ «¥¬¬ 4.1 ¨ 4.2 á«¥¤ã¥â W e(f) = V l(f). � «¥¥, ¯à¨¬¥­ïï «¥¬¬ã 3.1
á F = f (s), ¯®«ãç ¥¬ W c

s (f
(s)) � V e(f (s)), á«¥¤®¢ â¥«ì­®, W c(f) � W e(f) ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ a)

á¯à ¢¥¤«¨¢®. �â¢¥à¦¤¥­¨¥ b) á«¥¤ã¥â ¨§ a).

�§ â¥®à¥¬ë 4.1, ¢ ç áâ­®áâ¨, á«¥¤ã¥â, çâ® «î¡ ï § ¤ ç  «. ®. íª¢¨¢ «¥­â­  á¨áâ¥¬¥ § ¤ ç
®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¯® � à¥â® ¨ ¯à¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ëå ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ïå | á¨áâ¥¬¥ áª «ïà­ëå § ¤ ç
®¯â¨¬¨§ æ¨¨, â.¥. § ¤ ç¥ ¨. à. ¨«¨ á. ¢. ­.

�«¥¤áâ¢¨¥ 4.1. �ãáâì ®â®¡à ¦¥­¨¥ F : U ! Rm ®¯à¥¤¥«¥­® ¯® ä®à¬ã«¥

Fs(u) =
sX
i=1

ysi fi(u) 8u 2 U; s 2M; (5)

£¤¥ ys 2 Rs
>, s 2M . �®£¤ 

a) V �(F ) � V l(f);
b) ¥á«¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­® ¢ë¯®«­ï¥âáï (3) ¨ V l(f) 6= ;, â® áãé¥áâ¢ãîâ í«¥¬¥­âë ys 2 Rs

>,
s 2M , â ª¨¥, çâ® V �(F ) 6= ;.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �­ ç «¥ § ¬¥â¨¬, çâ® V �

s (F ) � V e(f (s)), s 2 M [25]. �§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨
á®®â­®è¥­¨ï (2) á«¥¤ã¥â, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ a) á¯à ¢¥¤«¨¢®. � á«ãç ¥ b) ¨§ (4) á«¥¤ã¥âW c(f) 6= ;.
�®íâ®¬ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ b) â ª¦¥ á¯à ¢¥¤«¨¢®.

�«¥¤áâ¢¨¥ 4.2. �ãáâì Gs = @Fs, s 2M , £¤¥ äã­ªæ¨¨ Fs ®¯à¥¤¥«¥­ë ¢ (5) ¨ ys 2 Rs
>, s 2M .

�®£¤ 

a) U�(G) � V l(f);
b) ¥á«¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­® ¢ë¯®«­ï¥âáï (3) ¨ V l(f) 6= ;, â® áãé¥áâ¢ãîâ í«¥¬¥­âë ys 2 Rx

>,
s 2M , â ª¨¥, çâ® U�(G) 6= ;.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ®á­®¢ ­® ­  á«¥¤áâ¢¨¨ 4.1, «¥¬¬¥ 3.4 ¨ ¢ë¯ãª«®áâ¨ äã­ªæ¨© Fs.

� ¬¥â¨¬, çâ® ãá«®¢¨¥ (3), £ à ­â¨àãîé¥¥ ­¥¯ãáâ®âã ¬­®¦¥áâ¢  V �(F ) (¨«¨ U�(G) ) ¢ë¯®«-
­ï¥âáï, ¥á«¨ V l(f (s)) á®¤¥à¦¨â â®«ìª® á®¡áâ¢¥­­® íää¥ªâ¨¢­ë¥ â®çª¨ ([25] ¨ [15], c.108). �â®
ãá«®¢¨¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï, ¥á«¨, ­ ¯à¨¬¥à, äã­ªæ¨¨ fi «¨­¥©­ë ¨«¨ ªãá®ç­®-«¨­¥©­ë ([15], x 2.2).
� ª¨¬ ®¡à §®¬, § ¤ ç  «. ®. ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥®¡à §®¢ ­  ª § ¤ ç¥ ¨. à. ¨«¨ á. ¢. ­. �­ «®£¨ç­ë©
¯®¤å®¤ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¨¬¥­¥­ ¤«ï ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï «. ¢. ­. ª á. ¢. ­. �¤­ ª®, çâ®¡ë ­ ©â¨ à¥è¥­¨¥
§ ¤ ç¨ «. ®. ¯ãâ¥¬ à¥è¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© § ¤ ç¨ ¨. à. (á. ¢. ­.), ­¥®¡å®¤¨¬® ­ å®¤¨âì ¯ à -
¬¥âàë ys 2 Rs

>, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¨¥ ­¥¯ãáâ®âã ¬­®¦¥áâ¢  V
�(F ) (¨«¨ U�(G)). � áá¬®âà¨¬ ®¤¨­ ¨§

¢®§¬®¦­ëå ª®­áâàãªâ¨¢­ëå ¯®¤å®¤®¢ ª à §à¥è¥­¨î íâ®© ¯à®¡«¥¬ë. �«ï ¯à®áâ®âë ®£à ­¨ç¨¬áï
á«ãç ¥¬ m = 2. �®£¤  ¡¥§ ¯®â¥à¨ ®¡é­®áâ¨ ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì

y1 = 1; y21 = 1; y22 = " > 0: (6)
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�¥®à¥¬  4.2. �ãáâì m = 2 ¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥ F : U ! R2 ®¯à¥¤¥«¥­® ¢ (5), (6). �á«¨ áãé¥-

áâ¢ã¥â ç¨á«® "0 > 0 â ª®¥, çâ®

V �(F ) 6= ; (7)

¯à¨ " = "0, â® (7) ¢ë¯®«­ï¥âáï ¤«ï «î¡®£® " 2 (0; "0].

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì u� 2 V �(F ), £¤¥ F2 = f1 + "0f2. �®ª ¦¥¬, çâ® u� 2 V �(F ) ¤«ï
F2 = f1 + "f2, " 2 (0; "0). �à¥¤¯®«®¦¨¬ ¯à®â¨¢­®¥, â.¥. áãé¥áâ¢ãîâ " 2 (0; "0), �u 2 U â ª¨¥, çâ®

f1(�u) + "f2(�u) < f1(u�) + "f2(u�): (8)

�® ®¯à¥¤¥«¥­¨î u� 2 V1(f), ¯®íâ®¬ã f1(u�) � f1(�u), ¨, ¯à¨¬¥­ïï íâ® á®®â­®è¥­¨¥ ¢ (8), ¨¬¥¥¬

f2(�u) < f2(u
�): (9)

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¨á¯®«ì§ãï (8) ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ u�, ¨¬¥¥¬

f1(�u)+ "f2(�u) < f1(u�)+ "f2(u�) = f1(u�)+ "0f2(u�)+("� "0)f2(u�) � f1(�u)+ "0f2(�u)+("� "0)f2(u�):

�âáî¤  á«¥¤ã¥â (" � "0)f2(�u) < (" � "0)f2(u�), ­® " < "0, ¯®íâ®¬ã ¯®«ãç ¥¬ f2(�u) > f2(u�), çâ®
¯à®â¨¢®à¥ç¨â (9).

�  ®á­®¢¥ â¥®à¥¬ë 4.2 ¨ á«¥¤áâ¢¨ï 4.1 ¤«ï à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ «. ®. ¬®¦­® ¯®áâà®¨âì

�«£®à¨â¬ 4.1. �ë¡¥à¥¬ " > 0 ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ y1, y2 á®£« á­® (6). �á«¨ V �(F ) 6= ;, ­ ©¤¥¬
u� 2 V �(F ), ®áâ ­®¢. �­ ç¥ ¯®« £ ¥¬ " = "=2 ¨ á­®¢  ¯à®¡ã¥¬ ­ ©â¨ í«¥¬¥­â ¨§ V �(F ) ¨ â.¤.

� ¬¥â¨¬, çâ® u� 2 V l(f) á®£« á­® á«¥¤áâ¢¨î 4.1 a). �à®¬¥ â®£®, ¢ ãá«®¢¨ïå á«¥¤áâ¢¨ï 4.1 b)
íâ®â  «£®à¨â¬ ª®­¥ç¥­ ¨§-§  â¥®à¥¬ë 4.2. � ª¦¥ ¨§ á«¥¤áâ¢¨ï 4.2 ¬®¦­® § ª«îç¨âì, çâ® ¢á¥
ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ®áâ ­ãâáï á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬¨, ¥á«¨ § ¬¥­¨âì V �(F ) ­  U�(G). �â¬¥â¨¬, çâ® ®¯¨á ­-
­ë©  «£®à¨â¬ ï¢«ï¥âáï ¡«¨§ª¨¬ ª  «£®à¨â¬ã èâà ä®¢ ([21], [26]), ®¤­ ª® ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ­¥£®
¨¬¥¥â ª®­áâàãªâ¨¢­ë© ªà¨â¥à¨© ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨¨ à¥è¥­¨ï. � ®â«¨ç¨¥ ®â ¤àã£¨å ®¡é¨å ¬¥â®¤®¢
«. ®. ([14]) ®­ ­¥ âà¥¡ã¥â §­ ­¨ï à¥è¥­¨© ç áâ­ëå § ¤ ç, â.¥. ¬­®¦¥áâ¢ V l

s (f) ¨«¨ ¨å  ¯¯à®ªá¨-
¬ æ¨©.

� íâ®¬ã á«¥¤ã¥â ¤®¡ ¢¨âì, çâ® ¯®¤®¡­®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ § ¤ ç «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª®£® à ¢­®-
¢¥á¨ï (á¥¤«®¢®© â®çª¨) ª á¨áâ¥¬¥ áª «ïà­ëå à ¢­®¢¥á­ëå § ¤ ç à áá¬ âà¨¢ «®áì ¢ [23]. � ¯¨-
áë¢ ï ¢¬¥áâ® ª ¦¤®© à ¢­®¢¥á­®© § ¤ ç¨ ãá«®¢¨¥ ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ áâ ­¤ àâ­ë¬ ®¡à §®¬ ¢ ¢¨¤¥
¢ à¨ æ¨®­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢  (­ ¯à., [27], á.239), â ª¦¥ ¯à¨å®¤¨¬ ª á. ¢. ­.

5. �¥â®¤ à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ ¢ à¨ æ¨®­­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢

� ­ áâ®ïé¥¬ ¯ à £à ä¥ ®¯¨áë¢ ¥âáï ¨â¥à æ¨®­­ë© ¬¥â®¤ à¥è¥­¨ï á. ¢. ­., ª®â®àë© ®á­®¢ ­
­  ¨¤¥ïå ¬¥â®¤®¢ [28], [23], [10], â.¥. ï¢«ï¥âáï ª®¬¡¨­¨à®¢ ­­ë¬ à¥« ªá æ¨®­­ë¬. � ª ¨§¢¥áâ-
­®, ¢ á«ãç ¥ ®¡ëç­®£® ¢ à¨ æ¨®­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢  (m = 1) ¯®¤®¡­ë¥ ¬¥â®¤ë áå®¤ïâáï ¯à¨ ¡®«¥¥
á« ¡ëå ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ïå, ç¥¬ ¬¥â®¤ë £à ¤¨¥­â­®£® â¨¯ ,   â ª¦¥ ¬¥â®¤ë à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨, ãáà¥¤-
­¥­¨ï ¨ â.¯. (­ ¯à., [27], £«. 5), ­® ¢ â® ¦¥ ¢à¥¬ï ¤®áâ¨£ îâ «¨­¥©­®© áª®à®áâ¨ áå®¤¨¬®áâ¨ [28].
� á«ãç ¥ á. ¢. ­., â.¥. ª®£¤  m > 1, ¤®¯®«­¨â¥«ì­ ï ¯à®¡«¥¬  § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ® à¥è¥­¨ï
®â¤¥«ì­ëå ¢ à¨ æ¨®­­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢ ¬®£ãâ á®¤¥à¦ âì ­¥á®¢¯ ¤ îé¨¥ â®çª¨ ¨ ¯®íâ®¬ã, ¤ ¦¥
à¥è¨¢ ¢á¥ íâ¨ ¯®¤§ ¤ ç¨, ­¥â £ à ­â¨¨, çâ® ¡ã¤¥â ¯®«ãç¥­  â®çª  ¨§ U�(G). �ç¥¢¨¤­®, ¯®«ãç¥-
­¨¥ ¢á¥å ¬­®¦¥áâ¢ ç áâ­ëå à¥è¥­¨©, â.¥. ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢ U�s (G), s 2M , ¢àï¤ «¨ ¢®§¬®¦­®. � â®
¦¥ ¢à¥¬ï ª®¬¡¨­¨à®¢ ­­ë© à¥« ªá æ¨®­­ë© ¬¥â®¤ ¯®§¢®«ï¥â ¯®áâà®¨âì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì,
áå®¤ïéãîáï ¨¬¥­­® ª í«¥¬¥­âã ¨§ U�(G).

�à¨ ­ å®¦¤¥­¨¨ à¥è¥­¨ï ¨â¥à æ¨®­­ë¬ ¬¥â®¤®¬ äã­ªæ¨®­ «ì­ë¥ ¨ ¯à®áâë¥ (¢ á¬ëá«¥ ®áã-
é¥áâ¢¨¬®áâ¨ ®¯¥à æ¨¨ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï) ®£à ­¨ç¥­¨ï ã¤®¡­¥¥ à §¤¥«¨âì. �®íâ®¬ã ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬
¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ®

U =W1

\
W2;
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£¤¥ W1 ¨ W2 | ¢ë¯ãª«ë¥ § ¬ª­ãâë¥ ¬­®¦¥áâ¢  ¢ Rn, ¯à¨ç¥¬ W1 = fu 2 Rn j hi(u) � 0; i 2 Tg,
£¤¥ T = f1; : : : ; tg. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬­®¦¥áâ¢® W1 ®¯à¥¤¥«ï¥âáï äã­ªæ¨®­ «ì­ë¬¨ ®£à ­¨ç¥-
­¨ï¬¨,   W2 | ¯à®áâë¬¨, ­ ¯à¨¬¥à, W2 ¬®¦¥â ¡ëâì ¬­®£®£à ­­¨ª®¬ ¨«¨ ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¬
®àâ ­â®¬. � ¤ «ì­¥©è¥¬ â ª¦¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® intU 6= ;, U�(G) 6= ;,   â. ¬. ®. Gs : U ! 2R

n

,
s 2M , ¯®«ã­¥¯à¥àë¢­ë á¢¥àåã ¨ ¤«ï «î¡®£® u 2 U ¬­®¦¥áâ¢  Gs(u), s 2M , ­¥¯ãáâë, ¢ë¯ãª«ë
¨ ª®¬¯ ªâ­ë. �à®¬¥ â®£®, ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¤«ï «î¡®© â®çª¨ u 2 U ¨ «î¡®£® �gs 2 Gs(u)

h�gs; u� u�i � 0 8u� 2 U�

s (G); s 2M: (10)

� ¬¥â¨¬, çâ® ãá«®¢¨¥ (10) ¢ë¯®«­ï¥âáï, ¥á«¨ â. ¬. ®. Gs ï¢«ïîâáï ¬®­®â®­­ë¬¨ ¨«¨ ¯á¥¢¤®¬®-
­®â®­­ë¬¨, ­® ®¡à â­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥á¯à ¢¥¤«¨¢®.

�­ ç «¥ ®¯¨è¥¬ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ãî ¯à®æ¥¤ãàã ¢ë¡®à  ¯ à ¬¥âà®¢ ¢ ¬¥â®¤¥, ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï
¬®¤¨ä¨ª æ¨¥© ¯à®æ¥¤ãàë ¨§ [28], [10] á ãç¥â®¬ á¯¥æ¨ä¨ª¨ à¥è ¥¬®© § ¤ ç¨. �«ï ª ¦¤®£® s 2M
®¯à¥¤¥«¨¬ â. ¬. ®. Qs : Rn ! 2R

n

¯® ä®à¬ã«¥

Qs(u) =

8>><
>>:

Gs(u); ¥á«¨ u 2 U ;

N(W1; u) \ S(0; �); ¥á«¨ u 2W2 nW1;

N(W2; u) \ S(0; �); ¥á«¨ u =2W2:

� ä¨ªá¨àã¥¬ æ¥«ë¥ ç¨á«  k � 0, l � 0, s 2M .

�à®æ¥¤ãà  Ds
k;l. �å®¤: â®çª  u

k 2W2.
�ëå®¤: í«¥¬¥­âë gk, vk, ç¨á«® ��k;s.
� à ¬¥âàë: ç¨á«  � 2 (0; 1), �l > 0, �l > 0.

� £ 1. �ë¡¨à ¥âáï q0 2 Qs(uk), ¯®« £ ¥âáï i = 0, pi = qi, wi = uk.
� £ 2. �á«¨ kpik � �l, ¯¥à¥å®¤ ª è £ã 3. �­ ç¥ ¯®« £ ¥âáï gk = 0, vk = uk, ��k;s = 0,
®áâ ­®¢.
� £ 3. �®« £ ¥âáï wi+1 = w0 � �lp

i=kpik, ¢ë¡¨à ¥âáï qi+1 ¨§ Qs(wi+1). �á«¨

hqi+1; pii > �kpik2; (11)

â® ¯®« £ ¥âáï gk = qi+1, vk = wi+1, ��k;s = hgk; uk � vki=kgkk2; ®áâ ­®¢.
� £ 4. �®« £ ¥âáï pi+1 = pr(0; convfpi; qi+1g), i = i+ 1. �¥à¥å®¤ ª è £ã 2.

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¨§¬¥­¥­¨¥ ¨­¤¥ªá  i ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¢­ãâà¥­­¨¬ è £®¬. � ¤¨¬ ¯®«­®¥ ®¯¨-
á ­¨¥ ¬¥â®¤ .

�¥â®¤ 5.1. �ë¡¨à ¥âáï â®çª  u0 2W2, ç¨á«® � 2 (0; 1), ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ f�lg, f�lg, f
jg
â ª¨¥, çâ®

f�lg # 0; f�lg # 0; 
j 2 [0; 2]; j = 0; 1; : : : ;
1X
j=0


j(2� 
j) =1:

�®« £ ¥âáï y0 = u0, k = 0, j(k) = 0, �(k) = 1.
�  k-© ¨â¥à æ¨¨, k = 0; 1; : : : ; ¨¬¥¥âáï â®çª  uk 2 W2 ¨ ç¨á«  j(k), �(k). �®« £ ¥âáï s = 1,

l = �(k).

� £ 1. �à¨¬¥­ï¥âáï ¯à®æ¥¤ãà  Ds
k;l. �á«¨ ��k;s > 0, â® ¯¥à¥å®¤ ª è £ã 3.

� £ 2. �á«¨ s < m, ¯®« £ ¥âáï s = s+1, ¯¥à¥å®¤ ª è £ã 1. �­ ç¥ ¯®« £ ¥âáï yl = uk+1 =
uk, �k = ��k;m, �(k + 1) = l + 1, j(k + 1) = j(k); ¨â¥à æ¨ï § ¢¥àè¥­ .
� £ 3. �®« £ ¥âáï �k = ��k;s, j(k + 1) = j(k) + 1, �(k + 1) = l,

uk+1 = pr(uk � 
j(k)�kgk;W2); (12)

¨â¥à æ¨ï § ¢¥àè¥­ .
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�®£« á­® ®¯¨á ­¨î ¯à¨ § ¢¥àè¥­¨¨ ¨â¥à æ¨¨ ­  è £¥ 2 ¯à®¨áå®¤¨â ­ã«¥¢®© è £. �®íâ®-
¬ã j(k) (á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, �(k)) | áç¥âç¨ª ç¨á«  ­¥­ã«¥¢ëå (á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ­ã«¥¢ëå) è £®¢.
�áâ ­®¢¨¬ ®á­®¢­®¥ á¢®©áâ¢® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fukg, ¯®áâà®¥­­®© ¬¥â®¤®¬ 5.1.

�¥¬¬  5.1. �á«¨ u� | ¯à®¨§¢®«ì­ ï â®çª  ¨§ U�(G), â®

kuk+1 � u�k2 � kuk � u�k2 � 
j(k)(2� 
j(k))(�kkgkk)2 (13)

¤«ï k = 0; 1; : : :

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á­®, çâ® á®®â­®è¥­¨¥ (13) ¢ë¯®«­ï¥âáï ¢ á«ãç ¥ �(k+ 1) > �(k). �ãáâì
â¥¯¥àì ­  k-© ¨â¥à æ¨¨ ¯à®¨áå®¤¨â ­¥­ã«¥¢®© è £, â.¥. �(k + 1) = �(k). �®ª ¦¥¬, çâ® â®£¤ 
¢ë¯®«­ïîâáï á®®â­®è¥­¨ï

�k > 0; vk 2W2; hgk; uk � u�i � �kkg
kk2 8u� 2 U�(G): (14)

�¥à¢®¥ á®®â­®è¥­¨¥ ¢ (14) á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï �k. � «¥¥, ¥á«¨ vk =2 W2, â® gk = qi+1 2
N(W2; w

i+1) ¨ ¯®íâ®¬ã
0 � hqi+1; uk � wi+1i = �lhq

i+1; pii=kpik;

çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â (11). �ãáâì â¥¯¥àì vk 2 U . �®£¤  gk 2 Gs(vk) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® s 2M ¨ á®£« á­®
(10) ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨î U�(G) ¨¬¥¥¬

hgk; vk � u�i � 0 8u� 2 U�(G): (15)

�á«¨ ¦¥ vk =2 U , â® vk 2W2nW1, gk 2 N(W1; v
k) ¨ (15) ¢ë¯®«­ï¥âáï ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ­®à¬ «ì­®£®

ª®­ãá . �á¯®«ì§ãï (15), ¯®«ãç ¥¬

hgk; uk � u�i = hgk; uk � vki+ hgk; vk � u�i � �kkg
kk2

¤«ï «î¡®£® u� 2 U�(G), â.¥. ¢á¥ á®®â­®è¥­¨ï ¢ (14) ¢ë¯®«­ïîâáï. �á¯®«ì§ãï (12), (14) ¨ á¢®©áâ¢ 
¯à®¥ªæ¨¨, ¤«ï «î¡®£® u� 2 U�(G) ¨¬¥¥¬

kuk+1 � u�k � kuk � 
j(k)�kg
k � u�k2 = kuk � u�k2 + (
j(k)�kkgkk)2 � 2
j(k)�khgk; uk � u�i �

� kuk � u�k2 + (
2j(k) � 2
j(k))(�kkgkk)2;

â.¥. á®®â­®è¥­¨¥ (13) á¯à ¢¥¤«¨¢®.

�¥®à¥¬  5.1. �ãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fukg ¯®áâà®¥­  ¬¥â®¤®¬ 5.1. �®£¤ 
a) ª®«¨ç¥áâ¢® ¢­ãâà¥­­¨å è £®¢ ­  «î¡®© ¨â¥à æ¨¨ ¬¥â®¤  ª®­¥ç­®;
b) lim

k!1
uk = u� 2 U�(G).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¦¤¥ ¢á¥£® § ¬¥â¨¬, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ a) á«¥¤ã¥â ¨§ ª®­¥ç­®áâ¨ ¯à®-
æ¥¤ãàë Ds

k;l ¤«ï «î¡®£® s 2 M , ª®â®à ï ¤®ª §ë¢ ¥âáï â ª ¦¥, ª ª ç áâì a) â¥®à¥¬ë 1 ¢ [10].
� «¥¥, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fylg ¯à¨ á¤¥« ­­ëå ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ïå ¡¥áª®­¥ç­ , çâ® ¤®ª §ë¢ ¥âáï
â ª ¦¥, ª ª ç áâì b) â¥®à¥¬ë 1 ¢ [10]. �®£« á­® (13) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fylg ¤®«¦­  ¡ëâì ®£à -
­¨ç¥­­®©, ¯®íâ®¬ã ®­  ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«ì­ãî â®çªã u� 2 W2. �¥ ®£à ­¨ç¨¢ ï ®¡é­®áâ¨, áç¨â ¥¬,
çâ® lim

l!1
yl = u�. � «¥¥, ¯®áª®«ìªã ¢ á«ãç ¥ �(k+1) > �(k) ®áâ ­®¢ ¯à®æ¥¤ãà Ds

k;l ¤«ï ¢á¥å s 2M

¯à®¨áå®¤¨â ­  è £¥ 2, â®  ­ «®£¨ç­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ç áâ¨ b) â¥®à¥¬ë 1 ¢ [10] ¯®ª §ë¢ ¥âáï,
çâ® 0 2 Ps(u�) 8s 2M . �§ â¥®à¥¬ë 2.1 â¥¯¥àì á«¥¤ã¥â, çâ® u� 2 U�(G). �® á®£« á­® (13) ®âáî¤ 
lim
k!1

uk = u�, â.¥. ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ b) â¥®à¥¬ë â ª¦¥ á¯à ¢¥¤«¨¢®.

�«¥¤ã¥â § ¬¥â¨âì, çâ® ¢ [29] ¡ë«¨ ¯à¥¤«®¦¥­ë ª®¬¡¨­¨à®¢ ­­ë¥ à¥« ªá æ¨®­­ë¥ ¬¥â®¤ë
¤«ï à¥è¥­¨ï ¢ à¨ æ¨®­­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢ á ®¤­®§­ ç­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬. �á¯®«ì§ãï ¯®¤å®¤, ¯à¥¤-
«®¦¥­­ë© ¢ ­ áâ®ïé¥© à ¡®â¥, ¬¥â®¤ë ¨§ [29] â ª¦¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¨á¯®á®¡«¥­ë ¤«ï à¥è¥­¨ï
á. ¢. ­. ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  W1 = Rn,   â. ¬. ®. Gs ®¤­®§­ ç­ë.
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