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(�������������) ���������� �� ������������

� áá¬®âà¨¬ ¯®çâ¨ íà¬¨â®¢® ¬­®£®®¡à §¨¥M2n á ¬¥âà¨ª®© g ¨ ¯®çâ¨ ª®¬¯«¥ªá­®© áâàãªâãà®©
(���) J : TM2n ! TM2n,

J2 = � id; (1)

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© á«¥¤ãîé¨¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ ãá«®¢¨ï¬ á®£« á®¢ ­¨ï á ¬¥âà¨ª®© g:

g(JX; Y ) = �g(X;JY ); g(JX; JY ) = g(X;Y );

£¤¥ X;Y 2 TM2n. �¨«¨­¥©­ ï ä®à¬  
, § ¤ ­­ ï à ¢¥­áâ¢®¬ 
(X;Y ) = g(X;JY ), X;Y 2 TM2n,
­ §ë¢ ¥âáï äã­¤ ¬¥­â «ì­®© ä®à¬®© ¬­®£®®¡à §¨ï M2n. �§ (1) á«¥¤ã¥â 
(X;Y ) = �
(Y;X).

�ãáâì n = 2m ¨ ­  (M4m; g) ¯®¬¨¬® ��� J � J
1

§ ¤ ­  ��� J
2

,  ­â¨ª®¬¬ãâ¨àãîé ï á J
1

¨

ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ ãá«®¢¨ï¬ á®£« á®¢ ­¨ï á ¬¥âà¨ª®© g. �®«®¦¨¬ J
3

� J
1

J
2

. �«ï

L;N = 1; 2; 3, L 6= N ¨ X;Y 2 TM4m ¢ë¯®«­ïîâáï á®®â­®è¥­¨ï

J
L

2 = � id; J
L
J
N
= �J

N
J
L
; J

1

J
2

= J
3

; (2)

g(J
L
X;Y ) = �g(X;J

L
Y ); g(J

L
X;J

L
Y ) = g(X;Y ): (3)

� á¨«ã (2) âà®©ª  fJ
1

; J
2

; J
3

g § ¤ ¥â ª¢ â¥à­¨®­­ãî áâàãªâãàã ­  ¯®çâ¨ íà¬¨â®¢®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨

(M4m; g). � ¢¥­áâ¢  (3) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ á®£« á®¢ ­¨ï ¬¥âà¨ª¨ g á

ª¢ â¥à­¨®­­®© áâàãªâãà®© fJ
1

; J
2

; J
3

g.

�ãáâì (M2n; g; J
L
) ¨ (M2n; g

0; J
L
) | ¯®çâ¨ íà¬¨â®¢ë ¬­®£®®¡à §¨ï á ®¡é¥© ��� J

L
, £¤¥ L = 1; 2; 3

ä¨ªá¨à®¢ ­®. �ãáâì ¢ ®¡« áâ¨ V �M2n ¬¥âà¨ª  g0 ¨¬¥¥â ¯®áâ®ï­­ãî å à ªâ¥à¨áâ¨ªã �¥£à¥ � =

[(
1

m1 : : :
1

ms1) : : : (
k
m1 : : :

k
msk)] ¨ k à §«¨ç­ëå á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© �1; : : : ; �k ªà â­®áâ¥© r1; : : : ; rk.

�á«¨ G ¨ G0 | ¬ âà¨æë ¬¥âà¨ç¥áª¨å ä®à¬ g, g0 ¢ ª ª®¬-«¨¡® ¡ §¨á¥, â® � ¥áâì å à ªâ¥à¨áâ¨ª 
�¥£à¥ �-¬ âà¨æë (G0 � �G), ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï á¨áâ¥¬®© ¥¥ í«¥¬¥­â à­ëå ¤¥«¨â¥«¥©. � ¯®¬®éìî
­¥¢ëà®¦¤¥­­ëå «¨­¥©­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ¬ âà¨æëG ¨G0 ¬®£ãâ ¡ëâì ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¯à¨¢¥¤¥­ë
¢ ª ¦¤®© â®çª¥ V ª ª ­®­¨ç¥áª®¬ã ¢¨¤ã [1]

G � (gpq) = diag(G1; : : : ; Gk); G0 � (g0pq) = diag(G0

1
; : : : ; G0

k); (4)

£¤¥ G� ¨ G0

� | r�-¬¥à­ë¥ ¡«®ç­®-¤¨ £®­ «ì­ë¥ ¬ âà¨æë, á®áâ®ïé¨¥ ¨§ s�
�
ms-¬¥à­ëå ª¢ ¤à â-

­ëå ¡«®ª®¢

G� =

0
B@ 0

�
es

�
�
es 0

1
CA ; G0

� =

0
BBB@

0
�
es��

�
�
es

� �
�
es��

�
es 0

1
CCCA (5)
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á®®â¢¥âáâ¢¥­­® (� = 1; : : : ; k, s = 1; : : : ; s�,
�
es = �1, p; q = 1; : : : ; 2n).

� áá¬®âà¨¬ ¢ V ª ­®­¨ç¥áª¨© ª®á®à¥¯¥à (Yp); p = 1; : : : ; 2n, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ä®à¬ã« ¬¨ (á¬.

[2], [3]) I =
�S

s=1

�

Is,
�

Is = fh j
�
ns+1 � h �

�
ns+

�
msg,

�
n1 = 0,

�
ns =

�
m1+ � � �+

�
ms�1, eh =

�
es ¯à¨ h 2

�

Is

(
�
m0 � 0), � : I ! I : h! eh = 2

�
ns +

�
ms + 1� h (� � �= id),

g(Yp; Yq) = gpq; g0(Yp; Yq) = g0pq; (6)

£¤¥ gpq, g
0

pq § ¤ ­ë á®®â­®è¥­¨ï¬¨ (4), (5).
�á«¨ (J

L
pq) ¥áâì ¬ âà¨æ  äã­¤ ¬¥­â «ì­®© ä®à¬ë ¢ ª ­®­¨ç¥áª®¬ ª®á®à¥¯¥à¥, â® ¬ âà¨æ 

®¯¥à â®à  J
L
¢ íâ®¬ à¥¯¥à¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤

J
L

q
p = g phJ

L
qh =

X
p

ep�pehJLqh = epJ
Lqep:

�«ï ¬ âà¨æë (J
0

L
pq) äã­¤ ¬¥­â «ì­®© ä®à¬ë 
0(X;Y ) = g0(X;J

L
Y ) ¯®çâ¨ íà¬¨â®¢  ¬­®£®®¡à -

§¨ï (M2n; g
0; J
L
) ¢ ª ­®­¨ç¥áª®¬ ª®á®à¥¯¥à¥ (Yl) ¨¬¥¥¬

J
0

L
pq = g0phJ

L

h
q = �J

L
pq +�phJ

L

h
q ;

£¤¥

�pq =

8<
:sgn(

�
ms � 1)ep�p]q�1 ¯à¨ q 2

�

Is n f
�
ns + 1g;

0 ¯à¨ p 2
�

Is; q 2
�

It; (�; s) 6= (�; t);

�; � = 1; : : : ; k; s = 1; : : : ; s�; t = 1; : : : ; t�, p; q = 1; : : : ; 4m. �§ ãá«®¢¨©  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® á®£« á®-
¢ ­¨ï ��� J

L
á ¬¥âà¨ª®© g0 ¢ë¢®¤¨¬

g0(J
L
X;Y ) = �g0(X;J

L
Y ); g0(J

L
X; J

L
Y ) = g0(X;Y );

®âáî¤  (�q��p)J
L
pq+�qhJ

L

h
p +�phJ

L

h
q = 0. � áá¬ âà¨¢ ï íâ® à ¢¥­áâ¢® ¯à¨ à §«¨ç­ëå §­ ç¥­¨ïå

¨­¤¥ªá®¢ p, q, ¯®«ãç¨¬ á«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â.

�¥¬¬ . C¯à ¢¥¤«¨¢ë á®®â­®è¥­¨ï

a) J
L
pq = 0; ¥á«¨ p 2

�

Is, q 2
�

It ¨ � 6= �;

¡) J
L
pq = 0, ¥á«¨ p 2

�

Is, q 2
�

It ¨ p+ q < min(
�
ns +

�
nt +

�
ms + 1;

�
ns +

�
nt +

�
mt + 1);

¢) J
L
pq = 0, ¥á«¨ p; q 2

�

Is:

�«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥â áâàãªâãàã ¬ âà¨æë äã­¤ ¬¥­â «ì­®© ä®à¬ë íà¬¨â®¢ 
¬­®£®®¡à §¨ï (á¬. â ª¦¥ [4], £¤¥ ¨§ãç ¥âáï áâàãªâãà  â ª®© ¬ âà¨æë ¢ á«ãç ¥ ¡ §¨á ,  ¤ ¯â¨-
à®¢ ­­®£® ª ª®¬¯«¥ªá­®© áâàãªâãà¥).

�¥®à¥¬  1. �ãáâì (M2n; g) ¨ (M2n; g
0) | ¯®çâ¨ íà¬¨â®¢ë ¬­®£®®¡à §¨ï á ®¡é¥© ��� J

L
.

�ãáâì G ¨ G0 | ¬ âà¨ç­ë¥ äã­ªæ¨¨ ­  M2n, §­ ç¥­¨ï ª®â®àëå ¢ ­¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ­®áâ¨

V ª ¦¤®© â®çª¨ p 2 M2n á®¢¯ ¤ îâ á ¬ âà¨æ ¬¨ ä®à¬ g ¨ g0 ¢ ª ª®¬-«¨¡® ¡ §¨á¥. �á«¨

�-¬ âà¨æ  (G0 � �G) ¨¬¥¥â ¢ V å à ªâ¥à¨áâ¨ªã �¥£à¥

� = [(
1

m1 : : :
1

ms1) : : : (
k
m1 : : :

k
msk)] (7)
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¨ à §«¨ç­ë¥ á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï �1; : : : ; �k ªà â­®áâ¥© r1; : : : ; rk, â® ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ V áãé¥-

áâ¢ã¥â ª ­®­¨ç¥áª¨© ª®á®à¥¯¥à (Yl), ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ä®à¬ã« ¬¨ (6), ¢ ª®â®à®¬ ¬ âà¨æ  äã­¤ -

¬¥­â «ì­®© ä®à¬ë ¬­®£®®¡à §¨ï (M2n; g) ¨¬¥¥â ¡«®ç­®-¤¨ £®­ «ì­ë© ¢¨¤

�
L
� (J

L
pq) = diag

�
1

�
L
; : : : ;

k

�
L

�
; (8)

£¤¥

�
L
�

=

0
BBBBBBB@

0 �
L

�
12

: : : �
L

�
1 s��1

�
L

�
1 s�

��
L

�
12

0 : : : �
L

�
2 s��1

�
L

�
2 s�

: : : : : : : : :

��
L

�
1 s��1

��
L

�
2 s��1

: : : 0 �
L

�
s��1 s�

��
L

�
1 s�

��
L

�
2 s�

: : : ��
L

�
s��1 s�

0

1
CCCCCCCA

(9)

| ª¢ ¤à â­ë¥ ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ r� � r�-¬ âà¨æë, á®áâ ¢«¥­­ë¥ ¨§
�
ms �

�
mt-¬ âà¨æ ¢¨¤ 

�
L

�
st =

0
BBBBBBBBBB@

0 : : : 0 0 0 : : : 0
�

b
L

st
1

0 : : : 0 0 0 : : :
�

b
L

st
1

�

b
L

st
2

� � � � � � � �

0 : : : 0 0
�

b
L

st
1

: : :
�

b
L

st
m�2

�

b
L

st
m�1

0 : : : 0
�

b
L

st
1

�

b
L

st
2

: : :
�

b
L

st
m�1

�

b
L

st
m

1
CCCCCCCCCCA

(s; t = 1; : : : ; s�) (10)

¨«¨ ¬ âà¨æ, âà ­á¯®­¨à®¢ ­­ëå ¤ ­­ë¬, £¤¥ m �
�
mst = min(

�
ms;

�
mt).

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. � âà¨æ  ®¯¥à â®à  ��� J
L
¢ ª ­®­¨ç¥áª®¬ ª®á®à¥¯¥à¥ (Yl) ¨¬¥¥â ¡«®ç­®-

¤¨ £®­ «ì­ë© ¢¨¤

(J
L

p
q) = diag

�
1

J
L
; : : : ;

k

J
L

�
; (11)

£¤¥ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á (4) ¨ (8)
�

J
L
= �G��

L

�: �¤¥áì � = 1; : : : ; k ¨ ¬ âà¨æë �
L

� ®¯à¥¤¥«¥­ë ä®à¬ã«®©

(9).

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �á¥ á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï ®¯¥à â®à  ��� J
L
¨§ â¥®à¥¬ë 1 ªà â­ë¥. � ¦¤ ï

æ¨äà  ¢ ­ ¡®à¥ (
�
m1 : : :

�
ms�) ¢áâà¥ç ¥âáï ¯® ¬¥­ìè¥© ¬¥à¥ ¤¢ ¦¤ë.

�ãáâì �
�

J
L
| ¬ âà¨æ , á®áâ ¢«¥­­ ï ¨§ â¥å í«¥¬¥­â®¢ J

L

p
q ¬ âà¨æë ®¯¥à â®à  ��� ¢ ª®á®-

à¥¯¥à¥ (Yl), ¤«ï ª®â®àëå ¨­¤¥ªáë p, q á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ®¤¨­ ª®¢ë¬ æ¨äà ¬
�
ms =

�
mt � � ¢

å à ªâ¥à¨áâ¨ª¥ �¥£à¥ (7). �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ �� ç¨á«® ®¤¨­ ª®¢ëå æ¨äà �, ®â­®áïé¨åáï ª á®¡-

áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î ��: � âà¨æ  �
�

J
L
á®áâ®¨â ¨§ �-¬¥à­ëå ¡«®ª®¢ �

�

J
L
ab, a; b = 1; : : : ��, �

�

J
L
aa � 0

¢¨¤  0
BB@
d1 d2 : : : d��1 d�
0 d1 : : : d��2 d��1
: : : : : : : : : : : : : : :

0 0 : : : 0 d1

1
CCA ; d1; : : : ; d� 2 C: (12)

�§ (1), (10) ¨ (11) á«¥¤ã¥â (�
�

J
L
)2 = �E���� , £¤¥ E���� | ¥¤¨­¨ç­ ï ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª  � � ��.

�ëç¨á«ïï ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨ ®â ®¡¥¨å ç áâ¥© íâ®£® à ¢¥­áâ¢  (íâ® ¬®¦­® á¤¥« âì ®¡ëç­ë¬ ®¡à §®¬,
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¯®«ì§ãïáì ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâìî ¬ âà¨æ ¢¨¤  (12)) ¨ ¢®§¢®¤ï ¢ ª¢ ¤à â ®¡¥ ç áâ¨ ¯®«ãç¥­­®£®
ãà ¢­¥­¨ï, ã¡¥¦¤ ¥¬áï ¢ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬ë.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ V ª ¦¤®© â®çª¨ ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 1 ¨ �-

¬ âà¨æ  (G0��G) ¨¬¥¥â å à ªâ¥à¨áâ¨ªã �¥£à¥ � = [(
1

m1 : : :
1

ms1) : : : (
k
m1 : : :

k
msk)]. �®£¤  «î¡®¬ã

¢¥é¥áâ¢¥­­®¬ã á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î �� á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ­ ¡®à (
�
m1 : : :

�
ms�), á®áâ®ïé¨© ¨§

¯®¤­ ¡®à®¢, ¢ª«îç îé¨å ç¥â­®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ®¤¨­ ª®¢ëå æ¨äà: (
�
m1 : : :

�
ms�) = (� : : : �| {z }

�=2�

: : : �:::�|{z}
�=2�

).

C ¯®¬®éìî á«¥¤áâ¢¨ï 2 â¥®à¥¬ë 1 ¤®ª §ë¢ ¥âáï

�¥®à¥¬  3. �ãáâì (M4m; g) ¨ (M4m; g
0) | ¯®çâ¨ íà¬¨â®¢ë ¬­®£®®¡à §¨ï á ®¡é¥© ª¢ â¥à-

­¨®­­®© áâàãªâãà®© fJ
1

; J
2

; J
3

g: �ãáâì G ¨ G0 | ¬ âà¨ç­ë¥ äã­ªæ¨¨ M4m, §­ ç¥­¨ï ª®â®àëå

¢ ª ¦¤®© â®çª¥ p 2 M4m á®¢¯ ¤ îâ á ¬ âà¨æ ¬¨ ä®à¬ g ¨ g0 ¢ ª ª®¬-«¨¡® ¡ §¨á¥ TpM4m:

�®£¤  �-¬ âà¨æ  (G0 � �G) ¨¬¥¥â ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ V «î¡®© â®çª¨ p 2 M4m å à ªâ¥à¨áâ¨ªã

�¥£à¥ � = [(
1

m1 : : :
1

ms1) : : : (
k
m1 : : :

k
msk)]; £¤¥ «î¡®¬ã ¢¥é¥áâ¢¥­­®¬ã á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î ��

á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ­ ¡®à (
�
m1 : : :

�
ms�), á®áâ®ïé¨© ¨§ ¯®¤­ ¡®à®¢ ªà â­®£® ç¥âëà¥¬ ç¨á«  ®¤¨­ -

ª®¢ëå æ¨äà,   «î¡®¬ã ª®¬¯«¥ªá­®¬ã á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î �� (Im�� 6= 0) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â

­ ¡®à (
�
m1 : : :

�
ms� ), á®áâ®ïé¨© ¨§ ¯®¤­ ¡®à®¢ ç¥â­®£® ç¨á«  ®¤¨­ ª®¢ëå æ¨äà. � ª®© ¦¥ ­ ¡®à

á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ª®¬¯«¥ªá­® á®¯àï¦¥­­®¬ã á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î ��:

�¨â¥à âãà 
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