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1. �«£¥¡à  �¨ £®«®¬®àäëå ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© ¨ ¥¥ ¨¤¥ «ë

� ¯®¬¨¬ ¥ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï â¥®à¨¨ ¬®£®®¡à §¨©  ¤  «£¥¡à®© ([1], [2]). �®£®®¡à -
§¨¥ M  §ë¢ ¥âáï ¬®£®®¡à §¨¥¬  ¤  «£¥¡à®© ¤ã «ìëå ç¨á¥« R("), ¥á«¨ ¥£® ¬®¤¥«ìë¬ ¯à®-
áâà áâ¢®¬ ï¢«ï¥âáï ¥ª®â®à ï ¤¥ª àâ®¢  áâ¥¯¥ì (R("))n  «£¥¡àë R("),   äãªæ¨¨ ¯¥à¥å®¤ 
R(")-£®«®¬®àäë. (� ¯®¬¨¬, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ f : (U � (R("))k)! (R("))m, £¤¥ U | ®âªàëâ®¥
¬®¦¥áâ¢® ¢ (R("))k,  §ë¢ ¥âáï R(")-£®«®¬®àäë¬, ¥á«¨ ¥£® ¯à®¨§¢®¤ ï f 0 R(")-«¨¥© .)
� ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ¬®£®®¡à §¨ï  ¤  «£¥¡à®© R(") ¡ã¤¥¬ â ª¦¥ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ®¢¥é¥áâ¢«¥-
®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ (à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ª ª ¬®£®®¡à §¨¥  ¤ R) ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬
ª« áá  C1. �¨á«® n  §ë¢ ¥âáï à §¬¥à®áâìî ¬®£®®¡à §¨ïM  ¤  «£¥¡à®© R("). � §¬¥à®áâì
¬®£®®¡à §¨ï M  ¤ ¯®«¥¬ R à ¢  2n. � á«®ïå ª á â¥«ì®£® à áá«®¥¨ï TM ¬®£®®¡à §¨ï M
¤¥©áâ¢ã¥â  ää¨®à à £  n, ª®â®àë© ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬ ", "2 = 0. �§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¬®-
£®®¡à §¨ï  ¤  «£¥¡à®© á«¥¤ã¥â, çâ®   M ¨¬¥¥âáï  â« á  ¤ R("), ¢ ª àâ å ª®â®à®£®  ää¨®à
" ¨¬¥¥â ¯®áâ®ïãî ¬ âà¨æã ([1], [2]).

�®«®¬®àäë¬ ¢¥ªâ®àë¬ ¯®«¥¬   M  §ë¢ ¥âáï R(")-£®«®¬®àä®¥ á¥ç¥¨¥ s : M ! TM .
�â® § ç¨â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â R(")- â« á f(Ui; 'i)gi2I   M â ª®©, çâ® TUi �= Ui � (R("))n ¤«ï
«î¡®£® i,   ª®¬¯®§¨æ¨ï ®â®¡à ¦¥¨© s�'�1

i
: 'i(Ui)! (R("))n R(")-£®«®¬®àä  ¨ ¯à¨ ¤«¥¦¨â

ª« ááã C1  ¤ R. �¡®§ ç¨¬ ¬®¦¥áâ¢® £®«®¬®àäëå ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥©   M á¨¬¢®«®¬ L.
� «¥¥ ¯à¨¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ¨§¢¥áâë¥ ä ªâë (á¬. ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 1.1 ¨ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 1.2 ¨¦¥).

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.1. L ¥áâì  «£¥¡à  �¨  ¤  «£¥¡à®© ¤ã «ìëå ç¨á¥« R(").

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.1 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ ¡®«¥¥ ®¡é¥© á¨âã æ¨¨: ¢ á«ãç ¥ ¬®£®®¡à §¨ï  ¤ ¯à®¨§-
¢®«ì®© «®ª «ì®©  «£¥¡à®© [2].

�«£¥¡à  �¨ L ¨¬¥¥â ¥é¥ ®¤® ®¯¨á ¨¥. �ã¤¥¬  §ë¢ âì  ää¨®à "  ää¨®à®¬ ¤ã «ì®©
áâàãªâãàë ¯®   «®£¨¨ á ª®¬¯«¥ªá®© áâàãªâãà®©. �ä¨¨â¥§¨¬ «ìë¬  ¢â®¬®àä¨§¬®¬ ¤ã-
 «ì®© áâàãªâãàë   M ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì â ª®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ X   M , çâ® LX(") = 0, £¤¥
LX | ¯à®¨§¢®¤ ï �¨ ®â®á¨â¥«ì® ¯®«ï X. �§ á¢®©áâ¢ ¯à®¨§¢®¤®© �¨ ([3], á. 37) ¯®«ãç¨¬
à ¢¥áâ¢®

[X; "Y ] = (LX("))Y + "[X;Y ];

£¤¥ X ¨ Y | ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï   M . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ X   M
ï¢«ï¥âáï ¨ä¨¨â¥§¨¬ «ìë¬  ¢â®¬®àä¨§¬®¬ ¤ã «ì®© áâàãªâãàë "   M â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® [X; "Y ] = "[X;Y ] ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï Y   M .

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.2. �®¦¥áâ¢® ¨ä¨¨â¥§¨¬ «ìëå  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¤ã «ì®© áâàãªâã-

àë   ¬®£®®¡à §¨¨ M á®¢¯ ¤ ¥â á  «£¥¡à®© �¨ L.

�â® ¯à¥¤«®¦¥¨¥ â ª¦¥ á¯à ¢¥¤«¨¢® ¢ á«ãç ¥ ¬®£®®¡à §¨ï  ¤ ¯à®¨§¢®«ì®© «®ª «ì®©
 «£¥¡à®©. �® ¯®¢®¤ã ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á¬. [4], a â ª¦¥ [2].

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¬®¦¥áâ¢® I = "L ï¢«ï¥âáï ¨«ì¯®â¥âë¬ ¨¤¥ «®¬  «£¥¡àë �¨ L. � á-
á¬®âà¨¬   M à áá«®¥¨¥ R(")-§ çëå 1-ä®à¬ T �M 
R R("), £¤¥ á¨¬¢®«®¬ T �M ®¡®§ ç¥®
ª®ª á â¥«ì®¥ à áá«®¥¨¥ ¬®£®®¡à §¨ïM . �®à¬ã !  M ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì £®«®¬®àä®©, ¥á«¨ !
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R(")-«¨¥©  ¨ ¥á«¨ á¥ç¥¨¥ ! : M ! T �M 
R R(") ï¢«ï¥âáï R(")-£®«®¬®àäë¬ ®â®¡à ¦¥¨-
¥¬. �¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ Z R(")-¬®¤ã«ì £®«®¬®àäëå § ¬ªãâëå 1-ä®à¬   M . � ¬¥â¨¬, çâ®
¥á«¨ ! | £®«®¬®àä ï 1-ä®à¬    M ,   X | £®«®¬®àä®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥   M , â® !(X) |
R(")-£®«®¬®àä ï äãªæ¨ï   M .

�¥¬¬  1.1. �ãáâì M | ¬®£®®¡à §¨¥  ¤  «£¥¡à®© ¤ã «ìëå ç¨á¥« R("). �à¥¤¯®«®¦¨¬,

çâ® ª ®¨ç¥áª®¥ á«®¥¨¥   M ¨¬¥¥â ¢áî¤ã ¯«®âë© á«®©. �®£¤  R(")-£®«®¬®àäë¬¨ äãª-

æ¨ï¬¨   M ï¢«ïîâáï ª®áâ âë ¨ â®«ìª® ®¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì F | R(")-£®«®¬®àä ï äãªæ¨ï   M , F = F1 + "F2, £¤¥ F1 ¨ F2

| ¢¥é¥câ¢eo§açëe äãªæ¨¨ ª« áá  C1. �®§ì¬¥¬ ª àâã (U; �) R(")-£®«®¬®àä®£®  â« á 
  M . �¥§ ®£à ¨ç¥¨ï ®¡é®áâ¨ áç¨â ¥¬, çâ® �(U) = W1 � "W2, £¤¥ Wi, i = 1; 2, ®âªàëâ® ¢
Rn, (�(U) � (R("))n = Rn�"Rn). �â®á¨â¥«ì® à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© «®ª «ì®© á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨ â
äãªæ¨¨ F1 ¨ F2 ¨¬¥îâ ¢¨¤:

F1(u+ "v) = f(u); F2(u+ "v) = f 0(u)v + g(u); (1)

£¤¥ u 2 W1, v 2 W2; f ¨ g | ®â®¡à ¦¥¨ï ª« áá  C1 ¨§ W1 ¢ Rn, á¨¬¢®«®¬ f 0(u)v ®¡®§ ç¥®
§ ç¥¨¥ ¯à®¨§¢®¤®© ®â®¡à ¦¥¨ï f ¢ â®çª¥ u   ¢¥ªâ®à¥ v. �®¤à®¡®áâ¨ á¬. ¢ ([1], á. 98). �«®¨
ª ®¨ç¥áª®£® á«®¥¨ï ¢ ª àâ¥ (U; �) ¨¬¥îâ ¢¨¤ u � "W2 (u 2 W1) [2]. �§ ä®à¬ã«ë (1) ¢¨¤¨¬,
çâ® F1 ¯®áâ®ï    á«®ïå ª ®¨ç¥áª®£® á«®¥¨ï. � ª ª ª á«®¥¨¥ ¨¬¥¥â ¢áî¤ã ¯«®âë© á«®©,
â® äãªæ¨ï F1 ¯®áâ®ï    M . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ä®à¬ã«¥ (1) f 0 = 0, § ç¨â, F2 ¯®áâ®ï   
á«®ïå á«®¥¨ï. �«¥¤®¢ â¥«ì®, äãªæ¨ï F2 â®¦¥ ¯®áâ®ï    M .

� ¬¥ç ¨¥. �à¨¬¥à®¬ â ª®£® ¬®£®®¡à §¨ï ï¢«ï¥âáï â®à á® áâàãªâãà®© ¬®£®®¡à §¨ï  ¤
R("), ª ®¨ç¥áª®¥ á«®¥¨¥ ª®â®à®© ¥áâì ¨àà æ¨® «ì ï ®¡¬®âª  â®à . �¥¬¬  1.1 ¯®ª §ë¢ ¥â,
çâ® R(")-£®«®¬®àäë¥ äãªæ¨¨   â ª¨å ¬®£®®¡à §¨ïå ¢¥¤ãâ á¥¡ï   «®£¨ç® £®«®¬®àäë¬
äãªæ¨ï¬   ª®¬¯ ªâëå ª®¬¯«¥ªáëå ¬®£®®¡à §¨ïå.

�¢¥¤¥¬ ¬®¦¥áâ¢® I0 = fX 2 L j !(X) = 0 ¤«ï ¢á¥å ! 2 Z, £¤¥ Z | R(")-¬o¤y«ì £®«®¬®àä-
ëå § ¬ªãâëå 1-ä®à¬   Mg.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.3. �ãáâì M | ¬®£®®¡à §¨¥  ¤  «£¥¡à®© ¤ã «ìëå ç¨á¥«, ª ®¨ç¥áª®¥

á«®¥¨¥ ª®â®à®£® ¨¬¥¥â ¢áî¤ã ¯«®âë© á«®©. �®£¤  I0 ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «®¬  «£¥¡àë �¨ L, á®¤¥à-
¦ é¨¬ ¨¤¥ « [L;L].

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®§ì¬¥¬ £®«®¬®àäãî § ¬ªãâãî 1-ä®à¬ã !   M ¨ £®«®¬®àäë¥ ¢¥ª-
â®àë¥ ¯®«ï X ¨ Y   M . �¬¥¥¬ à ¢¥áâ¢® [3], [5]

d!(X;Y ) = X(!(Y ))� Y (!(X)) � !([X;Y ]):

�® ãá«®¢¨î d!(X;Y ) = 0; !(X) ¨ !(Y ) ï¢«ïîâáï ª®áâ â ¬¨ ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 1.1. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
!([X;Y ]) = 0. � ç¨â, [X;Y ] 2 I0 ¨ [L;L] � I0. � ª ª ª  ää¨®à " ¯¥à¥¢®¤¨â I0 ¢ á¥¡ï, â® I0 |
¨¤¥ «  «£¥¡àë �¨ L  ¤  «£¥¡à®© R(").

2. �æ¥ª  à §¬¥à®áâ¨ ä ªâ®à «£¥¡àë �¨ L=I0

�¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ dim à §¬¥à®áâì ¢¥ªâ®à®£® ¯à®áâà áâ¢   ¤ ¯®«¥¬ R. �á«¨ ¯à®áâà -
áâ¢® ¡¥áª®¥ç®¬¥à®, â® dim ®¡®§ ç ¥â ¬®é®áâì ¡ §¨á .

�¥®à¥¬  2.1. �ãáâìM |¬®£®®¡à §¨¥  ¤  «£¥¡à®© ¤ã «ìëå ç¨á¥«, ª ®¨ç¥áª®¥ á«®¥¨¥
ª®â®à®£® ¨¬¥¥â ¢áî¤ã ¯«®âë© á«®©. T®£¤ 

dim(L=I0) � 2 dim(HomR(H1(M;R); R)):
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¢¥¤¥¬ ¬®¦¥áâ¢® D = f! 2 Z j !(X) = 0 ¤«ï ¢á¥å X 2 Lg. � áá¬®âà¨¬
R(")-¡¨«¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ � : L � Z ! R("), £¤¥ �(X;!) = !(X); §¤¥áì X | £®«®¬®àä-
®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥, a ! | £®«®¬®àä ï § ¬ªãâ ï 1-ä®à¬ . R(")-¡¨«¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥
� ¨¤ãæ¨àã¥â R(")-¡¨«¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ e� : (L=I0) � (Z=D) ! R("). �â®¡à ¦¥¨¥ e� § -
¤ ¥â ¥¢ëà®¦¤¥®¥ á¯ à¨¢ ¨¥ R(")-¬®¤ã«¥© L=I0 ¨ Z(D). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥¬ ¢ª«îç¥-
¨¥ (L=I0) � HomR(")(Z=D;R(")). �¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ Z ¯à®áâà áâ¢® R(")-§ çëå § ¬ªã-
âëå 1-ä®à¬   ¬®£®®¡à §¨¨ M (Z | ¬®¦¥áâ¢® R-¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ëå á¥ç¥¨© à áá«®¥¨ï
T �M
RR("), ª®â®àë¥ § ¤ îâáï § ¬ªãâë¬¨ 1-ä®à¬ ¬¨). �¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ B ¯®¤¯à®áâà -
áâ¢® ¢ Z, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ â®çëå ä®à¬.

�áâ¥áâ¢¥®¥ ¢«®¦¥¨¥ i : Z ! Z ¨¤ãæ¨àã¥â ®â®¡à ¦¥¨¥ ei : Z ! Z=B = H1(M;R(")),
£¤¥ H1(M;R(")) | ¯¥à¢ ï £àã¯¯  ª®£®¬®«®£¨© ¤¥ � ¬  ¬®£®®¡à §¨ï M á ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¢
R("). �â®¡à ¦¥¨¥ ei ¨ê¥ªâ¨¢®. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢áïª ï £®«®¬®àä ï â®ç ï 1-ä®à¬  ¨¬¥¥â
¢¨¤ ! = df , £¤¥ f | R(")-£®«®¬®àä ï äãªæ¨ï, ª®â®à ï ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 1.1 ï¢«ï¥âáï ª®áâ â®©,
§ ç¨â, ! = 0.

� á¨«ã â¥®à¥¬ë ®¡ ã¨¢¥àá «ìëå ª®íää¨æ¨¥â å [6] ¨¬¥¥¬ ¨§®¬®àä¨§¬ H1(M;R(")) �
H1(M;R)
R R("). �§ ¢á¥£® áª § ®£® ¢ëè¥ ¯®«ãç ¥¬

dim(L=I0) � dim(HomR(")(Z=D;R("))) =
1
2
dim(HomR(Z=D;R("))) =

= dim(HomR(Z=D;R)) � dim(HomR(Z; R)) �

� dim(HomR(Z=B;R)) = dim(HomR(H1(M;R(")); R)) =

= dim(HomR(H
1(M;R)


R

R("); R)) = 2dim(HomR(H
1(M;R); R)): �

�«¥¤áâ¢¨¥ 2.1. �á«¨ ª ãá«®¢¨ï¬ ¯à¥¤ë¤ãé¥© â¥®à¥¬ë ¤®¡ ¢¨âì ãá«®¢¨¥ ª®¥ç®¬¥à®áâ¨
¯à®áâà áâ¢  ª®£®¬®«®£¨© H1(M;R), â® ¯à®áâà áâ¢® L=I0 ª®¥ç®¬¥à® ¨ ¥£® à §¬¥à®áâì ¥
¯à¥¢ëè ¥â 2 dim(H1(M;R)). �®¥ç®¬¥à® â ª¦¥ ¯à®áâà áâ¢® I=(I \ I0).

� «®£¨çë¥ à¥§ã«ìâ âë ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¤«ï ª®¬¯ ªâëå ª®¬¯«¥ªáëå ¬®£®®¡à §¨© ([7],
á. 122{123). �«¨§ª¨¥ ¢®¯à®áë à áá¬®âà¥ë ¢ ([8], á«¥¤áâ¢¨¥ 3).
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