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�¢¥¤¥­¨¥. �ªá¨®¬ â¨ç¥áª®¥ ®á­®¢ ­¨¥ â¥®à¨¨ ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨¨ á«®¦­ëå ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å á¨-
áâ¥¬, à §¢¨â®¥ ¢ [1], ¯à¨¢®¤¨â ª ¯®­ïâ¨ï¬ I-¯à®æ¥áá  ¨ ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  |
ª®­áâàãªæ¨ï¬ ¯à¥¤«®¦¥­­®£® ¢ [1]  ªá¨®¬ â¨ç¥áª®£® ¯®áâà®¥­¨ï. �âàãªâãà  ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­-
­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¤¥« ¥â ¢®§¬®¦­ë¬ áâà®£®¥ ( ¡áâà ªâ­®¥) ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ á¢®©áâ¢  ¨¤¥­â¨ä¨-
æ¨àã¥¬®áâ¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¬®¤¥«¨ ¤¨­ ¬¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë, ­¥ á¢ï§ë¢ ï íâ® ¯®­ïâ¨¥ á ª ª®©-
«¨¡® ¯à®æ¥¤ãà®© ¨«¨  «£®à¨â¬®¬ ¯à®æ¥áá  ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨¨,   â ª¦¥ ¯®«­®¥ ®¯¨á ­¨¥ á¥¬¥©áâ¢ 
¢á¥å ¬ ªá¨¬ «ì­ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¯à®áâà ­áâ¢  ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬, ¨¤¥­â¨ä¨æ¨àã¥¬ëå ¯®-
áà¥¤áâ¢®¬  ­ «¨§  ®âª«¨ª®¢ íâ¨å á¨áâ¥¬ ­  í«¥¬¥­âë a posteriori ¯à¨®¡à¥â¥­­®£® ¬­®¦¥áâ¢ 
¢å®¤­ëå ¢®§¤¥©áâ¢¨©.

�®­áâàãªâ¨¢­®áâì á®§¤ ­­®£® ­  íâ®¬ ¯ãâ¨ ­ ¡®à  ®¡é¨å ¯®­ïâ¨© ¨ ¬¥â®¤®¢  ¯à®¡¨à®¢ ­ 
¢ [2]{[9] ­  ¯à¨¬¥à å ¯®áâ ­®¢®ª ª« áá¨ç¥áª¨å § ¤ ç ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨¨ ¨ à¥ «¨§ æ¨¨ [10] «¨­¥©-
­®© ª®­¥ç­®¬¥à­®© ­¥áâ æ¨®­ à­®© ¤¨­ ¬¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë ã¯à ¢«¥­¨ï ¢ ª« áá¥ ®¡ëª­®¢¥­­ëå
¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨©. �â® ¦¥ ª á ¥âáï à¥§ã«ìâ â®¢ ª ç¥áâ¢¥­­®© â¥®à¨¨ ¨¤¥­â¨ä¨ª -
æ¨¨, ®â­®áïé¨åáï ª ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®¬ã á«ãç î, â® ®­¨ ­¥ § âà £¨¢ îâ ¢á¥å ¢®¯à®á®¢, ª®â®àë¥
­ è«¨ á¢®¥ § ª®­ç¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ ¢ ª®­¥ç­®¬¥à­®¬ ¢ à¨ ­â¥ (å®âï ¬­®£¨¥ ¨§ ­¨å à¥è îâáï ã¦¥
­  íâ®© áâ¥¯¥­¨ ®¡é­®áâ¨ [11]).

�¥«ì ¯à¥¤« £ ¥¬®© áâ âì¨ § ª«îç ¥âáï ¢ à áá¬®âà¥­¨¨ ­  áâà®£®© â¥®à¥â¨ª®-á¨áâ¥¬­®©
®á­®¢¥ ¬¥â®¤®«®£¨¨ ¯® ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨¨ ¬®¤¥«¥© «¨­¥©­ëå ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ®¢ á ãà ¢­¥-
­¨ï¬¨ á®áâ®ï­¨ï ¢ ª« áá¥ ®¡ëª­®¢¥­­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨© ¢ ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®¬
¡ ­ å®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥. �§« £ ¥¬ë¥ ­¨¦¥ í«¥¬¥­âë ®¡é¥© â¥®à¨¨ I-¯à®æ¥áá®¢ ¢ ®¡é¥¬ ¡ -
­ å®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ (­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® á¥¯ à ¡¥«ì­®¬ ¨ à ¢­®¬¥à­® ¢ë¯ãª«®¬ ([12], á. 182)) ­¥
¯à¥â¥­¤ãîâ ­  ¯®«­®âã ¨ § ª®­ç¥­­®áâì,   â®«ìª® ãâ®ç­ïîâ £« ¢­ë¥ ¯à¨­æ¨¯ë ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨¨.

1. �á¯®¬®£ â¥«ì­ë¥ ¯®áâà®¥­¨ï. � íâ®¬ à §¤¥«¥ ¯à¨¢®¤ïâáï ®á­®¢­ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨
®¡®§­ ç¥­¨ï,   â ª¦¥ ãáâ ­ ¢«¨¢ îâáï ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï.

�ãáâì X ¨ Y | ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¥ (­¥ ­ã«¥¢ë¥) «¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ , í«¥¬¥­âë ª®â®àëå ®¯à¥-
¤¥«ïîâ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¢å®¤ ¨ ¢ëå®¤ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ¬®¤¥«¥© ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ ¨§ a priori
§ ¤ ­­®£® ¯®¤á¥¬¥©áâ¢  L(X;Y ) � Y X ; §¤¥áì L(X;Y ) | á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¨§
X ¢ Y , Y X | á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å äã­ªæ¨©, ®â®¡à ¦ îé¨å ¬­®¦¥áâ¢® X ¢ Y . �á­®, çâ® L(X;Y ) ¨ Y X

á ¬¨ ï¢«ïîâáï ¢¥ªâ®à­ë¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨ ®â­®á¨â¥«ì­® ®¡ëç­ëå ®¯¥à æ¨© á«®¦¥­¨ï äã­ª-
æ¨© ¨ ã¬­®¦¥­¨ï ¨å ­  ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¥ ç¨á«  (¯à¨ íâ®¬ ¨£à ¥â à®«ì «¨èì ­ «¨ç¨¥ áâàãªâãàë
¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¢ Y ,   ­¥ ¢ X).

�«¥¤ãï [1], [2], ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® | íâ® ã¯®àï¤®ç¥­­ ï
¯ à  (L(X;Y );J), á®áâ®ïé ï ¨§ «¨­¥©­®£® ¬­®¦¥áâ¢  L(X;Y ) ¨ ­¥ª®â®à®£® á¥¬¥©áâ¢  J ¯®¤-
¬­®¦¥áâ¢ (¡¨­ à­ëå ®â­®è¥­¨©) ¬­®¦¥áâ¢  L(X;Y )�L(X;Y ), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® (¢ â¥à¬¨­ å
 «£¥¡àë ®â­®è¥­¨©) ãá«®¢¨ï¬:

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨©
(£à ­âë ò99-01-01279, ò00-01-00922).
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| «î¡®© í«¥¬¥­â ¨§ J á®¤¥à¦¨â ¤¨ £®­ «ì �L � L(X;Y )� L(X;Y );
| ¥á«¨ V 2 J, â® V �1 = V ;
| ¥á«¨ V 2 J, â® V � V � V ;
| ¥á«¨ R � J, â® \R 2 J.
�­®¦¥áâ¢® L(X;Y ) ­ §ë¢ ¥âáï ¯à®áâà ­áâ¢®¬ «¨­¥©­ëå ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ¬®¤¥«¥© ¤¨­ ¬¨-

ç¥áª¨å á¨áâ¥¬; ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ¨§ L(X;Y )� L(X;Y ), ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ J, ­ §ë¢ îâáï ¨¤¥­â¨ä¨-

ª æ¨®­­ë¬¨ ¯à¨§­ ª ¬¨ ¢ L(X;Y ); á¥¬¥©áâ¢® J ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­ëå ¯à¨§­ ª®¢ ¯à®áâà ­áâ¢ 
L(X;Y ) ­ §ë¢ ¥âáï ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨¥© ­  L(X;Y ) [1].

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¯à®áâà ­áâ¢® (L(X;Y );J) ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ ¨¤¥­â¨ä¨æ¨àã¥¬®áâ¨

(¨¤¥­â¨ä¨æ¨àã¥¬®), ¥á«¨ �L 2 J [1].
�ã­ªæ¨î � ! �x(�) : L(X;Y ) ! Y , § ¤ ¢ ¥¬ãî à ¢¥­áâ¢®¬ �x(�) b= �(x), x 2 X, ­ §®¢¥¬ ¢ë-

ç¨á«¥­¨¥¬ ¢ â®çª¥ x. �á¯®«ì§ãï íâã äã­ªæ¨î, ®¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ��x : L(X;Y )�L(X;Y )!
Y � Y , ��x(�; �) b=(�x(�); �x(�)). �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ J
 ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨î ¯à®áâà ­áâ¢  L(X;Y ) ¢¨¤ 
fV � L(X;Y ) � L(X;Y ) : 9W � 
, V =

T
x2W

���1x [�Y ]g, 
 � X. � íâ®¬ ¯®«®¦¥­¨¨ 
 ­ §®-

¢¥¬ ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­ë¬ ¡ §¨á®¬ (I-¡ §¨á®¬) ¯à®áâà ­áâ¢  (L(X;Y ); J
), ¨ ¥á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢®
(L(X;Y ); J
) ¨¤¥­â¨ä¨æ¨àã¥¬®, â® ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® I-¡ §¨á 
 ¯®«­ë©, ¯à¨ íâ®¬ ¬¨­¨¬ «ì­®¥
ª à¤¨­ «ì­®¥ ç¨á«® ¯®«­®£® I-¡ §¨á  ¤«ï L(X;Y ) ­ §®¢¥¬ ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­®© à §¬¥à­®áâìî

L(X;Y ) [1].
�ãáâì EJ
 | à ¢­®¬¥à­ ï â®¯®«®£¨ï, ¯®à®¦¤¥­­ ï ­  L(X;Y ) à ¢­®¬¥à­®áâìî á ¡ §®© J
.

�¥¬¬  1. � â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ (L(X;Y ); EJ
) ®¯¥à æ¨ï á«®¦¥­¨ï ­¥¯à¥àë¢­ .

� ¬¥ç ­¨¥ 1. (L(X;Y ); EJ
) ­¥ ï¢«ï¥âáï â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬, â. ª.
®¯¥à æ¨ï ã¬­®¦¥­¨ï ­  ç¨á«  ­¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â EJ
-­¥¯à¥àë¢­®áâ¨.

�«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥â â®¦¤¥áâ¢¥­­®áâì § ¤ ç � ¨ � ¨§ [1] ¢ ª« áá¥ L(X;Y ); ¢
®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ¯á¥¢¤®-¨¤¥­â¨ä¨æ¨àã¥¬®áâ¨ á«¥¤ã¥¬ [1].

�¥®à¥¬  1. �¤¥­â¨ä¨æ¨àã¥¬®áâì ¯à®áâà ­áâ¢  (L(X;Y );J
) à ¢­®á¨«ì­  ¯á¥¢¤®-¨¤¥­-

â¨ä¨æ¨àã¥¬®áâ¨ ­¥ª®â®à®© ¥£® â®çª¨.

�ãáâì X ¨ Y | â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  (���), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥  ªá¨®¬¥
®â¤¥«¨¬®áâ¨ T1, ¨ L(X;Y ) | ¯à®áâà ­áâ¢® ¢á¥å «¨­¥©­ëå ­¥¯à¥àë¢­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¨§ X ¢
Y . �á«¨ X | «®ª «ì­® ¢ë¯ãª«®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, çâ® ¨ ¯à¥¤¯®« £ ¥¬ ¢¥§¤¥ ¤ «¥¥, â® ¤«ï ­¥£®
ª®àà¥ªâ­® à áá¬®âà¥­¨¥ äã­¤ ¬¥­â «ì­®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ([13], á. 115).

�¥®à¥¬  2. (L(X;Y );J
) ¨¤¥­â¨ä¨æ¨àã¥¬® ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ I-¡ §¨á 
 |

¬­®¦¥áâ¢®, äã­¤ ¬¥­â «ì­®¥ ¢ X.

� § ¢¥àè¥­¨¥ íâ®£® à §¤¥«  ®¯¨è¥¬ ¢ â¥à¬¨­ å â®¯®«®£¨¨ ¯à®áâà ­áâ¢  X ¯®«®¦¥­¨¥, ª®£¤ 
¯®«­ë© I-¡ §¨á ï¢«ï¥âáï ª®­¥ç­ë¬.

�¥®à¥¬  3. �¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­ ï à §¬¥à­®áâì L(X;Y ) ª®­¥ç­  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®-

£¤  â®¯®«®£¨ï ¢ X «®ª «ì­® ª®¬¯ ªâ­ .

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �á«¨ ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­ ï à §¬¥à­®áâì á¥¬¥©áâ¢  L(X;Y ) ª®­¥ç­ , â® X |
¬­®¦¥áâ¢® ¢â®à®© ª â¥£®à¨¨ ¢ á¥¡¥.

2. �®­áâàãªæ¨¨ ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ . � íâ®¬ à §¤¥«¥ ¡ã¤ãâ ®¯à¥¤¥«¥­ë
®á­®¢­ë¥ ¯®«®¦¥­¨ï, á¢ï§ ­­ë¥ á ¯®áâà®¥­¨¥¬ ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ ¯® â¥å­®«®£¨¨
¢å®¤{¢ëå®¤ [1] ­  á¥¬¥©áâ¢ å ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ¬®¤¥«¥© ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ á ãà ¢­¥­¨ï¬¨
á®áâ®ï­¨ï ¢ ª« áá¥ «¨­¥©­ëå ­¥áâ æ¨®­ à­ëå ®¡ëª­®¢¥­­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨©
¢ ®¡é¥¬ ¡ ­ å®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥.

�¥§¤¥ ¤ «¥¥ (X; k�kX ) ¨ (Y; k�kY ) | ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¥ ¡ ­ å®¢ë ¯à®áâà ­áâ¢ , L(Y;X) | ¡ ­ å®-
¢® ¯à®áâà ­áâ¢® (á ®¯¥à â®à­®© ­®à¬®©) ¢á¥å «¨­¥©­ëå ­¥¯à¥àë¢­ëå ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å
¨§ Y ¢ X ( ­ «®£¨ç­® L(X;X)), T b= [t0; t1] | ®âà¥§®ª ç¨á«®¢®© ¯àï¬®© R á ¬¥à®© �¥¡¥£  � ¨
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� | ¯®«­ ï ¯®«®¦¨â¥«ì­ ï ¬¥à ,  ¡á®«îâ­® ­¥¯à¥àë¢­ ï ®â­®á¨â¥«ì­® � ¨ ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ­ 
�- «£¥¡à¥ S� �-¨§¬¥à¨¬ëå («¥¡¥£®¢áª¨ ¯®¯®«­¥­­ëå) ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¨§ T .

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Lp(T; �;X) (Lp(T; �; Y )), p 2 [1;1), ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® ª« áá®¢ íª¢¨-
¢ «¥­â­®áâ¨ ¢á¥å ¨­â¥£à¨àã¥¬ëå (¯® �®å­¥àã [12]) ®â®¡à ¦¥­¨© ' : T ! X (á®®â¢¥âáâ¢¥­-

­® ' : T ! Y ) á ­®à¬®© k'kX�;p b= � R
T

k'(t)kpX�(dt)
�1=p

( ­ «®£¨ç­® k'kY�;p). �¥à¥§ L1(T; �;X)

(L1(T; �; Y )) ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® (íª¢¨¢ «¥­â­ëå ª« áá®¢) ¢á¥å á¨«ì­®
�-¨§¬¥à¨¬ëå ([12], á. 187) ¨ �-áãé¥áâ¢¥­­® ®£à ­¨ç¥­­ëå äã­ªæ¨© ¨§ T ¢ X (Y ) á ­®à¬®©
k kX�;1 b= ess sup k (t)kX (k kY�;1). � ª ®¡ëç­®, AC(T;X) | «¨­¥©­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ ¢á¥å  ¡á®-
«îâ­® ­¥¯à¥àë¢­ëå ­  T äã­ªæ¨© á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ X.

�ë¤¥«¨¬ ª« áá ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬, ¤¢¨¦¥­¨¥ ª®â®àëå ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ á®áâ®ï­¨© X ®¯¨-
áë¢ ¥âáï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¬ ãà ¢­¥­¨¥¬ ¢¨¤ 

_x(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t); t 2 T; (1)

£¤¥ x(�) 2 AC(T;X), A(�) 2 Lp(T; �;L(X;X)), B(�) 2 Lp(T; �;L(Y;X)) (p 2 [1;1]), Y | ¡ ­ å®¢®
¯à®áâà ­áâ¢® ã¯à ¢«ïîé¨å ¢®§¤¥©áâ¢¨© u(�) 2 Lp0(T; �; Y ), p0 | ç¨á«®, á®¯àï¦¥­­®¥ á p. �«ï
®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ ãá«®¢¨¬áï à áá¬ âà¨¢ âì ª« áá à¥è¥­¨© ãà ¢­¥­¨ï (1) â¨¯  � à â¥®¤®à¨.

�¡®§­ ç¨¬ ¢ æ¥«ïå ã¤®¡áâ¢  ç¥à¥§Hp0 ¨H1 ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  Lp0(T; �;X)�Lp0(T; �; Y )
¨ L1(T; �;X)�L1(T; �; Y ) á ­®à¬ ¬¨ k(!1; !2)kHp0

b= [(k!1kX�;p0)
p0+(k!2kY�;p0)

p0 ]1=p
0

, !1 2 Lp0(T; �;X),
!2 2 Lp0(T; �; Y ) (p0 2 [1;1)) ¨ k(!1; !2)kH1 b= max(k!1kX�;1; k!2k

Y
�;1), !1 2 L1(T; �;X), !2 2

L1(T; �; Y ), á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï ¡ ­ å®¢ë¬¨; ¥á«¨ ¢ ­¥ª®â®à®¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨ ®
¯à®áâà ­áâ¢ å Hp0 ¨ H1 ¨å ¨­¤¥ªáë ï¢­® ­¥ ãª § ­ë, â® íâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¡ã¤¥¬ ®â­®á¨âì ª
®¡®¨¬ á«ãç ï¬. � ª ­  á. 19, L(H;X) | ¯à®áâà ­áâ¢® ¢á¥å «¨­¥©­ëå ­¥¯à¥àë¢­ëå ®¯¥à â®à®¢
¨§ H ¢ X.

�¯¥à â®à � : H ! X, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á

�(!1; !2) b= Z
T

(A(t)!1(t) +B(t)!2(t))�(dt); (2)

ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¨ ­¥¯à¥àë¢­ë¬,   §­ ç¨â, � 2 L(H;X).

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. �«ï ¤¨­ ¬¨ç¥áª®£® ®¡ê¥ªâ  (1) ¯ àã (A;B) 2 Lp(T; �;L(X;X)) �
Lp(T; �;L(Y;X)), £¤¥ A(�) ¨ B(�) | ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨§ (1), ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì (A;B)-¬®¤¥«ìî, ¯à¨
íâ®¬ ®¯¥à â®à �, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á (2), ­ §®¢¥¬ �-¬®¤¥«ìî,   (A;B)- ¨ �-¬®¤¥«¨,
á¢ï§ ­­ë¥ á®®â­®è¥­¨¥¬ (2), | I-íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨.

�«¥¤ãï [1], [2], ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¢ I-¯à®æ¥áá¥ ¬­®¦¥áâ¢® H ®¡à §ã¥â ¯à®áâà ­áâ¢® ¢å®¤-
­ëå á¨£­ «®¢, X | ¯à®áâà ­áâ¢® ¢ëå®¤­ëå á¨£­ «®¢, L(H;X) | ¯à®áâà ­áâ¢® ¬ â¥¬ â¨ç¥-

áª¨å ¬®¤¥«¥© ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬. �®ïá­¨¬ ­¥®¡å®¤¨¬®áâì ¢¢¥¤¥­­ëå ¯®­ïâ¨©.
�« áá¨ç¥áª¨© ¯®¤å®¤ [10] ª ¯à®¡«¥¬¥ ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨¨ ®¡ê¥ªâ  (1) ®¡ëç­® ¨¬¥« ¤¥«® ­¥-

¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á (A;B)-¬®¤¥«ìî. �à¨ â ª®¬ ¯®¤å®¤¥ ¯®áâà®¥­¨¥ I-¯à®æ¥áá  ¯® â¥å­®«®£¨¨
¢å®¤{¢ëå®¤, ¯à¥¤«®¦¥­­®© ¢ [1], ­¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢®§¬®¦­ë¬. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ª®­æ¥¯-
æ¨ï �-¬®¤¥«¨ â ªãî â¥å­®«®£¨î ¤®¯ãáª ¥â. � «¥¥ ®áâ îâáï â®«ìª® ¤¥â «¨: ®¯¥à â®à � :
Lp(T; �;L(X;X)) � Lp(T; �;L(Y;X)) ! L(H;X), ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á (2), «¨­¥©­ë©
¨ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­ë©, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á [1] ¨¤¥­â¨ä¨æ¨àã¥¬®áâì ¯¥à¥­®á¨âáï
á L(H;X) ¢ Lp(T; �;L(X;X)) � Lp(T; �;L(Y;X)) ¯à¨ ¤¥©áâ¢¨¨ �.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. � àã � = (x; u) 2 AC(T;X) � Lp0(T; �; Y ), (x; u) 6= 0, ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî
�-¯®çâ¨ ¢áî¤ã á®®â­®è¥­¨î (1) ¤«ï ­¥ª®â®à®© ¯ àë (A;B) ®¯¥à â®à®¢ A(�) 2 Lp(T; �;L(X;X))
¨ B(�) 2 Lp(T; �;L(Y;X)), ­ §®¢¥¬ ¯®à®¦¤ îé¨¬ (å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬) í«¥¬¥­â®¬ ¨¤¥­â¨ä¨-
ª æ¨®­­®£® ¯à®æ¥áá  (I-¯à®æ¥áá ) (A;B)-¬®¤¥«¨ (�-¬®¤¥«¨) ¤¨­ ¬¨ç¥áª®£® ®¡ê¥ªâ  (1).

�à®¡«¥¬  ¯®áâà®¥­¨ï I-¯à®æ¥áá  ¯® â¥å­®«®£¨¨ ¢å®¤{¢ëå®¤ ¯® áãé¥áâ¢ã áâ ¢¨âáï [1] á«¥¤ãî-
é¨¬ ®¡à §®¬: ¨á¯®«ì§ãï ®â®¡à ¦¥­¨¥ t! �(t) : T ! X�Y , ¯®áâà®¨âì I-¡ §¨á 
 � H â ª®©, çâ®
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¤«ï «î¡®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ W � 
 ¬®¦­® áä®à¬¨à®¢ âì ¨¤¥­â¨ä¨ª â®à (H;X;L(H;X);
T

!2W
��1! �

�!;
T

!2W
��1! (�(!))) ª ª í«¥¬¥­â I-¯à®æ¥áá .

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3. �­®¦¥áâ¢® �# ¢á¥å ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ­  T äã­ªæ¨© â ª¨å, çâ® � 2 �# )
�� 2 H, £¤¥ � | å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© í«¥¬¥­â I-¯à®æ¥áá  ¤¨­ ¬¨ç¥áª®£® ®¡ê¥ªâ  (1), ­ §®¢¥¬
á¥¬¥©áâ¢®¬ á¨£­ «ì­ëå äã­ªæ¨© í«¥¬¥­â  �. (�á«®¢¨¬áï ¨á¯®«ì§®¢ âì ®¡®§­ ç¥­¨ï �#p0 ¨ �#1,
ª®£¤  â®£® âà¥¡ã¥â ãâ®ç­¥­¨¥ å à ªâ¥à  ¯à®áâà ­áâ¢  ¢å®¤­ëå á¨£­ «®¢ H (Hp0 ¨«¨ H1).)

� ª ã¢¨¤¨¬ ­¨¦¥, á¥¬¥©áâ¢® �# ¤®¯ãáª ¥â ï¢­ãî à¥ «¨§ æ¨î ¢ ¢¨¤¥ ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥­â-
­®áâ¥© äã­ªæ¨© á ®â®¦¤¥áâ¢«¥­¨¥¬ äã­ªæ¨© ¨§ �#, á®¢¯ ¤ îé¨å ¯®çâ¨ ¢áî¤ã.

�®ª ¦¥¬, çâ® I-¡ §¨á®¬ ï¢«ï¥âáï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¨§ H ¢¨¤  f! 2 H : ! = ��; � 2 �g,
£¤¥ � � �#. �«ï íâ®£® ­¥®¡å®¤¨¬® ¯®ª § âì, çâ® «î¡®© ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­ë© ¯à¨§­ ª ��1! � �!
(! = ��, � 2 �) á®¢¬¥áâ­® á � ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ïîâ ¨¤¥­â¨ä¨ª â®à (H;X;L(H;X), ��1! � �!,
��1! (�(!))) ª ª í«¥¬¥­â I-¯à®æ¥áá . �à¨ íâ®¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®¬¯®­¥­â ¨¤¥­â¨ä¨ª â®à  á¢ï§ ­®
á â¥¬, çâ® ¯® � ¨ � ¬®¦­® ¢ëç¨á«¨âì §­ ç¥­¨¥ ®¯¥à â®à  � ¢ â®çª¥ ! = �� 2 H. �¬¥­­®,

�(!) =
Z
T

�(t) _x(t)�(dt): (3)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© í«¥¬¥­â � á®¢¬¥áâ­® á «î¡ë¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬ � �
�# ¯®à®¦¤ îâ ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­ë© ¡ §¨á 
 b= f! : ! = ��; � 2 �g,   ®­ ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì |
¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® (L(H;X);J
),

J
 b=n
V � L(H;X)�L(H;X) : 9W � 
; V =

\
!2W

���1! [�x]
o
:

�§¢¥áâ­® [2], [5], çâ® ¤ ¦¥ ¢ á«ãç ¥ ª®­¥ç­®¬¥à­®£® ®¡ê¥ªâ  (1) ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¯®à®¦¤ îé¥£®
í«¥¬¥­â  (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® I-¡ §¨á  
) ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­®£® ¯à®æ¥áá  �-¬®¤¥«¨ â ª®£®, çâ® ¯à®-
áâà ­áâ¢® (L(H;X);J
) ¨¤¥­â¨ä¨æ¨àã¥¬®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, æ¥­âà «ì­ë¬ ¬¥áâ®¬ ¢ ®¡é¥© â¥®à¨¨
¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨¨ á¨áâ¥¬ ¢¨¤  (1) áâ ­®¢¨âáï ¯à®¡«¥¬  ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï â®¯®«®£®- «£¥¡à ¨ç¥áª®©
áâàãªâãàë ¬ ªá¨¬ «ì­ëå (¢ ã¯®àï¤®ç¥­¨¨ ®â­®á¨â¥«ì­® â¥®à¥â¨ª®-¬­®¦¥áâ¢¥­­®£® ¢ª«îç¥-
­¨ï) ¨¤¥­â¨ä¨æ¨àã¥¬ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¨§ (L(H;X);J
).

3. �¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  á¥¬¥©áâ¢  á¨£­ «ì­ëå äã­ªæ¨©. � á¨«ã (3) á¥¬¥©áâ¢®
á¨£­ «ì­ëå äã­ªæ¨© �#  ­ «®£¨ç­® ¯à®áâà ­áâ¢ã ®á­®¢­ëå (¯à®¡­ëå) äã­ªæ¨© ¢ â¥®à¨¨ à á-
¯à¥¤¥«¥­¨©.

�¥®à¥¬  4. a) �#p0 = Lp0(T; �;R), p0 2 [1;1); ¡) �#1 = L1(T; �;R), £¤¥ � | ¬¥à , ®¯à¥¤¥«ï¥-

¬ ï á®®â­®è¥­¨¥¬

�(S) b= Z
S
(kx(t)kp

0

X + ku(t)kp
0

Y )�(dt); S 2 S� :

�â® §­ ç¨â, çâ® ¯à¨ § ¤ ­­®¬ � á¥¬¥©áâ¢® �# ¯®«­®áâìî å à ªâ¥à¨§ã¥âáï ª®­áâàãªæ¨¥©
®¡ëç­®£® «¥¡¥£®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  Lk, ¯à¨ íâ®¬ ¨­¤¥ªá k = p0 ¨§ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ â¥®à¥¬ë 4 ®¡« -
¤ ¥â ®¯à¥¤¥«¥­­®© ¦¥áâª®áâìî,   ¨¬¥­­®, ¥£® ­¥«ì§ï ¯®­¨§¨âì á á®åà ­¥­¨¥¬ ¢ª«îç¥­¨ï �� 2 H
¨ ­¥«ì§ï ¯®¢ëá¨âì, ­¥ â¥àïï á¢®©áâ¢  ¬ ªá¨¬ «ì­®áâ¨ �#.

� ¬¥ç ­¨¥ 2. � á«ãç ¥ ¡) ¨­¤¥ªá p0 ¢ á®®â­®è¥­¨¨ ¤«ï ¬¥àë �, á ®¤­®© áâ®à®­ë, ¯® á¬ëá«ã
­¥ ¬®¦¥â ï¢«ïâìáï ç¨á«®¬, á®¯àï¦¥­­ë¬ ¤«ï p ¨§ (1),   á ¤àã£®©, íâ®â ¨­¤¥ªá ­¥ ¢«¨ï¥â ­ 
�- «£¥¡àã S� , ¯®íâ®¬ã ¢ë¡¨à ¥âáï ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ ¨§ [1;1).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª _x(�) ¨ u(�) á¨«ì­® ¨§¬¥à¨¬ë, â® ®­¨ �-¯®çâ¨ á¥¯ à ¡¥«ì­®§­ ç­ë
([12], á. 187). �®íâ®¬ã, ­¥ ­ àãè ï ®¡é­®áâ¨, ¯à®áâà ­áâ¢  X ¨ Y ¬®¦­® áç¨â âì á¥¯ à ¡¥«ì-
­ë¬¨.
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a) �áâ ­®¢¨¬ �-¨§¬¥à¨¬®áâì äã­ªæ¨© t ! j�(t)j kx(t)kX ¨ t ! j�(t)j ku(t)kY , â. ª. ¢ íâ®¬
á«ãç ¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë á¢®¤¨âáï (¤¥â «¨ ®¯ãáª ¥¬, ®âáë« ï §  ­¨¬¨ ª ¯. 3) â¥®à¥¬ë
1.4.20 ¨ ¯. 1) â¥®à¥¬ 1.4.27, 1.4.38 ¨§ [14]) ª ãáâ ­®¢«¥­¨î á«¥¤ãîé¥© æ¥¯®çª¨ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¥©:

� 2 �#p0 () �x 2 Lp0(T; �;X)&�u 2 Lp0(T; �; Y )()

() j�j kxkX ; j�j kukY 2 Lp0(T; �;R)() j�jp(kxkp
0

X + kukp
0

Y ) 2 L1(T; �;R)()

() j�jp
0

2 L1(T; �;R)() � 2 Lp0(T; �;R):

�ã­ªæ¨ï t! (kx(t)kX + ku(t)kY ) �-¨§¬¥à¨¬  ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, �-¨§¬¥à¨¬® ¬­®¦¥áâ¢® S0 =
ft 2 T : (kx(t)kX + ku(t)kY ) = 0g. �á­®, çâ® ¢®§¬®¦­ë ¤¢  ¢ à¨ ­â : 1) �(S0) = 0 ¨ 2) �(S0) > 0.

1) � á¨«ã â¥®à¥¬ë 1.4.38 ¨§ [14] äã­ªæ¨ï t! j�(t)jp'(t), £¤¥

'(t) b= (
(kx(t)kp

0

X + ku(t)kp
0

X ); t 2 T n S0;

const 6= 0; t 2 S0;

�-¨§¬¥à¨¬ , ®âªã¤  á«¥¤ã¥â �-¨§¬¥à¨¬®áâì � ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, �-¨§¬¥à¨¬®áâì äã­ªæ¨© j�j kxkX
¨ j�jkukY .

2) � ª ª ª S0 � ft 2 T : kx(t)kX = 0g, â® j�jp
0

kxkp
0

X(kxk
p0

X+kuk
p0

Y ) = j�jp
0

kxkp
0

X', £¤¥ «¥¢ ï ç áâì
à ¢¥­áâ¢  | �-¨§¬¥à¨¬ ï äã­ªæ¨ï (ª ª ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ �-¨§¬¥à¨¬ëå äã­ªæ¨© j�jp

0

(kxkp
0

X+kuk
p0

Y )
¨ kxkp

0

X). �¬­®¦ ï ¯à ¢ãî ç áâì à ¢¥­áâ¢  ­  �-¨§¬¥à¨¬ãî äã­ªæ¨î 1=', ¯à¨å®¤¨¬ ª § ª«îç¥-
­¨î, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ t! j�(t)j kx(t)kX �-¨§¬¥à¨¬®. �­ «®£¨ç­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï �-¨§¬¥à¨¬®áâì
t! j�(t)j ku(t)kY . �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®á­®¢­®£® à¥§ã«ìâ â  ¤®áâ â®ç­® à ááã¦¤¥­¨© ¯. 2), ­® ¢
1) ¢¬¥áâ¥ á ®á­®¢­ë¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¬ ¡ë«  ãâ®ç­¥­  �-¨§¬¥à¨¬®áâì � ¤® �-¨§¬¥à¨¬®áâ¨.

¡) �®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤ã¥â ¨§ æ¥¯®çª¨ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¥©:

� 2 �#1 () �x 2 L1(T; �;X)&�u 2 L1(T; �; Y )()

() j�j kxkX ; j�j kukY 2 L�1(T; �;R)()

() 8 ( 2 L1(T; �;R)& � 2 L1(T; �;R))() � 2 L�1(T; �;R)() � 2 L1(T; �;R):

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. a) _x 2 Lp(T; �;X), p 2 [1;1]; ¡) �#p0 � L1(T; ��; R), £¤¥ ��(S) b= R
S

k _x(t)kX�(dt),

S 2 S�� .

(� ­­®¥ á«¥¤áâ¢¨¥ ¢¥áì¬  ¢ ¦­® ¯à¨ ¯®áâà®¥­¨¨ â¥®à¨¨ á¨«ì­ëå (A;B)-¬®¤¥«¥© [3], [4], [7],
[9].)

�ãáâì ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á â¥®à¥¬®© 4 ®¯à¥¤¥«¥­® á¥¬¥©áâ¢® �#. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ á¥-
¬¥©áâ¢ á¨£­ «ì­ëå äã­ªæ¨© ª®àà¥ªâ­ë à áá¬®âà¥­¨ï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ �k � �# ¢¨¤  �k b=Lk(T; �;R),
p0 � k � 1 (§¤¥áì ¨ ¤ «¥¥ ¬¥à  � ¢ë¡¨à ¥âáï á®£« á­® ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë 4). �¢¥¤¥¬ ­ 
ª ¦¤®¬ �k â®¯®«®£¨ç¥áªãî áâàãªâãàã, ¨­¨æ¨¨à®¢ ­­ãî ­®à¬®© k � kR�;k. �®, çâ® â®¯®«®£¨ç¥-
áª¨¥ á¢®©áâ¢  «¨­¥©­ëå ®¡®«®ç¥ª ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¨§ �# ¢ ­¥ª®â®àëå á«ãç ïå á®®â­®áïâáï á ¨å
 «£¥¡à ¨ç¥áª®© à §¬¥à­®áâìî, ¤®ª §ë¢ ¥â

�¥®à¥¬  5. �ãáâì � � �1 � �#. �®£¤  dimSpan� ª®­¥ç­ , ¥á«¨ ¨ â®«ìª® ¥á«¨ Span�
§ ¬ª­ãâ® ¢ Ll(T; �;R), l 2 [1;1).

�¥®¡å®¤¨¬®áâì ®ç¥¢¨¤­ . �¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¤®áâ â®ç­ëå ãá«®¢¨© «¥£ª® ãáâ ­®¢¨âì ¬®¤¨ä¨-
ª æ¨¥© â¥®à¥¬ë �à®â¥­¤¨ª  ([15], á. 133).

�¥®à¥¬  5 ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¨­®£¤  ¯® å à ªâ¥àã â®¯®«®£¨¨ ¢ Span� ¬®¦­® áã¤¨âì ® å à ªâ¥à¥
à §¬¥à­®áâ¨ I-¡ §¨á .

�â®ç­¨¬ ¢§ ¨¬®á¢ï§ì ¬¥¦¤ã ¡ ­ å®¢ë¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨ á¨£­ «ì­ëå äã­ªæ¨© �# ¨ ¢ë-
å®¤­ëå á¨£­ «®¢ X ç¥à¥§ ¤¥©áâ¢¨¥ �-¬®¤¥«¨ (2) ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á á®®â­®è¥­¨¥¬ (3). �ãáâì
�� : �# ! X | ®¯¥à â®à, § ¤ ¢ ¥¬ë© à ¢¥­áâ¢®¬ ��(�) b= �(��), ª®â®à®¥ ª®àà¥ªâ­® ¢ á¨«ã
ä¨ªá¨à®¢ ­­®áâ¨ �. �«¥¬¥­â à­ë¥ á¢®©áâ¢  ®¯¥à â®à  �� ®¯à¥¤¥«ï¥â
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�¥¬¬  2. �ãáâì �#� ¨ X� | ¯à®áâà ­áâ¢  �# ¨ X, á­ ¡¦¥­­ë¥ á« ¡ë¬¨ â®¯®«®£¨ï¬¨

�(�#;�#�), �(X;X�) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, £¤¥ �#� ¨ X� | ¯à®áâà ­áâ¢ , â®¯®«®£¨ç¥áª¨ á®¯àï-

¦¥­­ë¥ ª ¯à®áâà ­áâ¢ ¬ �# ¨ X. �®£¤  a) �� 2 L(�#;X); ¡) �� 2 L(�#;X�); ¢) �� 2 L(�#� ;X�).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ª«îç¥­¨¥ �� 2 L(�#;X) ®ç¥¢¨¤­®, ¡) | ¥£® ¯àï¬®¥ á«¥¤áâ¢¨¥, ¯®íâ®¬ã
ãáâ ­®¢¨¬ «¨èì ¢ª«îç¥­¨¥ ¢). �«ï ª ¦¤®£® x� 2 X� ¢ á¨«ã ¡) ®â®¡à ¦¥­¨¥ � ! hx�; ��(�)i :
�# ! R «¨­¥©­® ¨ ­¥¯à¥àë¢­®, £¤¥ h�; �i ®§­ ç ¥â ª ­®­¨ç¥áªãî ¡¨«¨­¥©­ãî ä®à¬ã, ãáâ ­ -
¢«¨¢ îéãî ¤¢®©áâ¢¥­­®áâì ¬¥¦¤ã X ¨ X�. � ª¨¬ ®¡à §®¬, hx�; ��(�)i 2 �#� ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®, ¤«ï «î¡®£® ®âªàëâ®£® ¢ R ¬­®¦¥áâ¢  Q á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¢ª«îç¥­¨ï x��1[Q] � �(X;X�) ¨
hx�; ��(�)i�1[Q] � �(�#;�#�). �âáî¤  ¤¥« ¥¬ § ª«îç¥­¨¥ ® á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¢).

�¯¨è¥¬ £¥®¬¥âà¨î ®¡à §®¢ ®¯¥à â®à  �� á® \áâ ­¤ àâ­ëå" ¬­®¦¥áâ¢ ¨§ �#. �«¥¤ãï ®¡é¥-
¯à¨­ïâ®© â¥à¬¨­®«®£¨¨, ¬­®¦¥áâ¢® f� 2 �k : k�0 � �k�;k � rg, k 2 [p0;1], ­ §®¢¥¬ § ¬ª­ãâë¬

r-è à®¬ ¢ â®çª¥ �0 2 �k ¨ ®¡®§­ ç¨¬ S
k

r(�0). � á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥ ª®­ªà¥â¨§¨àã¥âáï â®¯®-
«®£¨ç¥áª ï áâàãªâãà  ¬­®¦¥áâ¢  ®âª«¨ª®¢ �-¬®¤¥«¨ ­  ¢®§¤¥©áâ¢¨ï á¨£­ «ì­ëå äã­ªæ¨© ¨§
S
k

r(�0) � �#.

�¥®à¥¬  6. �¡« áâì §­ ç¥­¨© ®¯¥à â®à  �� : �#p0 ! X, p0 2 [1;1), á¥¯ à ¡¥«ì­ , ¬­®¦¥-

áâ¢® ��[S
k

r(�0)], k 2 [p0;1], p0 2 (1;1), ª®¬¯ ªâ­® ¨ ¬¥âà¨§ã¥¬® ¢ X�.

�«¥¤áâ¢¨¥ 3. �ãáâì p0 =1, â®£¤  ��[S
1

r (�0)] | ª®¬¯ ªâ ¢X�, ¯à¨ íâ®¬ ®­ ¡ã¤¥â ¬¥âà¨§ã¥¬,
¥á«¨ X á¥¯ à ¡¥«ì­®.

4. �âàãªâãà  ¬ ªá¨¬ «ì­®£® ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­®£® ¡ §¨á . �«ï ¯à¨«®¦¥­¨© ®¡é¥©
â¥®à¨¨ I-¯à®æ¥áá®¢ ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ®¢ (1) ¡®«ìè®¥ §­ ç¥­¨¥ ¨¬¥îâ á¢®©áâ¢  ¯à®áâà ­-
áâ¢¥­­®© ä®à¬ë ¬ ªá¨¬ «ì­®£® ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­®£® ¡ §¨á .

�ãáâì � 2 H | ­¥ª®â®àë© å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© í«¥¬¥­â I-¯à®æ¥áá  ¨ �# | ¬ ªá¨¬ «ì-
­®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¥£® á¨£­ «ì­ëå äã­ªæ¨©. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ 
# ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­ë© ¡ §¨á ¢¨¤ 
f�� 2 H; � 2 �#g. �á­®, çâ® 
# | ­ ¨¡®«ìè¨© I-¡ §¨á ¢ á¥¬¥©áâ¢¥ I-¡ §¨á®¢, ®â¢¥ç îé¨å �.
�á«®¢¨¬áï ç¥à¥§ J#
 ®¡®§­ ç âì ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨î ­  L(H;X), ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ãî I-¡ §¨á®¬ 
#.

�  ¤¢ãå â¥®à¥¬ å, á«¥¤ãîé¨å ­¨¦¥, ®á­®¢ ­ áâ ­¤ àâ­ë© ¯®¤å®¤ ª § ¤ ç ¬ ®¯¨á ­¨ï ­¥-
âà¨¢¨ «ì­ëå ¬ ªá¨¬ «ì­ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢, ¨¤¥­â¨ä¨æ¨àã¥¬ëå ¢ (L(H;X);J#
 ): â ª, ­ ¯à¨¬¥à,
çâ®¡ë ¯®¤â¢¥à¤¨âì ä ªâ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï â ª¨å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢, ¤®áâ â®ç­® (¥á«¨ 
# | «¨­¥©­®¥
¯®¤¬­®¦¥áâ¢®) ¯®ª § âì, çâ® § ¬ëª ­¨¥ 
# ¢ H ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥­­ë¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ H,
®âªã¤  ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 2 á«¥¤ã¥â, çâ® I-¡ §¨á 
# ­¥¯®«­ë© ¨, §­ ç¨â, ¯à®áâà ­áâ¢® (L(H;X);J#
 )
á®¤¥à¦¨â á®¡áâ¢¥­­ë¥ ¨¤¥­â¨ä¨æ¨àã¥¬ë¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ , ¬ ªá¨¬ «ì­ë¥ ¢ ã¯®àï¤®ç¥­¨¨ ®â-
­®á¨â¥«ì­® â¥®à¥â¨ª®-¬­®¦¥áâ¢¥­­®£® ¢ª«îç¥­¨ï (¡®«¥¥ ¯®¤à®¡­® íâ®â ¢®¯à®á à áá¬®âà¨¬ ¢
à §¤¥«¥ 5).

�¥®à¥¬  7. 
#
p0 | á®¡áâ¢¥­­®¥ á¥¯ à ¡¥«ì­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢ Hp0,   ¯à¨ p

0 > 1 ¨¤¥­â¨-
ä¨ª æ¨®­­ë© ¡ §¨á 
#

p0 | á¥¯ à ¡¥«ì­®¥ à ¢­®¬¥à­® ¢ë¯ãª«®¥ (¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, à¥ä«¥ªá¨¢­®¥)
¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® ¢ á¥¡¥ (á ­®à¬®©, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© k � kHp0

).

� ¬¥ç ­¨¥ 3. a) �¤¥áì ¨ ¤ «¥¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ ­ §ë¢ ¥¬ § ¬ª­ãâ®¥ «¨­¥©­®¥ ¬­®¦¥-
áâ¢® ¢ Hp0 . ¡) �§¢¥áâ­® [16], çâ® à ¢­®¬¥à­® ¢ë¯ãª«ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ®¡à §ãîâ ¢¥áì¬  ç áâ­ë©
¯®¤ª« áá ª« áá  à¥ä«¥ªá¨¢­ëå ¯à®áâà ­áâ¢.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® 0 2 
# ¨ �
# + �
# � 
# (�; � 2 R), ®âªã¤ 

á«¥¤ã¥â «¨­¥©­®áâì ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  
# � H. �â®¡ë ¤®ª § âì 

#
6= H ¯®áâà®¨¬ í«¥¬¥­â h 2

H, h =2 

#
. �ãáâì �0 2 �# ¨ �� b= f��0 : � 2 Rg. �¨¦¥ ¯®­ ¤®¡¨âáï ¯®­ïâ¨¥ à ááâ®ï­¨ï ®â

â®çª¨ �� ¤® ¬­®¦¥áâ¢  ��. � ª ¨ ¢ í¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥, ¯®­¨¬ ¥¬ ¯®¤ íâ¨¬ ¢¥«¨ç¨­ã
�(��;��) = inf

�2��
k�� � �k�# . �á­®, çâ® �(��;��) = 0 à ¢­®á¨«ì­® �� 2 ��. � «¥¥, ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨

á «¥¬¬®© 2 ([13], á. 129) ¤«ï «î¡®£® " > 0 áãé¥áâ¢ã¥â á¨£­ «ì­ ï äã­ªæ¨ï �1 2 �# â ª ï, çâ®
�(�1;��) > 1 � ". �®£¤  ¢ ª ç¥áâ¢¥ í«¥¬¥­â  h ¬®¦­® ¢§ïâì (�0x; �1u) 2 H. �â®¡ë ®¡®á­®¢ âì
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§ ¬ª­ãâ®áâì 
#
p0 ¢ Hp0 ¤®áâ â®ç­® ¤«ï âà®©ª¨ (Hp0 ;


#
p0 ;�

#
p0) ¯®¤â¢¥à¤¨âì á¢®©áâ¢® ¯®«­®âë 
#

p0

¢ â®¯®«®£¨¨, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© ¨áå®¤­®© â®¯®«®£¨¥© ¢ Hp0 . � íâ®© æ¥«ìî à áá¬®âà¨¬ ®¯¥à â®à
{p0 : �

#
p0 ! 
#

p0 ¢¨¤  {p0(�)(t) b=�(t)�(t), t 2 T , ª®â®àë© ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­®© ¡¨¥ªæ¨¥©. � á¨«ã
â¥®à¥¬ë 4 ¤«ï ¢á¥å � 2 �#p0 k{p0(�)kHp0

= k�k�;p0 . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¯¥à â®à {p0 | «¨­¥©­ ï
¨§®¬¥âà¨ï, ®â®¡à ¦ îé ï ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® �#p0 ­  
#

p0 . �âáî¤  á ®ç¥¢¨¤­®áâìî á«¥¤ã¥â
¯®«­®â , á¥¯ à ¡¥«ì­®áâì ¨ ¯à¨ p0 > 1 à ¢­®¬¥à­ ï ¢ë¯ãª«®áâì [17] «¨­¥©­®£® ¬­®¦¥áâ¢  
#

p0 ¢
â®¯®«®£¨¨, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© ­®à¬®© k � kHp0

(¯à¨ íâ®¬ ãçâ¥­®, çâ® � | ¬¥à  á® áç¥â­ë¬ ¡ §¨á®¬

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯à®áâà ­áâ¢® �#p0 ¢ á¨«ã ¯. a) â¥®à¥¬ë 4 á¥¯ à ¡¥«ì­®).

�«¥¤áâ¢¨¥ 4. �#p0 ¨ 

#
p0 «¨­¥©­® ¨§®¬¥âà¨ç­ë.

(� ­­®¥ á«¥¤áâ¢¨¥ ¯®«¥§­® ¯à¨  ­ «¨§¥ á¢®©áâ¢  ���-à áè¨à¥­¨ï (á¬., ­ ¯à., ¤®ª § â¥«ì-
áâ¢® â¥®à¥¬ë 2 ¨§ [9]).)

�«ï âà®©ª¨ (H1;
#
1;�

#
1) ¯à®áâ ï ¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ª  â¥®à¥¬ë 7 ­¥¢¥à­ . �â®¡ë ãáâà ­¨âì

¯à¥¯ïâáâ¢¨ï, ¢®§­¨ª îé¨¥ ­  íâ®¬ ¯ãâ¨, à áá¬®âà¨¬ ®¤­® ¢á¯®¬®£ â¥«ì­®¥ ¯®áâà®¥­¨¥. � §®¢¥¬
�-áãé¥áâ¢¥­­®© ­¨¦­¥© £à ­ìî äã­ªæ¨¨  b=(!1; !2) 2 L1(T; �;X)�L1(T; �; Y ) ­ ¨¡®«ìèãî ¨§
ª®­áâ ­â c, ¤«ï ª®â®àëå max(k!1(t)kX ; k!2(t)kY ) � c ¨¬¥¥â ¬¥áâ® �-¯®çâ¨ ¢áî¤ã ­  T . �¡®§­ ç¨¬
¥¥ ç¥à¥§ �- ess inf k kX;Y .

�¥®à¥¬  8. �¨­¥©­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® 
#
1 § ¬ª­ãâ® ¢ H1 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

�- ess inf k�kX;Y 6= 0.

�ëâì ¨«¨ ­¥ ¡ëâì í«¥¬¥­âã �- ess inf k�kX;Y ®¡à â¨¬ë¬ | ç¨áâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ®¡áâ®ïâ¥«ì-
áâ¢®. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, § ¬ª­ãâ®áâì 
#

1 § ¢¨á¨â ®â ¬¥âà¨ç¥áª¨å á¢®©áâ¢ H1. � íâ®¬ á®áâ®¨â
®¤­® ¨§ ­¥®¦¨¤ ­­ëå § ª«îç¥­¨© â¥®à¥¬ë 8 | ®­  ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥â á®¢¯ ¤¥­¨¥ ¢¥«¨ç¨­ á®¢¥à-
è¥­­® à §«¨ç­®£® ¯à®¨áå®¦¤¥­¨ï.

�¨­¥©­ ï ¨§®¬¥âà¨ï {p0 , ¯®áâà®¥­­ ï ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 7,   â ª¦¥ à ¢¥­áâ¢®
�� = � � {p0 , ¤¥« îâ ®ç¥¢¨¤­ë¬

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 1. �à¨ p0 2 [1;1) â¥®à¥¬  6 ¨ «¥¬¬  2 ¡ã¤ãâ á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬¨, ¥á«¨ ¢ ­¨å

�# § ¬¥­¨âì ­  
#,   �� | ­  �.

�¥áª®­¥ç­®¬¥à­ë© ¢ à¨ ­â ( ­ «®£) â¥®à¥¬ë 5 ¨§ [2] ®¡®¡é ¥â

�¥®à¥¬  9. �ãáâì �� | á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨å äã­ªæ¨© �- «£¥¡àë S� ¨

¯ãáâì ¤«ï «î¡®£® S 2 S� â ª®£®, çâ® �(S) > 0, á¨áâ¥¬  äã­ªæ¨© fhx�; _x(�) j Si : x� 2 X#g,
£¤¥ X# | ­¥ª®â®à®¥ â®â «ì­®¥ ­  X ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¨§ X�, ­¥ ï¢«ï¥âáï äã­¤ ¬¥­â «ì­®© ¢

L1(S; �;R). �®£¤  ��[S
1

1 (0)] = ��[�� � ��].

� ¬¥ç ­¨¥ 4. a) hx�; _x(�) j Si 2 L1(S; �;R) á«¥¤ã¥â ¨§ ¯. a) á«¥¤áâ¢¨ï 2; ¡) â ª ª ª ¬¥à  �
­¥ â®¬¨ç¥áª ï, â® ¯®áë«ª  â¥®à¥¬ë 9 § ¢¥¤®¬® ¨¬¥¥â ¬¥áâ®, ¥á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢®X ª®­¥ç­®¬¥à­®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ �� � �� � S
1

1 (0) á«¥¤ã¥â ��[�� � ��] � ��[S
1

1 (0)]. �â®¡ë ¤®ª § âì
®¡à â­®¥ ¢ª«îç¥­¨¥, § ä¨ªá¨àã¥¬ ª ªãî-­¨¡ã¤ì â®çªã z 2 ��[S

1

1 (0)], z 6= 0 (¯à¨ z = 0 ¤ «ì­¥©-
è¨¥ ¢ëª« ¤ª¨ âà¨¢¨ «ì­ë) ¨ ¯®«®¦¨¬ �z b= f� 2 S11 (0) : ��(�) = zg. �®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ®
�z á®¤¥à¦¨â ­¥ª®â®àãî äã­ªæ¨î � = �S0 � �S00 , S0; S00 2 S� , S0 \ S00 = ;, �(S0 [ S00) 6= 0. � ª
ª ª ®¯¥à â®à ��(�) á« ¡® ­¥¯à¥àë¢¥­ ­  �#1, â® ¬­®¦¥áâ¢® �z ¢ë¯ãª«® ¨ (�)-á« ¡® ª®¬¯ ªâ­®.
�® â¥®à¥¬¥ �à¥©­ {�¨«ì¬ ­  �z ¨¬¥¥â ªà ©­îî â®çªã. �®ª ¦¥¬, çâ® äã­ªæ¨ï, ®â¢¥ç îé ï
íâ®© â®çª¥, ¨¬¥¥â ¢¨¤ �S0 � �S00 .

�ãáâì �0 2 �z ¨ ­¥ ï¢«ï¥âáï äã­ªæ¨¥© ¢¨¤  �S0 � �S00 . �®£¤  ­ ©¤ãâáï â ª®¥ S 2 S� ¨
ç¨á«® " 2 (0; 1), çâ® �(S) > 0 ¨ �1 + " � �0 � 1 � " ­  S. �®«®¦¨¬ Z b=�s�#1. �á«¨ ï¤à®
®¯¥à â®à  �� j Z ­¥âà¨¢¨ «ì­®, â® ­ ©¤¥âáï â ª®© í«¥¬¥­â �� 6= 0 ¢ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢¥ Z, çâ®
�� j Z(��) = 0 ¨ �" < �� < ". �á­®, çâ® (�0+��); (�0���) 2 �z ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, �0 ­¥ ï¢«ï¥âáï
ªà ©­¥© â®çª®© ¬­®¦¥áâ¢  �z. �®íâ®¬ã ¤«ï § ¢¥àè¥­¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë ¯®ª ¦¥¬, çâ®
ker �� j Z(0) 6= f0g.
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� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¢ëà ¦¥­¨¥¬ (3) ®¯¥à â®à �� : �#1 ! X ¢  ­ «¨â¨ç¥áª®© ä®à¬¥ ¢ë£«ï¤¨â
â ª: ��(�) =

R
T

�(t) _x(t)�(dt). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, � 2 ker �� j Z ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨R
S

�(t)hx�; _x(t)i�dt = 0 ¤«ï «î¡®£® x� 2 X#. � á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¯®á«¥¤­¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ á¯à ¢¥¤«¨¢®

¯à¨ ¨ â®«ìª® ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® 8x� 2 X# ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
R
S

�(t)hx�; _x(t)i�(dt) = 0. � ¤àã£®© áâ®à®­ë,

¯®áª®«ìªã ¬­®¦¥áâ¢® fhx�; _x(�) j Si : x� 2 X#g ­¥ ï¢«ï¥âáï äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¬ ¢ L1(S; �;R),
â® á®£« á­® â¥®à¥¬¥ 3 ­ ©¤¥âáï â ª ï äã­ªæ¨ï � 2 L1(S; �;R), çâ® � 6= 0 ¨ 8x� 2 X# ¡ã¤¥âR
S

�(t)hx�; _x(t)i�(dt) = 0.

�«¥¤áâ¢¨¥ 5. � á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 3 ¬­®¦¥áâ¢® ��[�� � ��] ¢ë¯ãª«®, ª®¬¯ ªâ­® ¨ ¥á«¨ X#

áç¥â­®, â® ¬¥âà¨§ã¥¬® ¢ X�.

� § ª«îç¥­¨¥ à §¤¥«  ®áâ ­®¢¨¬áï ªà âª® ­  ¯à®¡«¥¬¥ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¢ 
# ¬¨­¨¬ «ì­®£® I-
¡ §¨á , ¯®à®¦¤ îé¥£® âã ¦¥ ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨î J#
 ­  L(H;X). �á­®, çâ® ¥á«¨ â ª®© ¬¨­¨¬ «ì­ë©
I-¡ §¨á áãé¥áâ¢ã¥â, â® ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á â¥®à¥¬®© 2 ¯à¨ á®åà ­¥­¨¨ á¢®©áâ¢  ¬¨­¨¬ «ì­®áâ¨ ¢ 
#

®­ ¤®«¦¥­ ®¡à §®¢ë¢ âì ¬­®¦¥áâ¢®, äã­¤ ¬¥­â «ì­®¥ ¢ 
# (¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨, çâ® â®¯®«®£¨ï ¢

# ¨­¤ãæ¨à®¢ ­  ¨áå®¤­®© â®¯®«®£¨¥© ¢ H). �ç¥¢¨¤­®, çâ® ¢ ª ç¥áâ¢¥ â ª®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¬®£ ¡ë
¢ëáâã¯ âì ¡ §¨á ¡ ­ å®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  
#. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯à®¡«¥¬  áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï â ª®£®
¡ §¨á  (á¬. ªà âªãî á¯à ¢ªã ¢ [13], á. 514) ¨¬¥¥â ¢ á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 4 ¯®«®¦¨â¥«ì­®¥ à¥è¥­¨¥
¯à¨ H = Hp0 , p0 2 [1;1).

5. �¥®¬¥âà¨ï ¬ ªá¨¬ «ì­ëå ¨¤¥­â¨ä¨æ¨àã¥¬ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¢ (L(H;X);J#
 ). � 
§ ¤ ­­®¬ ®âà¥§ª¥ ¢à¥¬¥­¨ ¯à ªâ¨ª, ª ª ¯à ¢¨«®, ¨¬¥¥â «¨èì ®¤­ã âà ¥ªâ®à¨î (á¬., ­ ¯à., [6]),
å à ªâ¥à¨§ãîéãî ¬®¤¥«ì á¨áâ¥¬ë, çâ® ¤«ï ­¥ª®â®àëå ª« áá®¢ ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ®¢ (¢ ç áâ-
­®áâ¨, á ãà ¢­¥­¨¥¬ á®áâ®ï­¨ï (1)) ¤®«¦­® ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­® ®£à ­¨ç¨¢ âì â ª®¥ ¨å á¢®©áâ¢® ª ª
¨¤¥­â¨ä¨æ¨àã¥¬®áâì. � íâ¨å á«ãç ïå ¯®­ïâ¨¥ ¬ ªá¨¬ «ì­®£® ¨¤¥­â¨ä¨æ¨àã¥¬®£® ¯®¤¬­®¦¥-
áâ¢  ¢®§­¨ª ¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬,   ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥ ¥£® â®¯®«®£®- «£¥¡à ¨ç¥áª®© áâàãªâãàë
¢ë§ë¢ ¥â ­¥ä®à¬ «ì­ë© ¨­â¥à¥á.

�ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì § ¤ çã: ¤«ï ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  (L(H;X); J#
 ) ¯®áâà®-
¨âì á¥¬¥©áâ¢®M ¢á¥å ¬ ªá¨¬ «ì­ëå ¨¤¥­â¨ä¨æ¨àã¥¬ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¢ L(H;X), ¯à¨ ª®â®àëå
áâàãªâãà­® ®¯¨á âì M ª ª á¥¬¥©áâ¢® â®¯®«®£¨ç¥áª¨x ¢¥ªâ®à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ (���) á â®¯®-
«®£¨ï¬¨ ¯®â®ç¥ç­®© áå®¤¨¬®áâ¨ ­  
# (¯®áâ ­®¢ª  B ¨§ [1]). �¯¥à¢ë¥ ¯®¤®¡­ ï § ¤ ç  ¡ë« 
¯®áâ ¢«¥­   ¢â®à ¬¨ ¢ áâ âì¥ [2], á®¤¥à¦ é¥© à¥§ã«ìâ âë ¤«ï ª®­¥ç­®¬¥à­®£® ®¡ê¥ªâ  (1). �
¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®áâ¨ ®á­®¢­ë¥ ç¥àâë â¥®à¨¨ ¬ ªá¨¬ «ì­ëå ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¨
á¨«  äã­ªæ¨®­ «ì­®- ­ «¨â¨ç¥áª®£® ¯®¤å®¤ , «¥¦ é¥£® ¢ ¥¥ ®á­®¢ ­¨¨, ¢ ¯®«­®© ¬¥à¥ ¯à®-
ï¢«ïîâáï ã¦¥ ¢ ª®­¥ç­®¬¥à­®¬ á«ãç ¥. �¤­ ª® á ¬  ¯à¨à®¤  ¬¥â®¤®¢ ¨ à¥§ã«ìâ â®¢ ¤¥« ¥â
à á¯à®áâà ­¥­¨¥ ¨å ­  ��� ­ áâ®«ìª® ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬, çâ® ¬®¦­® ¨¤â¨ à ¤¨ íâ®£® ­  ­¥ª®â®àë¥
â¥å­¨ç¥áª¨¥ ãá«®¦­¥­¨ï ¨ ¤¥â «¨.

�ãáâì �! : L(H;X) ! X | ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¢ëç¨á«¥­¨ï ¢ â®çª¥ ! 2 
# ¨ V # � L(H;X) �
L(H;X) | ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­ë© ¯à¨§­ ª, à ¢­ë©

T
!2
#

��1! � �! (â®, çâ®
T

!2
#
��1! � �! 6= �L,

£ à ­â¨à®¢ ­® â¥®à¥¬ ¬¨ 2, 7). �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ D# à §¡¨¥­¨¥ L(H;X), ®â¢¥ç îé¥¥ ®â­®è¥-
­¨î íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ V #. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á â¥®à¥¬®© 7 ¨§ [1] ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à-
¦¤¥­¨¥: M 2 M () M =

S
D2D#

f�Dg& �D 2 D 2 D#. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤«ï ª ¦¤®£® M 2 M

áãé¥áâ¢ã¥â «¨­¥©­ë© ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­ë© ®¯¥à â®à �M : M ! L(H;X)=
T

!2
#
ker�! ¢¨¤ 

�M(�D) b=V #(�D) = D, D 2 D#. � «¥¥, ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 8 ¨§ [1] ¢á¥ í«¥¬¥­âë ¢ M ¨¤¥­â¨ä¨ª -
æ¨®­­® ¨§®¬®àä­ë. �®íâ®¬ã, ¥á«¨ (M;JM ) ¨ (N; JN ) | ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­ë¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ 
¯à®áâà ­áâ¢ (L(H;X); J#
 ) ¨ M;N 2 M, â® ®¯¥à â®à ��1M � �M : M ! N | ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­-
­ë© ¨§®¬®àä¨§¬. �¯à¥¤¥«¨¬ ­  í«¥¬¥­â å ¨§ M  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ áâàãªâãàë,   ¨¬¥­­®, ¢¢¥¤¥¬
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¡¨­ à­ãî ®¯¥à æ¨î � á«®¦¥­¨ï ¨ ®¯¥à æ¨î � ã¬­®¦¥­¨ï ­  áª «ïàë ¯® ¯à ¢¨« ¬

�1 � �2 b= ��1M (�M(�1) + �M (�2)); �1; �2 2M ;

�� �3 b= ��1M (��M (�3)); � 2 R; �3 2M;

¯à¨ íâ®¬ ��1M [
T

!2
#
ker �!] 2M ­ §®¢¥¬ ­ã«¥¢ë¬ í«¥¬¥­â®¬ ¯à®áâà ­áâ¢  (M;�;�) ¨ ®¡®§­ ç¨¬

ç¥à¥§ 0M . �á­®, çâ® ®¯¥à æ¨ï �  áá®æ¨ â¨¢­  ¨ ª®¬¬ãâ â¨¢­ ,   ¢ á®ç¥â ­¨¨ á � ¢ë¯®«­ïîâáï
¤¨áâà¨¡ãâ¨¢­®áâì ¨  áá®æ¨ â¨¢­®áâì ã¬­®¦¥­¨ï.

�®¤®¬ ¯à¥¤ë¤ãé¨å à ááã¦¤¥­¨© ¯® áãé¥áâ¢ã ¡ë«® ¤®ª § ­®

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 2. �à®©ª  (M;�;�) | ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®,  «£¥¡à ¨ç¥áª¨ ¨§®¬®àä­®¥

ä ªâ®à-¯à®áâà ­áâ¢ã L(H;X)=
T

!2
#
ker �!.

� ¡®«ìè¨­áâ¢¥ á«ãç ¥¢, ª®£¤  à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ª®­ªà¥â­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, ¢ ­¥¬
ã¦¥ ¨¬¥¥âáï ­¥ª®â®à ï \¥áâ¥áâ¢¥­­ ï" áå®¤¨¬®áâì, ª®â®à ï ®¯à¥¤¥«ï¥â â®¯®«®£¨î íâ®£® ¯à®-
áâà ­áâ¢ . �®, çâ® (M;�;�) ­¥ ¨áª«îç¥­¨¥, ¯®ª §ë¢ ¥â

�¥®à¥¬  10. �ãáâì TM | â®¯®«®£¨ç¥áª ï áâàãªâãà  ­  M 2M, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé ï â®¯®-

«®£¨î ¯®â®ç¥ç­®© áå®¤¨¬®áâ¨ ­  
#. �®£¤  (M;�;�;TM ) | ���.

(� ª ª ª ¡®«ìè¨­áâ¢® ¨­â¥à¥á­ëå â¥®à¥¬  ­ «¨§  á®¤¥à¦ â ãá«®¢¨ï \å ãá¤®àä®¢®áâ¨" ¢
ª ç¥áâ¢¥ ®¤­®£® ¨§ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨©, â® ­¨¦¥ ¢ª«îç ¥¬ ¢â®àãî  ªá¨®¬ã ®â¤¥«¨¬®áâ¨ ¢ ç¨á«®
 ªá¨®¬ ���.)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ LS(H;X) ¯à®áâà ­áâ¢® L(H;X) á â®¯®«®£¨¥© ¯®â®ç¥ç­®©
áå®¤¨¬®áâ¨ ­  H, ª®â®à®¥ ï¢«ï¥âáï ���. � ¬¥â¨¬, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ �! : LS(H;X)! X | «¨-
­¥©­ë© ­¥¯à¥àë¢­ë© ®¯¥à â®à ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯à®áâà ­áâ¢®

T
!2
#

ker �! § ¬ª­ãâ® ¢ LS(H;X).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ­  LS(H;X)=
T

!2
#
ker�! ¬®¦­® ª®àà¥ªâ­® ®¯à¥¤¥«¨âì ä ªâ®à-â®¯®«®£¨î, ¯à¥-

¢à é îéãî LS(H;X)=
T

!2
#
ker�! ¢ ��� (á¬., ­ ¯à., â¥®à¥¬ã 1.41 ¨§ [15]). � «¥¥, ¬­®¦¥áâ¢ 

U!Q
M b= fv 2 M : v(!) 2 Qg ¨ U!Q

L b= fD 2 D# : 9�D 2 D& �D(!) 2 Qg, £¤¥ ! 2 
# ¨ Q
| ®âªàëâ ï ®¡« áâì ¢ X, ®¡à §ãîâ ¯à¥¤¡ §ë á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¢ TM ¨ ä ªâ®à-â®¯®«®£¨¨ ­ 
LS(H;X)=

T
!2
#

ker�!. �¥âàã¤­® ¯®ª § âì, çâ® �
�1
M (D)(!) = �D(!), £¤¥ �D 2 M & �D 2 D ¨, á«¥-

¤®¢ â¥«ì­®, ��1M [U!Q
L ] = U!Q

M , ¤«ï «î¡ëå ! ¨ Q, ®¯à¥¤¥«¥­­ëå ¢ëè¥. � ª¨¬ ®¡à §®¬, �M |
«¨­¥©­ë© £®¬¥®¬®àä¨§¬ (M;�;�;TM ) ­  LS(H;X)=

T
!2
#

ker�!.

� ¬¥ç ­¨¥ 5. a) �¥®à¥¬  ®áâ ­¥âáï á¯à ¢¥¤«¨¢®© ¯à¨ § ¬¥­¥ ¨áå®¤­®© â®¯®«®£¨¨ ¢ ¡ ­ -
å®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ X ­  �hX;X�i. ¡) �¯¥à â®à ��1N � �M : M ! N (M;N 2 M) ®áãé¥áâ¢«ï¥â
«¨­¥©­ë© £®¬¥®¬®àä¨§¬ (M;�;�;TM ) ­  (N;�;�; TN).

� ª«îç¥­¨¥. � à ¡®â¥ à §¢¨â £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© ¯®¤å®¤ ª  ­ «¨§ã á¢®©áâ¢  ¡áâà ªâ­ëå ¨¤¥­-
â¨ä¨ª æ¨®­­ëå ¯à®æ¥áá®¢ ¢ ª« áá¥ «¨­¥©­ëå ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ ã¯à ¢«¥­¨ï á ãà ¢­¥­¨ï-
¬¨ á®áâ®ï­¨ï ¢ ®¡é¥¬ ¡ ­ å®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥. �®¤å®¤ ®á­®¢ ­ ­  ¨¤¥ïå ¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å
ª®­áâàãªæ¨ïå ¯à¥¤«®¦¥­­®© ¢ [1] â¥®à¥â¨ª®-¬­®¦¥áâ¢¥­­®©  ªá¨®¬ â¨§ æ¨¨ ®¡é¥© â¥®à¨¨ I-
¯à®æ¥áá®¢.

�§«®¦¥­­ ï ¢ ¤ ­­®© áâ âì¥ ¬¥â®¤®«®£¨ï ï¢«ï¥âáï ¤®áâ â®ç­® £¨¡ª¨¬ ¨ íää¥ªâ¨¢­ë¬ áà¥¤-
áâ¢®¬  ­ «¨§  ä®à¬ «ì­ëå ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­ëå¯à®æ¥áá®¢ ¢ ª« áá¥ ®¡ê¥ªâ®¢ (1). �­  ¯®§¢®«ï¥â
¢® ¬­®£¨å ¯à ªâ¨ç¥áª¨å á«ãç ïå, ­¥ ª á ïáì  «£®à¨â¬¨ç¥áª®© ¯à¨à®¤ë ¨á¯®«ì§ã¥¬®£® ¬¥â®¤ 
¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨¨, ®â¢¥ç âì ­  \äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¥" ¢®¯à®áë; â ª, ­ ¯à¨¬¥à, á¢®©áâ¢® § ¬ª­ãâ®-
áâ¨ ¬ ªá¨¬ «ì­®£® I-¡ §¨á  ®¤­¨¬ ¨§ ®á­®¢­ëå á«¥¤áâ¢¨© ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥â, çâ® ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­®
­¥¢®§¬®¦­® ¯® à¥ «¨§ æ¨¨ ®¤­®© âà ¥ªâ®à¨¨ ¤¢¨¦¥­¨ï ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«¨âì ¬ â¥¬ â¨ç¥-
áªãî ¬®¤¥«ì ¤¨­ ¬¨ç¥áª®£® ®¡ê¥ªâ  (1) (¤ ¦¥ ¢ ª®­¥ç­®¬¥à­®¬ á«ãç ¥). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢
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®â«¨ç¨¥ ®â ¤àã£¨å ¨§¢¥áâ­ëå ¬¥â®¤®¢  ­ «¨§  á¢®©áâ¢ ¨¤¥­â¨ä¨æ¨àã¥¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ ¢¨¤  (1) ¨,
ª ª ¯à ¢¨«®, ¯à¥¤« £ îé¨å ã§ª¨¥ ¨­â¥à¯à¥â æ¨¨ ¨¤¥­â¨ä¨æ¨àã¥¬®áâ¨, ¨§«®¦¥­­ë© ¢ à ¡®â¥
¯®¤å®¤ ¯®§¢®«ï¥â ­¥ â®«ìª® à¥è âì ­¥ª®â®àë¥ ç áâ­ë¥ § ¤ ç¨ á¨áâ¥¬­®£®  ­ «¨§ , ­® ¨ ¤ ¥â
ã­¨¢¥àá «ì­ãî ¢®§¬®¦­®áâì á ®¡é¨å ¯®§¨æ¨© ¯®¤å®¤¨âì ª ¨áá«¥¤®¢ ­¨î á¢®©áâ¢ I-¯à®æ¥áá®¢,
¯à¨ íâ®¬ ä®à¬ã«¨à®¢ âì ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ® â ª¨å á¢®©áâ¢ å á ¯®¬®éìî ¥¤¨­®© á¨áâ¥¬ë ¯®­ïâ¨©
¨ â¥à¬¨­®¢.

� ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨®à¨â¥â­ëå ­ ¯à ¢«¥­¨© ¤ «ì­¥©è¥£® ¯à®¤¢¨¦¥­¨ï ®¡é¥© â¥®à¨¨ I-¯à®æ¥áá®¢
¢ ª« áá¥ ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ®¢ á ãà ¢­¥­¨ï¬¨ á®áâ®ï­¨ï ¢ ®¡é¥¬ ¡ ­ å®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¯®
¬­¥­¨î  ¢â®à®¢ ¬®£ãâ áâ âì:

| à §¢¨â¨¥ â¥®à¨¨ ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨, ª®£¤  ­ ¡«î¤ ¥âáï ¢ëå®¤ y(t) = C(t)x(t), £¤¥ C |
®¯¥à â®à ­ ¡«î¤ â¥«ï;

| ¨§ãç¥­¨¥ ¨¤¥­â¨ä¨ª æ¨®­­ëå¨­¢ à¨ ­â®¢ ­  ¬ ªá¨¬ «ì­ëå ¨¤¥­â¨ä¨æ¨àã¥¬ëåä ªâ®à-
¯à®áâà ­áâ¢ å (A;B)- ¨ �-¬®¤¥«¥©;

{ ¯®áâà®¥­¨¥ â¥®à¨¨ á¨«ì­ëå (A;B)-¬®¤¥«¥© (á¬. [3]{[5], [7]{[9], [18]), á¢ï§ ­­®¥ á ¯à¨­æ¨¯®¬
I-íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ [3];

{ ®¡®á­®¢ ­¨¥ I-¯à®æ¥áá®¢ à á¯à¥¤¥«¥­­ëå á¨áâ¥¬ [19].
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