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1. �¢¥¤¥¨¥. �ãáâì G| ®âªàëâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¢ Rn á ¥¯ãáâ®© £à ¨æ¥©. �« áá¨ç¥áª®© äãª-
æ¨¥©  ¯àï¦¥¨ï u(x;G)  §ë¢ ¥âáï à¥è¥¨¥ ªà ¥¢®© § ¤ ç¨ ( ¯à., [1])

4u = �1 ¢ G,

u = 0   @G:
(1)

� á«ãç ¥, ª®£¤  G | ®¤®á¢ï§ ï ®¡« áâì   ¯«®áª®áâ¨, ä¨§¨ç¥áª¨© äãªæ¨® «

P(G) := 4
Z
G
u(x;G)dx

 §ë¢ ¥âáï ¦¥áâª®áâìî ªàãç¥¨ï ®¡« áâ¨G. � ¤ ç  ® ¤¢ãáâ®à®¥© ®æ¥ª¥ ¦¥áâª®áâ¨ ªàãç¥¨ï
ç¥à¥§ ®¤¨ ¨ â®â ¦¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© ¯ à ¬¥âà ®¡« áâ¨ ¢®áå®¤¨â ª à ¡®â ¬ �.C¥-�¥   [1], [2].
� ª« áá¥ ¯«®áª¨å ®¤®á¢ï§ëå ®¡« áâ¥© íâ  § ¤ ç  ¡ë«  à¥è¥  ¢ à ¡®â¥ [2]. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§
R(x;G) ª®ä®à¬ë© à ¤¨ãá ®¡« áâ¨ G ¢ â®çª¥ x ¨ ç¥à¥§ �(x;G) | à ááâ®ï¨¥ ®â â®çª¨ x 2 G
¤® £à ¨æë ®¡« áâ¨.

�¥®à¥¬  A ([2]). �ãáâì G (G � R
2) | ®¤®á¢ï§ ï ®¡« áâì, â®£¤  P(G) � Ic(G) � I(G),  

¨¬¥®, á¯à ¢¥¤«¨¢  æ¥¯®çª  ¥à ¢¥áâ¢

I(G) � Ic(G) � P(G) � 16 Ic(G) � 64 I(G);

£¤¥

Ic(G) :=
Z
G
R2(x;G)dx; I(G) :=

Z
G
�2(x;G)dx

| ª®ä®à¬ë© ¨ ¥¢ª«¨¤®¢ ¬®¬¥âë ¨¥àæ¨¨ ®¡« áâ¨ G á®®â¢¥âáâ¢¥®.

�â¬¥â¨¬, çâ® ®æ¥ª  á¨§ã P(G) ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ ¯®â®ç¥ç®© ®æ¥ª¨ R2(x;G) � 4u(x;G)
(á¬. [1], á. 160) ¨ ¥ ï¢«ï¥âáï â®ç®©. � [3] ¡ë«® ¤®ª § ® â®ç®¥ ¨§®¯¥à¨¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¥à ¢¥áâ¢®
3Ic(G) � 2P(G), ª®â®à®¥ ¤®áâ¨£ ¥âáï â®«ìª® ¤«ï ªàã£ . � ª« áá¥ ¢ë¯ãª«ëå ®¡« áâ¥© ª®áâ âã
64 ¢ â¥®à¥¬¥ A ¬®¦® § ¬¥¨âì   4, ª®â®à ï â®¦¥ ï¢«ï¥âáï ¥ã«ãçè ¥¬®© ¨ ¤®áâ¨£ ¥âáï ¤«ï
¢ëà®¦¤¥®© ®¡« áâ¨ | \¨£«ë" (á¬. [2]).

�¥ª®â®à®¥ ®¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬ë A   n-¬¥àë© á«ãç © ¡ë«® ¤®ª § ® ¢ [4] ¤«ï ®¡« áâ¥©,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å áâà®£®¬ã ãá«®¢¨î � à¤¨. � ¬¥â¨¬, çâ® íâ® ãá«®¢¨¥ ¥ á®¢á¥¬ áâëªã¥âáï á
®£à ¨ç¥®áâìî n-¬¥à®£® ¥¢ª«¨¤®¢®£® ¬®¬¥â  ¨¥àæ¨¨ (á¬.,  ¯à., ®¡§®à [5]), â. ¥. ¯®«ë©
  «®£ â¥®à¥¬ë A ¤«ï n � 3 ¥ ¤®ª § . �¤ ª® ¢ ¡®«¥¥ ã§ª®¬ ª« áá¥ ¢ë¯ãª«ëå ®¡« áâ¥© ¢ [4]
¯®«ãç¥ ¯®«ë©   «®£ â¥®à¥¬ë A.

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ç áâ¨ç®© ä¨ á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®¤  äã¤ ¬¥â «ìëå ¨áá«¥-

¤®¢ ¨©, £à â ò 05-01-00523.
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�¥®à¥¬  B. �ãáâì G | ¢ë¯ãª« ï ®¡« áâì ¢ Rn , â®£¤ 

1
2n

Z
G
�2(x;G)dx �

Z
G
u(x;G)dx � 6

p
�
�((n+ 1)=2)5n�1

�((n+ 2)=2)

Z
G
�2(x;G)dx;

£¤¥ �(�) | £ ¬¬  äãªæ¨ï �©«¥à .

�á®¢ë¬ à¥§ã«ìâ â®¬ ¤ ®© áâ âì¨ ï¢«ï¥âáï ®¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬ë A ¨ â¥®à¥¬ë B. � ¨¬¥®,
¢ ª« áá¥ ¢ë¯ãª«ëå ®¡« áâ¥© ¯®«ãç¥ë ¤¢ãáâ®à®¨¥ ®æ¥ª¨ Lp-®à¬ë äãªæ¨¨  ¯àï¦¥¨ï.

� ¬¥â¨¬ ¢ ç «¥, çâ® äãªæ¨ï  ¯àï¦¥¨ï ¢ Rn ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¥à ¢¥áâ¢ã 1
2n
�2(x;G) �

u(x;G). � ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨, á¯à ¢¥¤«¨¢® ¡®«¥¥ á¨«ì®¥ ¥à ¢¥áâ¢® á £ à¬®¨ç¥áª¨¬ à ¤¨ãá®¬
¢¬¥áâ® äãªæ¨¨ à ááâ®ï¨ï (á¬. [6]). �âáî¤  ¢ëâ¥ª îâ ®æ¥ª¨ á¨§ã ¯à¨ p > 0

ku(x;G)kp � 1
2n
k�2(x;G)kp:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ®æ¥®ª á¨§ã ®âªàëâë¬ ®áâ ¥âáï ¢®¯à®á ® â®ç®© ª®áâ â¥ ¨ íªáâà¥-
¬ «ì®© ®¡« áâ¨, ¤«ï ª®â®à®© ®  ¤®áâ¨£ ¥âáï. � ¤ ®© à ¡®â¥ ¡ã¤¥â ¨§ãç âìáï ¢®¯à®á áãé¥-
áâ¢®¢ ¨ï ®æ¥ª¨ á¢¥àåã ¤«ï ku(x;G)kp.

�¥®à¥¬  1. �ãáâì G | ¢ë¯ãª« ï ®¡« áâì ¢ Rn (n � 2) ¨ p > 1=2. �®£¤ 

ku(x;G)kp � C(n; p)k�2(x;G)kp;
£¤¥

Cp(n; p) =
�(p+ n=2)p
��(p+ 1=2)

�
n2p�(p+ 1=2)

�(p+ 1)

�n�
n!np2

(p� 1=2)2

�p
:

�§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ , ¯à¨¢¥¤¥®£® ¨¦¥, á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¥ª®â®à®© ª®áâ âë ¤«ï
¯à®¨§¢®«ì®© ®¡« áâ¨, £à ¨æ  ª®â®à®© «¥¦¨â ¬¥¦¤ã ¤¢ã¬ï n-¬¥àë¬¨ í««¨¯á®¨¤ ¬¨. � íâ®¬
á«ãç ¥ ª®áâ â  ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¥à ¢¥áâ¢  § ¢¨á¨â ®â ®â®è¥¨ï ¯®«ã®á¥© í««¨¯á®¨¤®¢, â. ¥.
¥ª®â®à®© ä¨ªá¨à®¢ ®© ¢¥«¨ç¨ë ¤«ï ¤ ®© ®¡« áâ¨. �â¬¥â¨¬, çâ® ãª § ë© ª« áá ¥
¢ª«îç ¥âáï ¢ ª« áá ®¡« áâ¥©, ¤«ï ª®â®àëå ¢ë¯®«ï¥âáï áâà®£®¥ ãá«®¢¨¥ � à¤¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
áä®à¬ã«¨à®¢ ë© ¢ â ª®© ä®à¬¥ à¥§ã«ìâ â ï¢«ï¥âáï ®¢ë¬ ¨ ¯à¨ p = 1 ¨ n � 3.

� ¬¥ç ¨¥. �¥âàã¤® ¢¨¤¥âì, çâ® C(n; p) ï¢«ï¥âáï áâà®£® ã¡ë¢ îé¥© äãªæ¨¥© ®â p ¯à¨
ä¨ªá¨à®¢ ®¬ n,   â ª¦¥, çâ®

lim
p!+1

C(n; p) = 2nn!n:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï p0 2 (1=2;+1] áãé¥áâ¢ã¥â äãªæ¨ï C(n) = C(n; p0) â ª ï, çâ® ku(x;G)kp �
C(n)k�2(x;G)kp ¤«ï p � p0.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì G | ¢ë¯ãª« ï ®¡« áâì   ¯«®áª®áâ¨, 0 < p � 1=2. �®£¤ 
¤«ï 1 � q < 1=(1 � p)

ku(x;G)kp � 42+1=p
�k�(x;G)kpq
pq � q + 1

� 2(p+1)

p+2=q

:

�«¥¤ãîé¨¥ ¤¢¥ â¥®à¥¬ë ®¯¨áë¢ îâ ¨â¥£à «ì®¥ ¯®¢¥¤¥¨¥ äãªæ¨¨  ¯àï¦¥¨ï ¤«ï í«-
«¨¯á®¨¤®¢.

�¥®à¥¬  3. �ãáâì E | n-¬¥àë© í««¨¯á®¨¤. �®£¤ 

Z
E
jru(x;E)j2pdx � K(n; p)

Z
E
up(x;E)dx;
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£¤¥

K(n; p) =

8>>>><
>>>>:

[2(n� 1)!]pp
�

�(p+ n
2
)

�(p+ 1)

�p
��(2p+ 1)
2p�2(p+ 1)

�n�1
¯à¨ p � 0;

2pp
�

�(p+ n
2
)

�(p+ 1)

�p
��(2p+ 1)

22p�2(p+ 1)

�n�1
¯à¨ �1=2 � p < 0:

� ¬¥ç ¨¥. � á«ãç ¥ n = 2 ¨ �1 < p < �1=2 ®æ¥ª¨ â ª®£® ¢¨¤  ¥¢®§¬®¦ë.
�¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥, ®¡à â®¥ â¥®à¥¬¥ 3.

�¥®à¥¬  4. �ãáâì E | n-¬¥àë© í««¨¯á®¨¤ ¨ p > �1 (p 6= 0; 1). �®£¤ Z
E

jru(x;E)j2pdx � 2p�(p+ n=2)
np�(n=2)�(p+ 1)

Z
E

up(x;E)dx:

� ¢¥áâ¢® ¤®áâ¨£ ¥âáï â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  E | n-¬¥àë© è à.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ p = 0 ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ à ¢¥áâ¢®,   á«ãç © p = 1
ï¢«ï¥âáï å®à®è® ¨§¢¥áâë¬ à ¢¥áâ¢®¬ ¤«ï äãªæ¨¨  ¯àï¦¥¨ï.

2. �®ª § â¥«ìáâ¢® ®á®¢ëå ãâ¢¥à¦¤¥¨©. �§¢¥áâ®, (á¬.,  ¯à., [1], á. 127; [7], p. 63), çâ®
à¥è¥¨¥ ªà ¥¢®© § ¤ ç¨ (1) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¨ ï¢«ï¥âáï ¥®âà¨æ â¥«ì®©

äãªæ¨¥© ¢ ®¡« áâ¨ G. �ãáâì E :=
n
x = (x1; : : : ; xn) :

nP
i=1

x2ia
�2
i � 1

o
. �®£¤  à¥è¥¨¥ ªà ¥¢®©

§ ¤ ç¨ (1) ¬®¦® ¨áª âì ¢ ä®à¬¥ u(x;E) = C
�
1 �

nP
i=1

x2ia
�2
i

�
, £¤¥ C | ¥ª®â®à ï ¯®áâ®ï ï.

�®¤áâ ¢«ïï u(x;E) ¢ (1),  å®¤¨¬ C =
�
2

nP
i=1

a�2i

��1
. �«ï ¢ëç¨á«¥¨ï ¨â¥£à «®¢ ®â äãªæ¨¨

u(x;E) ¯à¨¬¥¨¬ ä®à¬ã«ã �¨ã¢¨««ï (á¬. [8], á. 404)

Z
E
f

� nX
i=1

x2ia
�2
i

�
dx =

2�n=2
nQ
i=1

ai

�(n=2)

Z 1

0
f(r2)rn�1dr

¯à¨ f(r) = (1� r)p. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®«ãç ¥¬
Z
E
up(x;E)dx =

�n=2�(p+ 1)
2p�(p+ n=2 + 1)

nY
i=1

ai

� nX
j=1

a�2j

��p
: (2)

�«ï jru(x;E)j ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®
Z
E

jru(x;E)j2pdx =
� nX

i=1

a�2i

��2p Z
E

� nX
i=1

x2ia
�4
i

�p
dx:

�«ï ¯à®¨§¢®«ìëå p ¯®á«¥¤¨© ¨â¥£à « ¢ ª¢ ¤à âãà å ¥ ¢ëà ¦ ¥âáï. � ¯à¨¬¥à, ¯à¨ n = 2
¨ p = �1=2 ¨â¥£à « á¢®¤¨âáï ª í««¨¯â¨ç¥áª®¬ã ¨â¥£à «ã 1-£® à®¤ . �¥à¥å®¤ï ª ®¡®¡é¥ë¬
¯®«ïàë¬ ª®®à¤¨ â ¬ ¨ ¢ëç¨á«ïï ¨â¥£à « ¯® r, ¯®«ãç ¥¬
Z
E
jru(x;E)j2pdx = (n+ 2p)�1

nY
i=1

ai

� nX
i=1

a�2i

��2p Z �

0
sinn�2 '1 � � �

Z �

0
sin'n�2 �

�
Z 2�

0

�
cos2 '1

a21
+

nX
i=2

cos2 'i
a2i

i�1Y
j=1

sin2 'j + a�2n

nY
i=1

sin2 'i

�p
d'n�1 � � � d'1: (3)

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 3 ¥®¡å®¤¨¬® ®æ¥¨âì ¯®á«¥¤¨© (n� 1)-ªà âë© ¨â¥£à «, ª®â®-
àë© ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ I(a1; : : : ; an). � ¢¨á¨¬®áâì ®â p ¢ ®¡®§ ç¥¨ïå ®¯ãáª ¥¬, â. ª. áç¨â ¥¬ íâ®â
¯ à ¬¥âà ä¨ªá¨à®¢ ë¬.

�«îç¥¢ë¬ ¤«ï ®æ¥ª¨ I(a1; : : : ; an) ®ª §ë¢ ¥âáï á«ãç © n = 2, â. ¥. á«ãç © í««¨¯á .
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�¥¬¬ . �¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ ®æ¥ª¨:

I(a1; a2) �

8>>><
>>>:

��(2p+ 1)
2p�1�2(p+ 1)

�
1
a21

+
1
a22

�p
; p > 0;

��(2p+ 1)
22p�1�2(p+ 1)

�
1
a21

+
1
a22

�p
; �1

2
� p � 0:

� ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ¥à ¢¥áâ¢® ï¢«ï¥âáï ¥â®çë¬. �â®à®¥ ¥à ¢¥áâ¢® ï¢«ï¥âáï â®çë¬ ¨ à¥-

 «¨§ã¥âáï â®«ìª® ¢ ¯à¥¤¥«ì®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  a1=a2 (¨«¨ a2=a1) ! 0. �¬¥îâ ¬¥áâ® ¨ ®¡à âë¥

®æ¥ª¨

I(a1; a2) �

8>>><
>>>:

�

22p�1

�
1
a21

+
1
a22

�p
; p > 0;

�

2p�1

�
1
a21

+
1
a22

�p
; �1 < p � 0:

� ¢¥áâ¢® ¢ ¯®á«¥¤¥¬ ¥à ¢¥áâ¢¥ ¤®áâ¨£ ¥âáï â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  a1 = a2.

�®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë. �ãáâì a1; a2 > 0. �¢¥¤¥¬ ¢á¯®¬®£ â¥«ìãî ¯¥à¥¬¥ãî t = (a2 �
a1)(a2 + a1)�1 ¨ ¯à¥®¡à §ã¥¬ I(a1; a2) á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

I(a1; a2) =
Z 2�

0

�
cos2 '
a21

+
sin2 '
a22

�p
d' = a�2p1

Z 2�

0

�
1� 4t

(1 + t)2
sin2 '

�p
d' =

=
�

1
2a1

+
1
2a2

�2p Z 2�

0
j1 + tei�j2pd�: (4)

�®«®¦¨¬ ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨, çâ® a2 � a1, â. ¥. t 2 [0; 1]. �®£¤  ¯¥à¥¬¥ãî t ¬®¦® ¨â¥à¯à¥â¨-
à®¢ âì ª ª ¯®«ïàë© à ¤¨ãá. � ª ª ª äãªæ¨ï f(z) = 1 + z ï¢«ï¥âáï   «¨â¨ç¥áª®©, á®£« á®
â¥®à¨¨ ¯à®áâà áâ¢ � à¤¨ ¯®á«¥¤¨© ¨â¥£à « ï¢«ï¥âáï ¬®®â®® ¢®§à áâ îé¥© äãªæ¨¥©
®â t ( ¯à., [9], á. 46). �«ï § ¢¥àè¥¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  «¥¬¬ë ®áâ ¥âáï ¯à¨¬¥¨âì ç¨á«®¢ë¥
¥à ¢¥áâ¢ 

1
a21

+
1
a22
�
�
1
a1

+
1
a2

�2
� 2

�
1
a21

+
1
a22

�
:

�â¬¥ç¥ë¥ ¢ «¥¬¬¥ á«ãç ¨ à ¢¥áâ¢  á®®â¢¥âáâ¢ãîâ t = 0 ¨ t = 1, â. ¥. a1 = a2 ¨ a1=a2 = 0,
çâ® ¯à¨ ®âà¨æ â¥«ìëå p á®£« áã¥âáï á® á«ãç ï¬¨ à ¢¥áâ¢  ¢ ç¨á«®¢ëå ¥à ¢¥áâ¢ å.

�«ï ¯®«®âë ª àâ¨ë ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¯à¨ �1 < p < �1=2 ®æ¥ª¨ á¢¥àåã I(a1; a2),   «®£¨çë¥
¥à ¢¥áâ¢ ¬ ¢ «¥¬¬¥ 1, ¥¢®§¬®¦ë.

�à¨¬¥¨¬ à¥§ã«ìâ âë à ¡®âë [10] ¯à¨ n = 1 ª ¯®á«¥¤¥¬ã ¨â¥£à «ã ¨§ (4) ¨ ¢ë¤¥«¨¬
®á®¡¥®áâì ¢ ï¢®¬ ¢¨¤¥

Z 2�

0

j1 + tei�j2pd� = (1� t2)(2p+1)
Z 2�

0

j1 + tei�j�2(p+1)d�: (5)

� ááã¦¤ ï, ª ª ¨ ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ «¥¬¬ë 1, ¯®«ãç¨¬ ¤¢®©®¥ ¥à ¢¥áâ¢®

2� �
Z 2�

0

j1 + tei�j�2(p+1)d� � 2��(�(2p + 1))
�2(�p) :

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨§ (5) ¨ (4) á«¥¤ã¥â, çâ® I(a1; a2) ¥®£à ¨ç¥® ¢®§à áâ ¥â ¯à¨ a1=a2 ! 0 (t! 1)
¨ p 2 (�1;�1=2).
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�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 3. � ª ®â¬¥ç «®áì ¢ëè¥, ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¡ã¤¥â ¤®áâ â®ç®
®æ¥¨âì I(a1; : : : ; an). �à¨¬¥¨¬ ¬¥â®¤ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨¤ãªæ¨¨. � §®© ¨¤ãªæ¨¨ ï¢«ïîâáï
¯¥à¢ë¥ ¤¢  ¥à ¢¥áâ¢  «¥¬¬ë. �®ïá¨¬ ¨¤¥î ¨¤ãªæ¨¨ ¤«ï n = 3 ¨ p > 0. �à¨¬¥ïï í«¥¬¥-
â àë¥ âà¨£®®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ â®¦¤¥áâ¢ , ¯à¥¤áâ ¢¨¬ I(a1; a2; a3) ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥:

I(a1; a2; a3) =
Z �

0

sin'1

Z 2�

0

��
cos2 '1

a21
+
sin2 '1

a22

�
cos2 '2 +

+
�
cos2 '1

a21
+
sin2 '1

a23

�
sin2 '2

�p
d'2 d'1: (6)

� ¬¥¨¬ sin'1   ¥¤¨¨æã ¨ ¯à¨¬¥¨¬ «¥¬¬ã ª ¢ãâà¥¥¬ã ¨â¥£à «ã ¯® '2,   § â¥¬ ª ¨â¥-
£à «ã ¯® '1. �®«ãç¨¬ æ¥¯®çªã ¥à ¢¥áâ¢

I(a1; a2; a3) � ��(2p+ 1)
2p�1�2(p+ 1)

Z �

0

�
2 cos2 '1

a21
+
�
1
a22

+
1
a23

�
sin2 '1

�p
d'1 �

� �2�2(2p+ 1)
22p�1�4(p+ 1)

�
2
a21

+
1
a22

+
1
a23

�p
� �2�2(2p+ 1)
2p�1�4(p+ 1)

�
1
a21

+
1
a22

+
1
a23

�p
:

�â® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¤«ï á«ãç ï n = 3.
� ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¤«ï ¯à®¢¥¤¥¨ï ¨¤ãªæ¨®®£® è £  ¡ã¤¥â ã¤®¡® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¯à¥¤áâ -

¢«¥¨¥¬

I(a1; : : : ; an) =
Z �

0

sinn�2 '1 � � �
Z �

0

sin'n�2

Z 2�

0

� n�1X
i=1

�
cos2 '1

a21
+
sin2 'i
a2i

�
�

�
i�1Y
j=1

sin2 'j cos
2 'i +

�
cos2 '1

a21
+
sin2 'n
a2n

� nY
j=1

sin2 'j

�p
d'n�1 � � � d'1:

� «¥¥, § ¬¥â¨¬, çâ® ªà âë© ¨â¥£à « ¯® ¯¥à¥¬¥ë¬'2; : : : ; 'n�1 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© I(a02; : : : ; a
0

n),
£¤¥ a0i = a�21 cos2 '1+a

�2
i sin2 'i, i = 2; n. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨¬¥ïï ¨¤ãªæ¨®®¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥,

¯®«ãç ¥¬ ¥à ¢¥áâ¢®

I(a1; : : : ; an) � 2[(n� 1)!]p
�
��(2p+ 1)
2p�2(p+ 1)

�n�1� nX
i=1

1
a2i

�p
:

�ª®ç â¥«ì® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë 3 á«¥¤ã¥â ¨§ ä®à¬ã« (2) ¨ (3).

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1. � ç «¥ ãáâ ®¢¨¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë ¤«ï n-¬¥à®£® í«-
«¨¯á®¨¤  E. �à¨¬¥¨¬ ¥à ¢¥áâ¢® �®è¨{�ãïª®¢áª®£®

Z
E

up(x;E)dx �
�Z

E

�2p(x;E)dx
�1=2�Z

E

u2p(x;E)
�2p(x;E)

dx
�1=2

: (7)

� á¨«ã ¥à ¢¥áâ¢  � à¤¨ ( ¯à., [5]) ¨ â¥®à¥¬ë 3, ¯®á«¥¤¨© ¨â¥£à « ¬®¦® ®æ¥¨âì á«¥¤ã-
îé¨¬ ®¡à §®¬:

Z
E

u2p(x;E)
�2p(x;E)

dx �
�

2p
2p� 1

�2p Z
E

jru(x;E)j2pdx � K(n; p)
�

2p
2p� 1

�2p Z
E

up(x;E)dx:

�®¤áâ ¢«ïï ¯®á«¥¤¥¥ ¥à ¢¥áâ¢® ¢ (7), ¯®«ãç¨¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë 1 ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£®
í««¨¯á®¨¤  á ¥áª®«ìª® «ãçè¥© ª®áâ â®©.

�¥¯¥àì ¯ãáâì G | ¯à®¨§¢®«ì ï ¢ë¯ãª« ï ®¡« áâì, ¤«ï íâ®© ®¡« áâ¨  ©¤ãâáï â ª¨¥ ¤¢ 
í««¨¯á®¨¤  �¥¢¥à {�¦®  [11], çâ® E1 � G � E2 ¨ ai � bi � nai, i = 1; n, £¤¥ ai, bi | ¯®«ã®á¨
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í««¨¯á®¨¤®¢ E1 ¨ E2 á®®â¢¥âáâ¢¥®. �§ ä®à¬ã«ë (2) ®ç¥¢¨¤®, ¤«ï í««¨¯á®¨¤®¢ �¥¢¥à {
�¦®  á¯à ¢¥¤«¨¢® ¥à ¢¥áâ¢®

Z
E2

up(x;E2)dx � nn+2p
Z
E1

up(x;E1)dx: (8)

�á«¨ x 2 G � G0, â®, ®ç¥¢¨¤®, �(x;G) � �(x;G0),   «®£¨ç®¥ á¢®©áâ¢® á¯à ¢¥¤«¨¢® ¤«ï
äãªæ¨¨  ¯àï¦¥¨ï [7]. �¥¯¥àì ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë «¥£ª® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ æ¥¯®çª¨ ¥à ¢¥áâ¢

Z
G

up(x;G)dx � nn+2p
Z
E1

up(x;E1)dx � nn+2pK(n; p)
�

2p
2p� 1

�2p
�

�
Z
E1

�2p(x;E1)dx � nn+2pK(n; p)
�

2p
2p� 1

�2p Z
G
�2p(x;G)dx: �

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2. � ª ¨ ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 1, ãáâ ®¢¨¬ ãâ¢¥à¦¤¥-
¨¥ â¥®à¥¬ë ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® í««¨¯á  E. � ®â«¨ç¨¥ ®â (7) ¤«ï ®æ¥ª¨ ¯à¨¬¥¨¬ ¥à ¢¥áâ¢®
��¥«ì¤¥à  á ¯à®¨§¢®«ìë¬¨ ¯®ª § â¥«ï¬¨ q ¨ q1

Z
E

up(x;E)dx �
�Z

E

�pq(x;E)dx
�1=q�Z

E

upq1(x;E)
�pq1(x;E)

dx
�1=q1

; (9)

£¤¥ q; q1 � 1 ¨ q�1 + q�11 = 1. � «¥¥, ¯à¨¬¥¨¬ ¥à ¢¥áâ¢® � à¤¨ ª ¯®á«¥¤¥¬ã ¨â¥£à «ã ¨
¢®á¯®«ì§ã¥¬áï â¥®à¥¬®© 3. �®«ãç¨¬
Z
E

upq1(x;E)
�pq1(x;E)

dx �
�

pq1
pq1 � 1

�pq1 Z
E

jru(x;E)jpq1dx � K(2; pq1)
�

pq1
pq1 � 1

�pq1 Z
E

upq1=2(x;E)dx;

£¤¥ ã¦¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥¬ pq1 > 1, â. ¥. q1 > 1=p.
� [12] ¡ë«® ¤®ª § ®, çâ® äãªæ¨® «

P�(G) :=
�
�

4�

ZZ
G

u��1(x;G)dA
�1=�

ï¢«ï¥âáï ¬®®â®® ã¡ë¢ îé¥© äãªæ¨¥© ®â �, £¤¥ G| ®¤®á¢ï§ ï ®¡« áâì, ¥ á®¢¯ ¤ îé ï
á ªàã£®¬, ¨ � � 0. � ª ª ª pq1 > 2p ¨ ¯® ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë 0 < p � 1=2, â®, ¯à¨¬¥ïï á¢®©áâ¢®
¬®®â®®áâ¨ P�(G) ¤«ï E ¨ ¯®¤áâ ¢«ïï § ç¥¨¥ K(2; pq1), ¯®«ãç¨¬ ¥à ¢¥áâ¢®

Z
E

upq1(x;E)
�pq1(x;E)

dx � 8�
pq1 + 2

�
p+ 1
4�

� pq1+2

2(p+1) �(2pq1 + 1)
�2(pq1 + 1)

�
pq1

pq1 � 1

�pq1�Z
E

up(x;E)dx
� pq1+2

2(p+1)

:

�â q1 ¯¥à¥©¤¥¬ ª q ¨ ¯®¤áâ ¢¨¬ ¯®á«¥¤¥¥ ¥à ¢¥áâ¢® ¢ (9). �®§¢¥¤¥¬ ¯®«ãç¥®¥ ¥à ¢¥áâ¢®
¢ áâ¥¯¥ì 1=p ¨ ¯à¨¤¥¬ ª ¥à ¢¥áâ¢ã

ku(x;E)kp
�k�(x;E)kpq
pq � q + 1

�� 2q(p+1)
pq+2

� (pq)
2q(p+1)
pq+2 �

�
�
p+ 1
4�

� pq+2(q�1)

p(pq+2)
�

16�(q � 1)2�(2pq=(q � 1))
pq(pq + 2(q � 1))�2(pq=(q � 1))

� 2(p+1)(q�1)

p(pq+2)

;

£¤¥ 0 < p � 1=2 ¨ pq�q+1 > 0, â. ¥. 1 � q < 1=(1�p). �®áâ â  ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¥à ¢¥áâ¢ , ª ª
¥âàã¤® ¢¨¤¥âì, ï¢«ï¥âáï ¥¯à¥àë¢®©   f0 � p � 1=2g � f1 � q � 2g ª ª äãªæ¨ï ®â p ¨ q.
�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯® â¥®à¥¬¥ �¥©¥àèâà áá  ¤®áâ¨£ ¥â ¬ ªá¨¬ã¬ . �à¨¢«¥ª ï ¢ëç¨á«¨â¥«ìë©
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¯ ª¥â \� â¥¬ â¨ª ",  å®¤¨¬, çâ® ¬ ªá¨¬ã¬ à ¢¥ 4 ¨ ¤®áâ¨£ ¥âáï ¯à¨ p = 1=2, q = 2. � ª¨¬
®¡à §®¬, ¯®«ãç ¥¬ ¥à ¢¥áâ¢®

ku(x;E)kp � 4
�k�(x;E)kpq
pq � q + 1

� 2q(p+1)
pq+2

:

�ãáâì â¥¯¥àì G | ¯à®¨§¢®«ì ï ¢ë¯ãª« ï ®¡« áâì   ¯«®áª®áâ¨. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ E1 ¨ E2

í««¨¯áë �¥¢¥à {�¦®  ®¡« áâ¨ G. �®£¤  ¨§ ¬®®â®®áâ¨ ¨â¥£à «®¢ ¯® ®¡« áâ¨ ¨ ¥à ¢¥-
áâ¢  (8)  å®¤¨¬

ku(x;G)kp
k�(x;G)k

2q(p+1)
pq+2

pq

� ku(x;E2)kp
k�(x;E1)k

2q(p+1)
pq+2

pq

� 41+1=pku(x;E1)kp
k�(x;E1)k

2q(p+1)
pq+2

pq

� 42+1=2

(pq � q + 1)
2q(p+1)
pq+2

:

�â® á®¢¯ ¤ ¥â á ãâ¢¥à¦¤¥¨¥¬ â¥®à¥¬ë.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 4. �®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ¬¨¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ äãªæ¨®-
 «  I(a1; : : : ; an) ¤®áâ¨£ ¥âáï â®«ìª® ¯à¨ a1 = � � � = an. � áá¬®âà¨¬ ®â¤¥«ì® âà¨ á«ãç ï: p > 1;
0 < p < 1; �1 < p < 0.

� «¥¥ ¤«ï ªà âª®áâ¨ § ¯¨á¨ ¡ã¤¥â ã¤®¡® ¨á¯®«ì§®¢ âì § ¢¨á¨¬®áâì I(a1; : : : ; an) ®â p, â. ¥. ¢
ä®à¬ã«¥ (3) (n�1){ªà âë© ¨â¥£à « ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ I(a1; : : : ; an; p). � ª,  ¯à¨¬¥à, ¯à¨¬¥ïï
å®à®è® ¨§¢¥áâãî ä®à¬ã«ã ¤«ï ¢ëç¨á«¥¨ï ®¡ê¥¬  n-¬¥à®£® ¥¤¨¨ç®£® è à  B1,  ©¤¥¬

I(a1; : : : ; an; 0) = n

Z
B1

dx =
2�n=2

�(n=2)
: (10)

� ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ¯à¨¬¥¨¬ ¥à ¢¥áâ¢® ��¥«ì¤¥à 

I(a1; : : : ; an; p) � I(a1; : : : ; an; 0)
�
I(a1; : : : ; an; 1)
I(a1; : : : ; an; 0)

�p
: (11)

�ëç¨á«¨¬ ¨â¥£à « I(a1; : : : ; an; 1), ¤«ï íâ®£® ¡ã¤¥â ¤®áâ â®ç® ¢ëç¨á«¨âì ¨â¥£à «

J(i; n) =
Z �

0

sinn�2 '1 � � �
Z �

0

sin'n�2

Z 2�

0

i�1Y
j=1

sin2 'j cos2 'id'n�1 � � � d'1;

£¤¥ i = 1; n. �®ª ¦¥¬, çâ® ¢¥«¨ç¨  J(i; n) ¥ § ¢¨á¨â ®â i,   ¨¬¥® J(i; n) = �n=2��1(n=2 + 1).
�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ¬¥â®¤®¬ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨¤ãªæ¨¨. �â®¡ë ¯à®¢¥à¨âì ¡ §ã
¨¤ãªæ¨¨, ¯à¨¬¥¨¬ ä®à¬ã«ã (10) ¯à¨ n0 = n� 1

J(1; n) =
Z �

0
sinn�2 '1 cos

2 '1

Z �

0
sinn�3 '2 � � �

Z �

0
sin'n�2

Z 2�

0
d'n�1 � � � d'1 =

=
2�(n�1)=2

�((n� 1)=2)

Z �

0

sinn�2 '(1� sin2 ')d' =
�n=2

�(n=2 + 1)
:

�¥¯¥àì ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¢¥à® ¤«ï i. �®£¤ 

J(i+ 1; n) =
Z �

0

sinn '1

Z �

0

sinn�3 '2 � � �
Z �

0

sin'n�2 �

�
Z 2�

0

iY
j=2

sin2 'j cos
2 'i+1d'n�1 � � � d'1 = J(i; n� 1)

Z �

0
sinn 'd' =

�n=2

�(n=2 + 1)
;

çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¯®ª § âì.
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�«ï § ¢¥àè¥¨ï ¢ëç¨á«¥¨ï I(a1; : : : ; an; 1) ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï �-¯¥à¨®¤¨ç®áâìî sin2 ' ¨ ä®à-
¬ã«®© (10) ¯à¨ n0 = n+ 1:
Z �

0

sinn�2 '1 � � �
Z �

0

sin'n�2

Z 2�

0

nY
j=1

sin2 'id'n�1 � � � d'1 =

=
1
2�

Z �

0
sinn '1 � � �

Z �

0
sin2 'n�1

Z �

0
sin'n

Z 2�

0
d'n+1 � � � d'1 =

�n=2

�(n=2 + 1)
:

�ª®ç â¥«ì® ¯®«ãç ¥¬

I(a1; : : : ; an; 1) =
�n=2

�(n=2 + 1)

� nX
i=1

a�2i

�
:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥à ¢¥áâ¢® (11) ¯¥à¥¯¨è¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

I(a1; : : : ; an; p) � 2�n=2

np�(n=2)

� nX
i=1

a�2i

�p
:

�§ ¯®á«¥¤¥£® ¥à ¢¥áâ¢  ¨ ä®à¬ã« (2) ¨ (3) á«¥¤ã¥â ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë ¤«ï p > 1. � ¬¥â¨¬,
çâ® á«ãç î à ¢¥áâ¢  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â á«ãç © à ¢¥áâ¢  ¢ ¥à ¢¥áâ¢¥ ��¥«ì¤¥à , â. ¥. á«ãç ©, ª®£¤ 
a1 = � � � = an.

�«ï 0 < p < 1 ¢ ç «¥ à áá¬®âà¨¬ á«ãç © n = 2. �à¥¤¯®«®¦¨¬ a1 � a2, â ª¨¬ ®¡à -
§®¬, § ä¨ªá¨à®¢ ®  ¯à ¢«¥¨¥ ®¡å®¤ . �®£¤  t(') = a�11 cos2 ' + a�12 sin2 ' ï¢«ï¥âáï ¢®£ãâ®©
äãªæ¨¥©   [0; �] ¨ t(0) = t(�) = a�21 ,   á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ tp(') â®¦¥ ¢®£ãâ ï. �§ á¢®©áâ¢ 
¢®£ãâ®áâ¨ á«¥¤ã¥â ¥à ¢¥áâ¢® tp(') � a�2p1 . � ¢¥áâ¢® ¡ã¤¥â ¤®áâ¨£ âìáï â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  a1 = a2. �á«¨ ¯à®¨â¥£à¨à®¢ âì ¯®á«¥¤¥¥ ¥à ¢¥áâ¢®, â® ¨ ¯®«ãç¨¬ âà¥¡ã¥¬®¥ ãâ¢¥à-
¦¤¥¨¥ ¯à¨ n = 2. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® n ¥à ¢¥áâ¢® ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¬¥â®¤®¬ ¨¤ãªæ¨¨. �®ª ¦¥¬
¯®¤à®¡® á«ãç © n = 3. �®á¯®«ì§ã¥¬áï ä®à¬ã«®© (6) ¨ ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ãâ¢¥à¦¤¥¨¥¬ ¯à¨ n = 2.
�ã¤¥¬ ¨¬¥âì

I(a1; a2; a3) � 2�
Z �

0

sin'
�
cos2 '
a21

+
sin2 '
a22

�p
d':

�¤¥áì à ¢¥áâ¢® ¤®áâ¨£ ¥âáï â®«ìª® ¯à¨ a3 = a2. � «¥¥, ¬®¦® ¯ à ¬¥âà¨§®¢ âì í««¨¯á®¨¤ â ª,
çâ® a2 � a1, â. ¥. a1 áç¨â âì ¬¨¨¬ «ìë¬ á á ¬®£®  ç « . �®£¤ 

I(a1; a2; a3) � 4�
Z 1

0

�
1
a22

+ x2
�
1
a21
� 1
a22

��p
dx � 4�

Z 1

0

�
1
a22

�p
dx;

£¤¥ à ¢¥áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï â®«ìª® ¯à¨ a1 = a2. �â® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¤«ï ¢â®à®£® á«ã-
ç ï.

� âà¥âì¥¬ á«ãç ¥ § ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ n = 2 | íâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ «¥¬¬ë 1. � ®áâ «ì®¬ ¤®-
ª § â¥«ìáâ¢®   «®£¨ç® ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ã á«ãç î, ¯®íâ®¬ã ®® ®¯ãáª ¥âáï. �â¬¥â¨¬ «¨èì, çâ®
¤®áâ â®ç® ¯à¥¤¯®«®¦¨âì a1 ¬ ªá¨¬ «ìë¬ áà¥¤¨ ai, i = 1; n.
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