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�¢¥¤¥­¨¥

�ãáâì G| ª®­¥ç­ ï £àã¯¯  ¯®àï¤ª  n ¨ @ | ¬ âà¨ç­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ £àã¯¯ë G ­ ¤ ¯®«¥¬
K å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨, ­¥ à ¢­®© 2. �ãáâì § ¤ ­  ¨­¢®«îæ¨ï � ¢ £àã¯¯®¢®¬ ª®«ìæ¥ KG £àã¯¯ë G
­ ¤ ¯®«¥¬K, â.¥.  ­â¨ ¢â®¬®àä¨§¬ ¯®àï¤ª  2, ®áâ ¢«ïîé¨© ­  ¬¥áâ¥ í«¥¬¥­âë ¯®«ïK. �à®©ª 
(M; �;�) ­ §ë¢ ¥âáï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨¬ ¬®¤ã«¥¬, ¥á«¨ M | ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï £àã¯¯ë G, �
| ¨­¢®«îæ¨ï ¢ £àã¯¯®¢®¬ ª®«ìæ¥ KG ¨ � : M �M ! K | ­¥¢ëà®¦¤¥­­ ï §­ ª®¯¥à¥¬¥­­ ï
¡¨«¨­¥©­ ï ä®à¬  á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ ¯®«¥ K, ¨­¢ à¨ ­â­ ï ®â­®á¨â¥«ì­® ¨­¢®«îæ¨¨ �, â.¥.

�(x�; y) = �(x; y��) (1)

¤«ï ¢á¥å x; y 2M ¨ ¢á¥å � 2 KG.
� [1] ¤®ª § ­®, çâ® ¥á«¨ CharKyn, â® á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨© ¬®¤ã«ì (M; �;�) à á¯ ¤ ¥âáï ¢ ®àâ®-

£®­ «ì­ãî ¯àï¬ãî áã¬¬ã ¯à®áâëå á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨å ¯®¤¬®¤ã«¥© (M0; �;�0). �¬¥îâáï ¤¢  â¨¯ 
¯à®áâëå á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨å ¬®¤ã«¥©. �®-¯¥à¢ëå, ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï M0 £àã¯¯ë G ­ ¤ ¯®-
«¥¬ K ­¥¯à¨¢®¤¨¬. � íâ®¬ á«ãç ¥ M0 ï¢«ï¥âáï á ¬®á®¯àï¦¥­­ë¬ ¬®¤ã«¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï, â.¥.
M0

�= Hom(M0;K), £¤¥ ¤¥©áâ¢¨¥ ®¯¥à â®à®¢ a 2 KG ­  HomK(M0;K) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®©

(ha)(x) = h(xa�) (2)

¤«ï ¢á¥å x 2 M0, h 2 HomK(M0;K), a 2 KG. �®-¢â®àëå, ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï M0 ï¢«ï¥âáï
¯àï¬®© áã¬¬®© ¤¢ãå á®¯àï¦¥­­ëå ¬¥¦¤ã á®¡®© ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ¬®¤ã«¥© ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï £àã¯¯ë
G ­ ¤ ¯®«¥¬ K

M0 =M01 +M02; (3)

£¤¥M01
�= HomK(M02;K) ¨M02

�= HomK(M01;K). � íâ®¬ á«ãç ¥ ®£à ­¨ç¥­¨¥ ¡¨«¨­¥©­®© ä®à¬ë
� ­  ¯®¤¬®¤ã«¨ M01 ¨ M02 ¢¯®«­¥ ¨§®âà®¯­® ¨ (M0; �;�) ï¢«ï¥âáï ­¥©âà «ì­ë¬ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥-
áª¨¬ ¬®¤ã«¥¬. � â¥®à¨¨ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨å ¬®¤ã«¥© ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£® ¢®§­¨ª ¥â ¢®¯à®á ®¡ ®¯¨á ­¨¨
(á â®ç­®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ ) ¢á¥å áâàãªâãà á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨å ¬®¤ã«¥©, ª®â®àë¥ ¬®¦­® ¢¢¥-
áâ¨ ­  ¤ ­­®¬ ¬®¤ã«¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï £àã¯¯ë G. � á«ãç ©  ¡á®«îâ­®© ­¥¯à¨¢®¤¨¬®áâ¨ ¬®¤ã«ï
¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï M £àã¯¯ë G ­ ¤ ¯®«¥¬ K ¢ [2] ¯®«ãç¥­ à¥§ã«ìâ â: ¯ãáâì � |  ¡á®«îâ­® ­¥-
¯à¨¢®¤¨¬®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ £àã¯¯ë G ­ ¤ ¯®«¥¬ K, å à ªâ¥à¨áâ¨ª  ª®â®à®£® ­¥ ¤¥«¨â ¯®àï¤®ª
n £àã¯¯ë G, ¨ � | ¨­¢®«îæ¨ï ¢ £àã¯¯®¢®¬ ª®«ìæ¥ £àã¯¯ë G ­ ¤ ¯®«¥¬ K. �ãáâì, ¤ «¥¥, Sp
| á«¥¤ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï �, e1; e2; : : : ; en | «î¡®© ¡ §¨á £àã¯¯®¢®£® ª®«ìæ  KG ¨ b1; b2; : : : ; bn |
¤ã «ì­ë© ¡ §¨á ®â­®á¨â¥«ì­® á«¥¤  à¥£ã«ïà­®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï £àã¯¯ë G, â®£¤  ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
ä®à¬ã« 

nX
i=1

Sp (eib
�
i ) =

8>><
>>:
�1;
+1;

0:

(4)
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�­ ç¥­¨¥ �1 ¯®«ãç ¥âáï â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï M á ¬®á®¯àï¦¥­ ¨
¤®¯ãáª ¥â ¢¢¥¤¥­¨¥ áâàãªâãàë á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®£® ¬®¤ã«ï. �­ ç¥­¨¥ +1 ¯®«ãç ¥âáï ¢ á«ãç ¥, ª®-
£¤ M á ¬®á®¯àï¦¥­ ¨ ­ ¤ ­¨¬ áãé¥áâ¢ã¥â á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï ­¥¢ëà®¦¤¥­­ ï ¡¨«¨­¥©­ ï ä®à¬ ,
¨­¢ à¨ ­â­ ï ®â­®á¨â¥«ì­® ¨­¢®«îæ¨¨ �. � ª®­¥æ, 0 ®§­ ç ¥â, çâ® ¬®¤ã«ìM ­¥ á ¬®á®¯àï¦¥­.

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ à á¯à®áâà ­ï¥âáï å®à®è® ¨§¢¥áâ­ë© ¬¥â®¤ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­¨ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï
£àã¯¯ë ­  á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨¥ ¬®¤ã«¨. �ª §ë¢ ¥âáï, çâ® á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª ï (ª ª ¨ á¨¬¬¥âà¨ç¥-
áª ï) áâàãªâãà  ¯®¤¬®¤ã«ï ¯¥à¥­®á¨âáï ­  ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë© ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï. � ç áâ­®-
áâ¨, ª®£¤  ¯à¨áãâáâ¢ãîé¨¥ ¬®¤ã«¨  ¡á®«îâ­® ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë, §­ ç¥­¨ï �1 ¨ +1 ¯¥à¥­®áïâáï
á ¯®¤¬®¤ã«ï ª ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®¬ã. � âà¥âì¥¬ á«ãç ¥, ®¤­ ª®, á¨âã æ¨ï á®¢á¥¬ ¤àã£ ï: §­ ç¥-
­¨¥ 0 ¬®¦¥â ¯¥à¥å®¤¨âì ¢ �1, +1 ¨«¨ 0. � á«ãç ¥ ¬¥â æ¨ª«¨ç¥áª®© £àã¯¯ë G = ha; b : an =
1; bm = at; bab�1 = ari ¯®àï¤ª  nm á ®¯à¥¤¥«ïîé¨¬¨ á®®â­®è¥­¨ï¬¨ (r;m) = 1;mjt(r+1), r2 �
� 1 mod m ¤ ¥âáï ®â¢¥â ­  ¢®¯à®á, ª®£¤   ¡á®«îâ­® ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë© ­¥á ¬®á®¯àï¦¥­­ë©¬®¤ã«ì
¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®á«¥ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­¨ï ¯¥à¥å®¤¨â ¢ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨© ¬®¤ã«ì. � ¯¨è¥¬ ¯à®¨§¢®«ì-
­ë© K-¡ §¨á ¬®¤ã«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï M ¢ ¢¨¤¥ áâ®«¡æ  n = (e1; e2; : : : ; en)>. �®£¤  ¤«ï í«¥¬¥­â 
g 2 G ¯®¤ ng ¯®­¨¬ ¥âáï áâ®«¡¥æ ¨§ í«¥¬¥­â®¢ eig. �¢ ¤à â­ ï ¬ âà¨æ  Ag á í«¥¬¥­â ¬¨ ¨§
¯®«ï K, ®¯à¥¤¥«¥­­ ï à ¢¥­áâ¢®¬ ng = Agn, ¤ ¥â ¬ âà¨ç­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ � : g ! Ag £àã¯¯ë
G ­ ¤ ¯®«¥¬ K. �áïª ï ¡¨«¨­¥©­ ï ä®à¬  � ­  M á¢®¨¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨ �(ei; ek) ­  í«¥¬¥­â å
¡ §¨á  n ®¯à¥¤¥«ï¥â ¬ âà¨æã ä®à¬ë �. � â¥à¬¨­ å ¬ âà¨æ ­ è¨ ¯®­ïâ¨ï ¯à¨­¨¬ îâ á«¥¤ãî-
é¨© ¢¨¤: âà®©ª  (M; �;�) ï¢«ï¥âáï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨¬ ¬®¤ã«¥¬, ¥á«¨ ¤«ï ¬ âà¨æ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï
Ag, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¬®¤ã«î M , ¨ ¤«ï ¬ âà¨æë C ä®à¬ë � ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ AgC = CAT

g�

¤«ï ¢á¥å g 2 G, £¤¥ CT = �C ¨ detC 6= 0. �¢  á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨å ¬®¤ã«ï (M; �;�1) ¨ (M; �;�2)
¨§®¬®àä­ë ¬¥¦¤ã á®¡®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ­¥¢ëà®¦¤¥­­ ï ¬ âà¨æ  B
â ª ï, çâ® AgB = BAg ¤«ï ¢á¥å g 2 G ¨ C2 = BC1B

T.

1. �­¤ãæ¨à®¢ ­­ë¥ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨¥ ¬®¤ã«¨

�ãáâì H | ¯®¤£àã¯¯  ª®­¥ç­®© £àã¯¯ë G. �­¢®«îæ¨ï � ¢ £àã¯¯®¢®¬ ª®«ìæ¥ KG £àã¯¯ë
G ­ ¤ ¯®«¥¬ K ­ §ë¢ ¥âáï à á¯ ¤ îé¥©áï ®â­®á¨â¥«ì­® ¯®¤£àã¯¯ë H, ¥á«¨ ®£à ­¨ç¥­¨¥ �jH
ï¢«ï¥âáï ¨­¢®«îæ¨¥© ¢ £àã¯¯®¢®¬ ª®«ìæ¥ ¯®¤£àã¯¯ëH ­ ¤ ¯®«¥¬K. �á«¨ �| ¡ §¨á £àã¯¯®¢®£®
ª®«ìæ  KG, á®áâ®ïé¨© ¨§ í«¥¬¥­â®¢ £àã¯¯ë G (¢­ ç «¥ ¯¨èãâáï í«¥¬¥­âë ¯®¤£àã¯¯ë H),
â® à á¯ ¤ îé ïáï ®â­®á¨â¥«ì­® ¯®¤£àã¯¯ë H ¨­¢®«îæ¨ï � à ¢¥­áâ¢®¬ �� = I� ®¯à¥¤¥«ï¥â
¬ âà¨æã ¨­¢®«îæ¨¨

I =
�
I1 0
I3 I2

�
:

�­¢®«îæ¨ï � ­ §ë¢ ¥âáï ¢¯®«­¥ à á¯ ¤ îé¥©áï, ¥á«¨, ªà®¬¥ â®£®, I3 = 0.
� [1] ¤®ª § ­®, çâ® ¢ á«ãç ¥  ¡¥«¥¢®© ª®­¥ç­®© £àã¯¯ë G ¨ ¯®«ïK, å à ªâ¥à¨áâ¨ª  ª®â®à®£®

­¥ ¤¥«¨â ¯®àï¤®ª n £àã¯¯ë G, ª ¦¤ ï ¨­¢®«îæ¨ï � ¢ £àã¯¯®¢®¬ ª®«ìæ¥ KG, à á¯ ¤ îé ïáï
®â­®á¨â¥«ì­® ¤ ­­®© ¯®¤£àã¯¯ë H, à á¯ ¤ ¥âáï ¢¯®«­¥. �ãáâì � =

P
g2G

�gg =
P
h2H

�h+
P

g2G=H

�gg

| «î¡®© í«¥¬¥­â £àã¯¯®¢®£® ª®«ìæ  KG. �®¤ ¯à®¥ªæ¨¥© £àã¯¯®¢®£® ª®«ìæ  KG ­  £àã¯¯®¢®¥
ª®«ìæ® KH ¯®­¨¬ ¥¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ �! �, ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ à ¢¥­áâ¢®¬

� #=
X
h2H

�hh:

�à®¥ªæ¨ï, ®ç¥¢¨¤­®, ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ £àã¯¯®¢®£® ª®«ìæ  KG ­  £àã¯¯®¢®¥
ª®«ìæ® KH. �­® ®¤­ ª® ­¥ ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ ®â­®á¨â¥«ì­® ã¬­®¦¥­¨ï.

�¥¬¬  1. �ãáâì G | ª®­¥ç­ ï £àã¯¯ , H | ¯®¤£àã¯¯  £àã¯¯ë G ¨ K | ¯®«¥. �®£¤  ¤«ï

a; b 2 KG ¨¬¥¥¬ (ab) #= a # � b #, ¥á«¨ a 2 KH ¨«¨ b 2 KH.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì a =
P
h2H

�h � h+
P

g2G=H

�gg 2 KG ¨ b =
P
h2H

�hh. �®£¤ 

(a � b) #=
��X

h2H

�h � h
��X

h2H

�h � h
�
+
� X
g2G=H

�g � g
��X

h2H

�h � h
��

#=

=
��X

h2H

�h � h
��X

h2H

�h � h
��

# +
�� X

g2G=H

�g � g
��X

h2H

�h � h
��

#=
�X
h2H

�h � h
��X

h2H

�h � h
�
= a # � b # :

�­ «®£¨ç­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ «¥¬¬ë ¢ á«ãç ¥ a 2 KH, b 2 KG.

�®«ì ¢¯®«­¥ à á¯ ¤ îé¨åáï ¨­¢®«îæ¨© ¯®¤ç¥àª¨¢ ¥â á«¥¤ãîé ï

�¥¬¬  2. �­¢®«îæ¨ï � ¢ £àã¯¯®¢®¬ ª®«ìæ¥ KG ª®­¥ç­®© £àã¯¯ë G ­ ¤ ¯®«¥¬ K ¢¯®«­¥

à á¯ ¤ ¥âáï ®â­®á¨â¥«ì­® ¯®¤£àã¯¯ë H â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­  ¯¥à¥áâ ­®¢®ç­  á

¯à®¥ªæ¨¥© # £àã¯¯®¢®£® ª®«ìæ  KG ­  £àã¯¯®¢®¬ ª®«ìæ¥ KH, â.¥. ª®£¤  ¤«ï ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢

a 2 KG ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ (a #)� = (a�) #.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. 1. �ãáâì � | à á¯ ¤ îé ïáï ¨­¢®«îæ¨ï ¢ KG, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®-
¢¨î (a #)� = (a�) # ¤«ï ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢ a 2 KG. �¢¨¤ã «¨­¥©­®áâ¨ ¨­¢®«îæ¨¨ � ¨ ¯à®¥ªæ¨¨ #
¤®áâ â®ç­® ¤®ª § âì «¥¬¬ã 2 ¤«ï í«¥¬¥­â®¢ g 2 G, ®¡à §ãîé¨å ¡ §¨á � £àã¯¯®¢®£® ª®«ìæ  KG.
� ç¨­ ï ¢ áâ®«¡æ¥ � á í«¥¬¥­â®¢ ¨§ ¯®¤£àã¯¯ë H, ¯®«ãç¨¬

�� = I� ¨ � #= B�;

£¤¥

I =
�
I1 0
I3 I2

�
¨ B =

�
E 0
0 0

�
:

�á«®¢¨¥ (a #)� = (a�) # ¤«ï ¢á¥å g 2 KG ¢«¥ç¥â §  á®¡®© ¬ âà¨ç­®¥ ãà ¢­¥­¨¥

�
I1 0
I3 I2

�
�
�
E 0
0 0

�
=
�
E 0
0 0

�
�
�
I1 0
I3 I2

�
;

®âªã¤  ¯®«ãç ¥¬ I3 = 0, â.¥. ¨­¢®«îæ¨ï � ¢¯®«­¥ à á¯ ¤ ¥âáï.
2. �¡à â­®, ¥á«¨ ¨­¢®«îæ¨ï ¢¯®«­¥ à á¯ ¤ ¥âáï, â® ®­ , ®ç¥¢¨¤­®, ¯¥à¥áâ ­®¢®ç­  á ¯à®¥ª-

æ¨¥© #.

�á«¨ ¨­¢®«îæ¨ï � ¢ £àã¯¯®¢®©  «£¥¡à¥ KG ¢¯®«­¥ à á¯ ¤ ¥âáï ®â­®á¨â¥«ì­® ¯®¤£àã¯¯ë H
£àã¯¯ë G, â® ®­  ­ §ë¢ ¥âáï ¯à®¤®«¦¥­¨¥¬ (®£à ­¨ç¥­¨¥¬ ­  KH) ¨­¢®«îæ¨¨ � ¢ KH.

�à¨¬¥à®¬ ¨­¢®«îæ¨¨ ¢ £àã¯¯®¢®©  «£¥¡à¥ KG ï¢«ï¥âáï áâ ­¤ àâ­ ï ¨­¢®«îæ¨ï, ¨­¤ãæ¨à®-
¢ ­­ ï ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ g ! �(g)g�1, £¤¥ � ®§­ ç ¥â «¨­¥©­ë© å à ªâ¥à (¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï áâ¥¯¥­¨
1) £àã¯¯ë G á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ K. �ãáâì �0 | å à ªâ¥à ¯®¤£àã¯¯ë H £àã¯¯ë G ¨ �| ¯à®¤®«¦¥-
­¨¥ å à ªâ¥à  �0 ¤® å à ªâ¥à  £àã¯¯ë G, â®£¤  ¨­¢®«îæ¨ï � ¢ KH, ®¯à¥¤¥«¥­­ ï à ¢¥­áâ¢®¬

b =
X
g2H

�h � h �! b� =
X
h2H

�h � �0(h) � h�1

¤«ï ¢á¥å b 2 KH, ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¨­¢®«îæ¨¨ ¢ KG (ª®â®à ï â ª¦¥ ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ �)
¯®áà¥¤áâ¢®¬

a =
X
g2G

�g � g �! a� =
X
g2G

�g � �(g) � g�1

¤«ï ¢á¥å a 2 KG.
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�¥¬¬  3. �ãáâì G = Hg1 [ Hg2 [ � � � [ Hgr | à §«®¦¥­¨¥ ª®­¥ç­®© £àã¯¯ë G ­  ¯à -

¢ë¥ á¬¥¦­ë¥ ª« ááë ¯® ¯®¤£àã¯¯¥ H. �®¯ãáâ¨¬, çâ® ¨­¢®«îæ¨ï � ¢ £àã¯¯®¢®¬ ª®«ìæ¥ KH
¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¨­¢®«îæ¨¨ � ¢ £àã¯¯®¢®¬ ª®«ìæ¥ KG. �®£¤  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ä®à¬ã« 

rX
j=1

[(g�1i )� � g�1j ] # (gj � g�k) #=
(
1; ¥á«¨ i = k;

0; ¥á«¨ i 6= k:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®«®¦¨¬ g�k =
rP
t=1

g�1t atk, £¤¥ atk 2 KH. �®£¤ , ¨á¯®«ì§ãï «¥¬¬ã 1, ¯®«ã-
ç¨¬

(gjg
�
k) #=

rX
t=1

(gjg
�1
t atk) #= (ajk) #= ajk:

�­ «®£¨ç­® ¯®«®¦¨¬ (g�1i )� =
rP
t=1
(bitgt, £¤¥ bit 2 KH, ¨ ¯®«ãç¨¬

[(g�1i )�g�1j ] #=
rX
t=1

(bitgtg�1j ) #= (bij) #= bij :

� è¥ ¢ëà ¦¥­¨¥, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤
rX

j=1

[(g�1i )�g�1j ] # (gjg�k) #=
rX

j=1

bijajk 2 KH:

�à®áâ ï ¢ëª« ¤ª  ¤ ¥â

[(g�1i )�g�k] #=
�� rX

t=1

bitgt

�� rX
s=1

g�1s ask

��
#=

X
t;s

(bitgtg�1s ask) #=
X
t;s

(bitgtg�1s ) # ask:

�® «¥¬¬¥ 1 ¯®á«¥¤­¥¥ ¢ëà ¦¥­¨¥ à ¢­®
rP
i=1

bitatk. �®£« á­® «¥¬¬¥ 2 ¨¬¥¥¬

((g�1i )�g�k) #= [(gkg
�1
i ) # ]� =

(
1; ¥á«¨ i = k;

0; ¥á«¨ i 6= k:
�

� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì (­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® ­¥¯à¨¢®¤¨¬®¥) ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¯®¤£àã¯¯ë H ­ ¤ ¯®«¥¬
K ¯®áà¥¤áâ¢®¬ h! Bh. �§ à §«®¦¥­¨ï G = Hg1[Hg2[ � � � [Hgr £àã¯¯ë G ­  ¯à ¢ë¥ á¬¥¦­ë¥
ª« ááë ¯® ¯®¤£àã¯¯¥ H áâà®¨âáï å®à®è® ¨§¢¥áâ­®¥ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ £àã¯¯ë G ¯®
ä®à¬ã«¥ g ! Ag, £¤¥ Ag = (Aih),

Aih =

(
Bgigg

�1

k
; ¥á«¨ gigg

�1
k 2 H;

0; ¥á«¨ gigg
�1
k =2 H:

�ãáâìM0 | ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®¤£àã¯¯ëH, â®£¤  ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë© ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï
£àã¯¯ë G ¨¬¥¥â ¢¨¤M =M0
KHKG. �¥â®¤ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­¨ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨© £àã¯¯ ¯¥à¥­®á¨âáï
­  áâà®¥­¨¥ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨å ¬®¤ã«¥©.

�¥®à¥¬  1. �ãáâì G | ª®­¥ç­ ï £àã¯¯ , H | ¯®¤£àã¯¯  £àã¯¯ë G ¨ K | ¯à®¨§¢®«ì­®¥

¯®«¥. � áá¬®âà¨¬ ¨­¢®«îæ¨î � ¢ £àã¯¯®¢®¬ ª®«ìæ¥ KH, ª®â®à ï ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® (â ª¦¥

®¡®§­ ç¥­­®© ç¥à¥§ �) ¨­¢®«îæ¨¨ ¢ £àã¯¯®¢®¬ ª®«ìæ¥ KG. �á«¨ ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï M0 ¯®¤-

£àã¯¯ë H ï¢«ï¥âáï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨¬ ¬®¤ã«¥¬ (M0; �;�) á ­¥¢ëà®¦¤¥­­®© §­ ª®¯¥à¥¬¥­­®© ¨

¨­¢ à¨ ­â­®© ®â­®á¨â¥«ì­® � ¡¨«¨­¥©­®© ä®à¬®© �0, â® ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë© ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ -

¢«¥­¨ï ¤®¯ãáª ¥â ¢¢¥¤¥­¨¥ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© ä®à¬ë � ¯® ä®à¬ã«¥

�(x
 g1; y 
 g2) = �0(x; y(g2g�1) # )
¤«ï ¢á¥å x; y 2M0 ¨ ¤«ï ¢á¥å g1; g2 2 G.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® � ï¢«ï¥âáï K-¡¨«¨­¥©­®© ä®à¬®© ­  M . �®ª ¦¥¬,
çâ® ®­  á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª ï.

1. �­ ª®¯¥à¥¬¥­­®áâì. �á¯®«ì§ãï «¥¬¬ã 2, §­ ª®¯¥à¥¬¥­­®áâì ¨ ¨­¢ à¨ ­â­®áâì ä®à¬ë �0,
¯®«ãç¨¬

�(x
 g1; y 
 g2) = �0(x; y(g2g
�
1) # ) = ��0(y(g2g

�
1) #; x) = ��0(y; x(g2g

�
1) #�) =

= ��0(y; x(g1g
�
2) #) = ��(y 
 g2; x
 g1):

2. �¥¢ëà®¦¤¥­­®áâì. �ãáâì g1; g2; : : : ; gr | á¨áâ¥¬  ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© ¯à ¢ëå á¬¥¦­ëå ª« áá®¢
£àã¯¯ë G ¯® ¯®¤£àã¯¯¥ H ¨ h ! Bh | ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¯®¤£àã¯¯ë H, ¬®¤ã«¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï
ª®â®à®© ï¢«ï¥âáï M0. �ãáâì, ¤ «¥¥, D | ¬ âà¨æ  ä®à¬ë �0, â®£¤ 

C = (B(gig�k)#
)(E 
D) = (Cik)

ï¢«ï¥âáï ¬ âà¨æ¥© ä®à¬ë ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®£® ¬®¤ã«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ïM =M0
KHKG, £¤¥ Cik =
B(gig�k)#

D. �® «¥¬¬¥ 3 ¬ âà¨æ  C ­¥¢ëà®¦¤¥­­ ï, â.ª. ¨¬¥¥â ®¡à â­ãî.
3. �­¢ à¨ ­â­®áâì ®â­®á¨â¥«ì­® ¨­¢®«îæ¨¨. �«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  a 2 KG ¨¬¥¥¬

�((x
 g1)a; y 
 g2) = �(x
 g1a; y 
 g2) = �0(x; y(g2a
�g�1) #) = �(x
 g1; (y 
 g2)a

�):

� ¬¥â¨¬, çâ® ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ ï ¡¨«¨­¥©­ ï ä®à¬  � á â®ç­®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬  ­¥ § ¢¨á¨â ®â
¢ë¡®à  ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© ¯à ¢ëå á¬¥¦­ëå ª« áá®¢ £àã¯¯ë C ¯® ¯®¤£àã¯¯¥ H.

�¥®à¥¬  1 ®¡®¡é ¥â á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ à¥§ã«ìâ âë à ¡®âë [4] ®¡ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ëå á¨¬¯«¥ª-
â¨ç¥áª¨å ¬®¤ã«ïå ®â­®á¨â¥«ì­® áâ ­¤ àâ­®© ¨­¢®«îæ¨¨.

�â¬¥â¨¬, çâ®  ­ «®£¨ç­ë© à¥§ã«ìâ â ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ¬®¤ã«¥©, â.¥. ¤«ï
¬®¤ã«¥© ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨© M , ¢ ª®â®àëå ®¯à¥¤¥«¥­  ­¥¢ëà®¦¤¥­­ ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï ¡¨«¨­¥©­ ï
ä®à¬ , ¨­¢ à¨ ­â­ ï ®â­®á¨â¥«ì­® ¨­¢®«îæ¨¨ � ¢ £àã¯¯®¢®¬ ª®«ìæ¥ KG.

�ãáâì M0 | ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®¤£àã¯¯ë H £àã¯¯ë G ­ ¤ ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ ¯®«¥¬ K
¨ � | ¨­¢®«îæ¨ï ¢ £àã¯¯®¢®¬ ª®«ìæ¥ KH, ª®â®à ï ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¨­¢®«îæ¨¨ ¢ £àã¯¯®-
¢®¬ ª®«ìæ¥ KG. �á«¨ ­ ¤ M0 áãé¥áâ¢ã¥â ¡¨«¨­¥©­ ï ä®à¬  �0 â ª ï, çâ® (M; �;�0) ï¢«ï¥âáï
á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ¬®¤ã«¥¬, â® ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë© ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï M = M0 
KH KG â ª¦¥
ï¢«ï¥âáï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ¬®¤ã«¥¬.

�«¥¤áâ¢¨¥. 1. �ãáâì (M0; �;�0) | á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨© ¬®¤ã«ì, £¤¥ M0 |  ¡á®«îâ­® ­¥¯à¨¢®-
¤¨¬ë© ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®¤£àã¯¯ë H ª®­¥ç­®© £àã¯¯ë G ­ ¤ ¯®«¥¬ K, å à ªâ¥à¨áâ¨ª 
ª®â®à®£® ­¥ ¤¥«¨â ¯®àï¤®ª £àã¯¯ë G. �ãáâì, ¤ «¥¥, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë© ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï
M =M0
KGKG â ª¦¥  ¡á®«îâ­® ­¥¯à¨¢®¤¨¬, â®£¤  ä®à¬ã«  (1) ¤ ¥â §­ ç¥­¨¥ �1 ¨ ¤«ï M0,
¨ ¤«ï M . �­ ç¥­¨¥ �1 ¯à¨ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­¨¨ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®£® ¬®¤ã«ï á®åà ­ï¥âáï.

2. �á«¨ ¯à¨ â ª¨å ¦¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ïå (M0; �;�0) | á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨© ¬®¤ã«ì, â® ¨­¤ãæ¨à®-
¢ ­­ë© ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï â ª¦¥ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨©, â.¥. §­ ç¥­¨¥ +1 ä®à¬ã«ë (1) ¯à¨ ¨­¤ã-
æ¨à®¢ ­¨¨ ¯¥à¥å®¤¨â ®¯ïâì ¢ +1.

�á«¨  ¡á®«îâ­® ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë© ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï M0 ­¥á ¬®á®¯àï¦¥­, â® ¯®á«¥ ¨­¤ã-
æ¨à®¢ ­¨ï ­¥á ¬®á®¯àï¦¥­­®áâì ¬®¦¥â ­¥ á®åà ­¨âìáï.

2. �«ãç © ¬¥â æ¨ª«¨ç¥áª®© £àã¯¯ë

� à ¡®â¥ [5] � àå®«ì¤ ¨ �¨­ª ®¡áã¦¤ îâ ¢®¯à®á, ª®£¤  ­¥á ¬®á®¯àï¦¥­­ë©  ¡á®«îâ­®
­¥¯à¨¢®¤¨¬ë© ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ­¥ª®â®à®© ¯®¤£àã¯¯ë ª®­¥ç­®© £àã¯¯ë G ¬¥â®¤®¬ ¨­-
¤ãæ¨à®¢ ­¨ï ¯¥à¥å®¤¨â ¢ á ¬®á®¯àï¦¥­­ë©  ¡á®«îâ­® ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë© ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï.
� áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ â ¬ ¨­¢®«îæ¨¨ áâ ­¤ àâ­ë¥. � á«ãç ¥ ¬¥â æ¨ª«¨ç¥áª®© £àã¯¯ë ¬ë ®¡®¡é ¥¬
¨å à¥§ã«ìâ â ­  ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ¨­¢®«îæ¨¨.
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�¥¯à¨¢®¤¨¬ë¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¬¥â æ¨ª«¨ç¥áª®© £àã¯¯ë G = ha; b : an = 1; bm = at; bab�1 =
ari ­ ¤ ¯®«¥¬ ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥« C å®à®è® ¨§¢¥áâ­ë. �ãáâì aj ; arj ; : : : ; ar

s�1j | ª« áá á®¯àï-
¦¥­­ëå í«¥¬¥­â®¢ £àã¯¯ë G ¨ � | ¯¥à¢®®¡à §­ë© ª®à¥­ì áâ¥¯¥­¨ n ¨§ 1. �¨á«® s ®¯à¥¤¥«ï¥âáï
ª ª ¬¨­¨¬ «ì­®¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®, ¤«ï ª®â®à®£® rsj � j mod n. �®£¤ 

@ : a �!

0
BBBB@
�j 0 : : : 0
0 �rj : : : 0
...

...
. . .

...
0 0 : : : �r

s�1j

1
CCCCA ; b �!

0
BBB@
0 1 0 : : : 0
0 0 1 : : : 0
...

...
...

. . .
...

� 0 0 : : : 0

1
CCCA ;

£¤¥ � =
m
s
p
�jt, ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬ ¬¥â æ¨ª«¨ç¥áª®© £àã¯¯ë G ­ ¤ ¯®«¥¬

ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥« C. �­® ï¢«ï¥âáï ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï � : a !
�j, bs ! � áâ¥¯¥­¨ 1 ¯®¤£àã¯¯ë H = ha; bsi. �á¥ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¬¥â æ¨ª«¨ç¥áª®©
£àã¯¯ë G ­ ¤ ¯®«¥¬ ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥« C ¨¬¥îâ â ª®© ¢¨¤.

�â®¡ë ®¯¨á âì ¢á¥ ¨­¢®«îæ¨¨ ¢ £àã¯¯®¢®¬ ª®«ìæ¥ CN æ¨ª«¨ç¥áª®£® ­®à¬ «ì­®£® ¤¥«¨â¥«ï
N = hai ­ ¤ ¯®«¥¬ ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥« C æ¥«¥á®®¡à §­® ¢ CN ¯¥à¥©â¨ ª ¡ §¨áã n, á®áâ®ïé¥¬ã
¨§ ®àâ®£®­ «ì­ëå ¨¤¥¬¯®â¥­â®¢

ej =
1
n

n�1X
k=0

��jkak

¤«ï ¢á¥å j = 1; 2; : : : ; n. � ­­ ï ¨­¢®«îæ¨ï � ¢ CN à ¢¥­áâ¢®¬ e�j = e�(j) ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯®¤áâ ­®¢ªã
� 2 Sn, £¤¥ �2 = (1), ¨ ­ ®¡®à®â. �­¢®«îæ¨ï � ¢ CN , ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ¯®¤áâ ­®¢ª®© �, ¨¬¥¥â
¯à®¤®«¦¥­¨¥ ¤® ¨­¢®«îæ¨¨ � ¢ CG ¢¨¤  b� = bc, £¤¥ c 2 CN â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
í«¥¬¥­â c ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬

c�c(r) = 1; c � c(r) � � � crm�1 = (a�)ia�i; (5)

£¤¥ c(r) = bab�1. �  ï§ëª¥ ¡ §¨á , á®áâ®ïé¥£® ¨§ ®àâ®£®­ «ì­ëå ¨¤¥¬¯®â¥­â®¢, íâ¨ ãá«®¢¨ï

íª¢¨¢ «¥­â­® ¢ëà ¦ îâáï á«¥¤ãîé¨¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ ¤«ï ª®íää¨æ¨¥­â®¢ �j í«¥¬¥­â  c =
nP
j=1

�jej ;

��(j) � �rj = 1; �j � �rj � � ��rm�1j = �(�(j)�j)t: (6)

�¥¬¬  4. �á«¨ ¯®¤áâ ­®¢ª  �, ®¯à¥¤¥«ïîé ï ¨­¢®«îæ¨î � ¢ £àã¯¯®¢®¬ ª®«ìæ¥ CN æ¨ª«¨-

ç¥áª®£® ­®à¬ «ì­®£® ¤¥«¨â¥«ï N ¯®àï¤ª  n ­ ¤ ¯®«¥¬ C ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥«, ã¤®¢«¥â¢®àï¥â

ãá«®¢¨ï¬ �(rj) � r�(j) mod n ¤«ï ¢á¥å j = 1; 2; : : : ; n, â® áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥­â c 2 CN , ¯à®-

¤®«¦ îé¨© ¨­¢®«îæ¨î CN ¤® ¨­¢®«îæ¨¨ � ¢ CG à ¢¥­áâ¢®¬ b� = bc.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � §¤¥«¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® M = f1; 2; : : : ; ng ­  âà¨ ç áâ¨
M1 = fj : �(j) = j _ �(j) = rm=2 mod ng;
M2 = fj : �(j) � rm=2 mod m ^ �(j) 6= jg;
M3 =M n (M1 [M2):

�¯à¥¤¥«¨¬

c1 =
X
j2M1

ej ; c2 =
X
j2M2

�
1
m
(�(j)�j)t; c3 =

X
j2M3

�jcj ; £¤¥ �j = ��
2
m
jt;

��(j) = ��
2
m
�(j)t; �rj = �

2
m
�(j)t ¨ �r�(j) = �

2
m
jt:

�®£¤  ª®íää¨æ¨¥­âë í«¥¬¥­â  c = c1+ c2+ c3 ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ (5), (6), â.¥. ¨­¢®«îæ¨ï
� ¢ CN ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¨­¢®«îæ¨¨ � ¢ CN ¯®áà¥¤áâ¢®¬ b� = bc.
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� ¬¥ç ­¨¥ 1. �®áâ â®ç­®¥ ãá«®¢¨¥ «¥¬¬ë 4 ¢ á«ãç ¥ m = 2, â.¥. ¤«ï ¬¥â æ¨ª«¨ç¥áª®©
£àã¯¯ë G = ha; b : an = 1; b2 = at; bab�1 = ari, ï¢«ï¥âáï â ª¦¥ ¨ ­¥®¡å®¤¨¬ë¬. � á«ãç ¥ m > 2
íâ® ­¥¢¥à­®.

� ¬¥ç ­¨¥ 2. �á«¨ áâ ­¤ àâ­ ï ¨­¢®«îæ¨ï h ! h� = �0(h)h�1 ¢ CN , ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ¯®¤-
áâ ­®¢ª®© � 2 Sn, ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® áâ ­¤ àâ­®© ¨­¢®«îæ¨¨ g ! g� = �(g)g�1 ¢ CG (â.¥. ¥á«¨
å à ªâ¥à �0 ¯®¤£àã¯¯ë N ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® å à ªâ¥à  � ¬¥â æ¨ª«¨ç¥áª®© £àã¯¯ë G), â® � ã¤®-
¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ �(rj) = r�(j) ¤«ï ¢á¥å j = 1; 2; : : : ; n. �¤­ ª® ¯à®¤®«¦¥­¨¥ b! b� = �(b)b�1

­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® ï¢«ï¥âáï ¯à®¤®«¦¥­¨¥¬, ¯®áâà®¥­­ë¬ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ «¥¬¬ë 4.

� ¬¥ç ­¨¥ 3. �ãáâì ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ «¥¬¬ë 4 ¨ U | ¯®¤£àã¯¯ë £àã¯¯ë G, á®¤¥à¦ -
é ï ­®à¬ «ì­ë© ¤¥«¨â¥«ì N , â®£¤  ®£à ­¨ç¥­¨¥ ¨­¢®«îæ¨¨ � ¢ CU (¯®áâà®¥­­®© ¢ «¥¬¬¥ 4)
­  CN ï¢«ï¥âáï ¨­¢®«îæ¨¥© ¢ CU .

� áá¬®âà¨¬ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ â®«ìª® â ª¨¥ ¨­¢®«îæ¨¨ ¢ CN ¨ ¨å ¯à®¤®«¦¥­¨ï ¢ CG, ª®â®àë¥
®¯¨áë¢ îâáï ¢ «¥¬¬¥ 4. �®áª®«ìªã ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï M ¬¥â æ¨ª«¨ç¥áª®© £àã¯¯ë, ­ ¤
ª®â®àë¬ ¨¬¥¥¬ áâàãªâãàã á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®£® ¬®¤ã«ï, ª ª ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ­ ¤ ¯®«¥¬
C ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥«, ¨¬¥¥â ç¥â­ãî à §¬¥à­®áâì s ¨ sjm, â® ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ®
¨ ç¨á«® m, ¢áâà¥ç îé¥¥áï ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ¬¥â æ¨ª«¨ç¥áª®© £àã¯¯ë G = ha; b : an = 1; b2 =
at; bab�1 = ari, ç¥â­®¥.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì G | ¬¥â æ¨ª«¨ç¥áª ï £àã¯¯  ¨ @ | ­¥¯à¨¢®¤¨¬®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ áâ¥-

¯¥­¨ s ­ ¤ ¯®«¥¬ C ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥« ¢¨¤ 

a �!

0
BBBB@
�j 0 : : : 0
0 �rj : : : 0
...

...
. . .

...

0 0 : : : �r
s�1j

1
CCCCA = Aa; b �!

0
BBB@
0 1 0 : : : 0
0 0 1 : : : 0
...

...
...

. . .
...

� 0 0 : : : 0

1
CCCA = Ab;

£¤¥ � =
m
s
p
�jt. �ãáâì, ¤ «¥¥, � | ¨­¢®«îæ¨ï ¢ CN , ®¯à¥¤¥«ïîé ï ¯®¤áâ ­®¢ª  � ª®â®à®© ã¤®-

¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ �(rj) � r�(j) mod n ¤«ï ¢á¥å j = 1; 2; : : : ; n, ¯à®¤®«¦¥­  ¤® ¨­¢®«îæ¨¨

¢ CG ¯®áà¥¤áâ¢®¬ b� = bc, £¤¥ c 2 CN . �ãáâì, ­ ª®­¥æ, ¬®¤ã«ì M0 ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï d : a ! �j,
bs ! � ¯®¤£àã¯¯ë H = ha; bsi, ª®â®à®¥ ¨­¤ãæ¨àã¥â ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ @, ­¥ á ¬®á®¯àï¦¥­ ®â­®-

á¨â¥«ì­® ¨­¢®«îæ¨¨ �. �®£¤  ¤«ï ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®£® ¬®¤ã«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï M = M0 
CH CG
£àã¯¯ë G ¨¬¥¥â ¬¥áâ®: ¬®¤ã«ì M ®â­®á¨â¥«ì­® ¨­¢®«îæ¨¨ � ¢ CG á ¬®á®¯àï¦¥­ â®£¤  ¨

â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á ¬®á®¯àï¦¥­ ¯®¤¬®¤ã«ì M1 = M0 
CU CG ¯®¤£àã¯¯ë U = ha; bs=2i. �
ç áâ­®áâ¨, (M; �;�) ï¢«ï¥âáï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨¬ ¬®¤ã«¥¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  M1 |

á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨© ¬®¤ã«ì. �­ «®£¨ç­® (M; �;�) | á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨© ¬®¤ã«ì â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  ã¦¥ ­ ¤ M1 áãé¥áâ¢ã¥â ­¥¢ëà®¦¤¥­­ ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï ¡¨«¨­¥©­ ï ä®à¬ , ¨­-

¢ à¨ ­â­ ï ®â­®á¨â¥«ì­® ¨­¢®«îæ¨¨ � (¢ CU). � ª®­¥æ, M ­¥á ¬®á®¯àï¦¥­ â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  M1 ­¥á ¬®á®¯àï¦¥­.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢¥¤¥¬ ­  ï§ëª¥ ¬ âà¨æ. �¢¨¤ã âà ­§¨â¨¢­®áâ¨ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­¨ï ¯à¥¤-
áâ ¢«¥­¨© ¨¬¥¥¬ @0 = indG

H = indG
U (ind

U
Hd). �­ ç¨â, ¬ âà¨ç­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ @ íª¢¨¢ «¥­â­®

¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î @ : a! A0
a, b! A0

b, £¤¥

A0
a =

0
BBBBBBBBBBB@

�j 0 : : : : : : : : : : : : : : :

0 �r
s
2 j : : : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : �rj 0 : : : : : : : : :

: : : : : : 0 �r
s
2
�1j : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : :
. . . : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : : : �r
s
2
+1j 0

: : : : : : : : : : : : : : : 0 �r
s�1j

1
CCCCCCCCCCCA
;
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A0
b =

0
BBBBBBBBBBBBBB@

0 0 1 0 : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 0 1 : : : : : : : : : : : : : : :
: : : : : : : : : : : : 1 0 : : : : : : : : :
: : : : : : : : : : : : 0 1 : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : :
. . . : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 1
0 1 : : : : : : : : : : : : : : : 0 0
� 0 : : : : : : : : : : : : : : : 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCCA

:

�¥®á®¡¥­­ãî ¬ âà¨æã B, ¤«ï ª®â®à®© AaB = BA0
a ¨ AbB = BA0

b, ¬®¦­® ¢ë¡à âì ¢ ¢¨¤¥ B = (bik),
£¤¥ bi;2i�1 = 1 ¤«ï ¢á¥å i = 1; 2; : : : ; s

2
, b s

2
+i;2i = 1 ¤«ï ¢á¥å i = 1; 2; : : : ; s

2
,   ¢á¥ ®áâ «ì­ë¥ bik = 0.

�£à ­¨ç¥­¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï @0 ­  ¯®¤£àã¯¯ã U = ha; b s2 i à á¯ ¤ ¥âáï ­  s
2
G-á®¯àï¦¥­­ëå

¬¥¦¤ã á®¡®© ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨© áâ¥¯¥­¨ 2 ¯®¤£àã¯¯ë U ¢¨¤ 

a �!
 
�r

kj 0
0 �r

s
2
+kj

!
; b

s
2 �!

�
0 1
� 0

�
; k = 0; 1; : : : ;

s

2
� 1:

1. �ãáâì â¥¯¥àì (M; �;�) | á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨© ¬®¤ã«ì, â.¥. ¤«ï ­¥ª®â®à®© ¬ âà¨æë C = (cik)
¨¬¥¥¬ AaC = CAT

a� , AbC = CAT
b�, £¤¥ C

T = �C ¨ detC 6= 0. � ª ª ª

Aa� =

0
BBBB@
��(j) 0 : : : 0
0 ��(rj) : : : 0
...

...
. . .

...
0 0 : : : ��(r

s�1j)

1
CCCCA ;

â® ¯¥à¢ ï áâà®çª  ¬ âà¨ç­®£® ãà ¢­¥­¨ï AaC = CAT
a� ¤ ¥â j �= �(rkj) mod n ¤«ï ­¥ª®â®à®£®

k, ¨ ¨§ �jc1;k+1 = c1;k+1�
�(rkj) á«¥¤ã¥â c1;k+1 6= 0. �â®à ï áâà®çª   ­ «®£¨ç­® ¯à¨¢®¤¨â (â.ª.

�(r)j �= r�(j) mod n) ª ­¥à ¢¥­áâ¢ã c2;k+2 6= 0 ¤«ï íâ®£® ¦¥ k. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ci;k+i 6= 0.
� ª ª ª ¬ âà¨æ  C ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï, â® á ®¤­®© áâ®à®­ë ¨¬¥¥¬ ck+i;i = �ci;k+i, á ¤àã£®©

áâ®à®­ë | ck+i;i = ck+i;2k+i, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â 2k = s. � âà¨æ  C ¯®íâ®¬ã ¨¬¥¥â ¢¨¤

C =

0
BBBBBBBBBBBBB@

0 0 : : : 0 c1 : : : : : : 0
0 : : : : : : : : : 0 c2 : : : 0
...

...
...

...
...

...
. . .

...
0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : c s

2�c1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0
0 �c2 : : : : : : : : : : : : : : : : : :
...

...
. . .

...
...

...
...

...
: : : : : : : : : �c s

2
: : : : : : : : : 0

1
CCCCCCCCCCCCCA
=
�

0 C1

�C1 0

�
:

� ç áâ­®áâ¨, ¯®«ãç¨¬ �(j) = r
s
2 j. � âà¨ç­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ AT

b� = C�1AbC, â.¥.

AT
b� =

�
0 �C�1

1

C�1
1 0

��
B1 B2

B3 B4

��
0 �C1

C1 0

�

¤ ¥â

B1 = B4 =

0
BBBBBB@

0 1 0 : : : : : :
0 0 1 : : : : : :
...

...
...

. . . : : :
: : : : : : : : : : : : 1
: : : : : : : : : : : : 0

1
CCCCCCA
; B2 =

0
B@
0 : : : 0
...

...
...

1 : : : 0

1
CA ; B3 = �B2:
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�âáî¤ 

(AT
b )

s
2 = �

�
0 �E
E 0

�
:

�£à ­¨ç¥­¨¥ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®£® ¬®¤ã«ï (M; �;�) ­  £àã¯¯ë U = ha; b s2 i ¯à¨¢®¤¨â ª â®¬ã, çâ®
ª®£à ¤¨¥­â­ ï ¬ âà¨æ  C 0 = BCBT ¨¬¥¥â ¢¨¤

C 0 =

0
BBBBBBBBBB@

0 c1
�c1 0

0 c2
�c2 0

. . .
0 c s

2�c s
2

0

1
CCCCCCCCCCA
:

�®íâ®¬ã ®£à ­¨ç¥­¨¥ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®£® ¬®¤ã«ï (M; �;�) ­  £àã¯¯ã U à á¯ ¤ ¥âáï ¢ ®àâ®£®-
­ «ì­ãî ¯àï¬ãî áã¬¬ã á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨å ¯®¤¬®¤ã«¥©. � ç áâ­®áâ¨, ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï M1

¯®¤£àã¯¯ë U ­ ¤ ¯®«¥¬ ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥« C, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î

a �!
 
�j 0
0 �r

s
2
j

!
; b �!

�
0 1
� 0

�

ï¢«ï¥âáï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨¬ ¬®¤ã«¥¬ (M1; �;�1).
2. �¡à â­®, ¯ãáâì (M1; �;�1) | á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨© ¬®¤ã«ì, â®£¤  ¯® â¥®à¥¬¥ 1 ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë©

¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï M =M1 
CU CG â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨¬ ¬®¤ã«¥¬.
�­ «®£¨ç­ë© à¥§ã«ìâ â ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ¬®¤ã«¥©. � ª ª ª á ¬®á®¯àï¦¥­-

­ë© ®â­®á¨â¥«ì­® ¨­¢®«îæ¨¨ � ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï M1 ¯® «¥¬¬¥ �ãà  ¤®¯ãáª ¥â «¨¡® ª®-
á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áªãî, «¨¡® á¨¬¬¥âà¨ç¥áªãî ­¥¢ëà®¦¤¥­­ãî ¨­¢ à¨ ­â­ãî ¡¨«¨­¥©­ãî ä®à¬ã,
â® â¥®à¥¬  2 ¯®«­®áâìî ¤®ª § ­ . � ¬¥â¨¬, çâ® â¥®à¥¬  2 ­¥ ¢¥à­  ¤«ï «î¡®© ¨­¢®«îæ¨¨ � ¢
CN , ª®â®à ï ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¨­¢®«îæ¨¨ � ¢ CG â ª, çâ®¡ë ®£à ­¨ç¥­¨¥ ­  CU â ª¦¥ ¡ë«®
¨­¢®«îæ¨¥©.

�à¨¬¥à. � áá¬®âà¨¬ ¬¥â æ¨ª«¨ç¥áªãî £àã¯¯ã

G = ha; b : a20 = 1; b4 = 1; bab�1 = a3i
¯®àï¤ª  80. �®¤áâ ­®¢ª  � = (1; 3)(7; 9) ¢ £àã¯¯®¢®¬ ª®«ìæ¥ CN ®¯à¥¤¥«ï¥â ¨­¢®«îæ¨î, ª®â®-
à ï ­¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î «¥¬¬ë 4. �¤­ ª® ®­  ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¨­¢®«îæ¨¨ ¢ CG, ¥á«¨
¯®«®¦¨âì b� = �b. � áá¬®âà¨¬ ­¥¯à¨¢®¤¨¬®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥

@ : a �!

0
BB@
�

�3

�9

�7

1
CCA = Aa; b �!

0
BB@
0 1

0 1
0 1

1 0

1
CCA = Ab

£àã¯¯ë G áâ¥¯¥­¨ 4. � ª ª ª ¤«ï ¬ âà¨æë

G =

0
BB@
0 1
�1 0

0 1
�1 0

1
CCA

¨¬¥¥¬AaC = CAT
a� ¨ AbC = CAT

b�, â® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨©.
�¤­ ª® ¬®¤ã«ì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®¤£àã¯¯ë U = ha; b2i á ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬

a �!
�
� 0
0 �9

�
; b2 �!

�
0 1
1 0

�
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­¥ ï¢«ï¥âáï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨¬ ¬®¤ã«¥¬. �â­®á¨â¥«ì­® ®£à ­¨ç¥­¨ï ¨­¢®«îæ¨¨ � ¢ CG ­  CU ,
ª®â®à®¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®¬ (b2)� = b2, ®­ ¤ ¦¥ ­¥á ¬®á®¯àï¦¥­.
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