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� áá¬ âà¨¢ ¥âáï § ¤ ç  ®¯â¨¬ «ì®£® à §¬¥é¥¨ï ¢§ ¨¬®á¢ï§ ëå ®¡ê¥ªâ®¢   «¨¨¨.
�âàãªâãà  á¢ï§¥© ¬¥¦¤ã ®¡ê¥ªâ ¬¨ § ¤ ¥âáï á ¯®¬®éìî £à ä . �¥àè¨ ¬ £à ä  á®®â¢¥âáâ¢ã-
îâ ®¡ê¥ªâë,   à¥¡à® ¨«¨ ¤ã£  ãª §ë¢ îâ    «¨ç¨¥ á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã ¨¬¨. �¥®¡å®¤¨¬®  ©â¨
à §¬¥é¥¨¥ ¢¥àè¨ £à ä    «¨¨¨ á ¬¨¨¬ «ì®© áã¬¬ à®© áâ®¨¬®áâìî á¢ï§¥©. � ª¨¬ § -
¤ ç ¬ ¯®á¢ïé¥ë à ¡®âë [1], [2], [4], [5]. �ª §  ï § ¤ ç  ¢ «¨â¥à âãà¥  §ë¢ ¥âáï § ¤ ç¥©
®¯â¨¬ «ì®£® «¨¥©®£® ã¯®àï¤®ç¥¨ï (���).

�«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® £à ä  § ¤ ç  ��� ï¢«ï¥âáï NP-âàã¤®© [4]. �«ï ¥ª®â®àëå ç áâëå
á«ãç ¥¢ ¯à¥¤«®¦¥ë ¯®«¨®¬¨ «ìë¥  «£®à¨â¬ë [1], [4], [5]. � ¤ ®© à ¡®â¥ ¯à¥¤« £ ¥âáï ¯®-
«¨®¬¨ «ìë©  «£®à¨â¬ ¤«ï à §¬¥é¥¨ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®-¯ à ««¥«ì®£® £à ä  á¯¥æ¨ «ì®£®
¢¨¤  ([3], £«. 1, ¯. 1, á. 47), ª®â®àë© ®¡®¡é ¥â £à ä à ¡®âë [1].

1. �®áâ ®¢ª  § ¤ ç¨ ¨ ®¯¨á ¨¥  «£®à¨â¬ 

�¬¥¥âáï n á¢ï§ ëå ¬¥¦¤ã á®¡®© â®ç¥çëå ®¡ê¥ªâ®¢. � ¤  ç áâ¨çë© ¯®àï¤®ª ¨å à á-
¯®«®¦¥¨ï   «¨¨¨. �¥®¡å®¤¨¬® à §¬¥áâ¨âì ¨å ¢ n ¯®§¨æ¨©,  å®¤ïé¨åáï   «¨¨¨   ¥¤¨-
¨ç®¬ à ááâ®ï¨¨ ¤àã£ ®â ¤àã£ . � §¬¥é¥¨¥ ¤®«¦® á®åà ïâì ç áâ¨çë© ¯®àï¤®ª ¨ ¨¬¥âì
¬¨¨¬ «ìãî áã¬¬ àãî áâ®¨¬®áâì á¢ï§¥©.

�âàãªâãà  á¢ï§¥© ¨ ç áâ¨çë© ¯®àï¤®ª ®¯à¥¤¥«ïîâáï á ¯®¬®éìî ®à¨¥â¨à®¢ ®£® £à ä 
G = (N;E), £¤¥ N = f1; 2; : : : ; ng| ¬®¦¥áâ¢® ®¬¥à®¢ ®¡ê¥ªâ®¢, ¨ ¤ã£  (i; j) 2 E â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  ®¡ê¥ªâë á ®¬¥à ¬¨ i ¨ j á¢ï§ ë. �¤¥«ìãî áâ®¨¬®áâì íâ®© á¢ï§¨ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§
Cij > 0. �ã£  (i; j) § ¤ ¥â ¯®àï¤®ª à á¯®«®¦¥¨ï ®¡ê¥ªâ®¢ i ¨ j   «¨¨¨. �¡ê¥ªâ i ¤®«¦¥
à á¯®« £ âìáï «¥¢¥¥ ®¡ê¥ªâ  j. �áå®¤ãî § ¤ çã à §¬¥é¥¨ï ®¡ê¥ªâ®¢ ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì
ª ª § ¤ çã à §¬¥é¥¨ï ¢¥àè¨ £à ä  G.

�ãáâì p|®¤® ¨§ â ª¨å à §¬¥é¥¨©,   p(k) | ®¬¥à ¯®§¨æ¨¨, ¢ ª®â®àãî à §¬¥é¥  ¢¥àè¨ 
k. � §¬¥é¥¨¥ p ¤®¯ãáâ¨¬®, ¥á«¨ p(i) 6= p(j) ¤«ï i; j 2 N , i 6= j, ¨ p(i) < p(j) ¤«ï ¢á¥å (i; j) 2
E. � ¤ ç  á®áâ®¨â ¢  å®¦¤¥¨¨ â ª®£® ¤®¯ãáâ¨¬®£® à §¬¥é¥¨ï p, ¤«ï ª®â®à®£® áã¬¬ à ï
áâ®¨¬®áâì á¢ï§¥©, â.¥. ¢¥«¨ç¨  X

(i;j)2E

cij(p(j) � p(i))

¬¨¨¬ «ì .
� ¤ ®© áâ âì¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ®à¨¥â¨à®¢ ë© £à ä G ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®-¯ à ««¥«ì®£®

â¨¯ . � £à ä¥ G ¢ë¤¥«¥ë ¤¢¥ ¢¥àè¨ë s ¨ t, ª®â®àë¥ á®¥¤¨¥ë k ¯à®áâë¬¨ ¥¯¥à¥á¥ª î-
é¨¬¨áï ®à¨¥â¨à®¢ ë¬¨ æ¥¯ï¬¨. �  ª ¦¤®© ¨§ æ¥¯¥© £à ä  § ¤  ¯®àï¤®ª à á¯®«®¦¥¨ï
®¡ê¥ªâ®¢   «¨¨¨. �¥àè¨  s ¤®«¦  ¡ëâì à á¯®«®¦¥  «¥¢¥¥ ¢á¥å,   ¢¥àè¨  t| ¯à ¢¥¥ ¢á¥å
¢¥àè¨. �«ï ¯à®áâ®âë á ç «  à áá¬®âà¨¬ £à ä G, á®áâ®ïé¨© ¨§ ¤¢ãå æ¥¯¥©. �¥àè¨ë ¢â®à®©
æ¥¯¨ ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì â¥¬¨ ¦¥ á¨¬¢®« ¬¨, çâ® ¨ ¯¥à¢®© á ¢¥àå¨¬ ¨¤¥ªá®¬ 1. �«ï ã¬¥à æ¨¨
¤ã£ ¨ ã¤¥«ìëå áâ®¨¬®áâ¥© á¢ï§¥© ã¤®¡® ¨á¯®«ì§®¢ âì ®¡®§ ç¥¨ï á ®¤¨¬ ¨¤¥ªá®¬. �ã£ã
(i � 1; i) ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ç¥à¥§ Ai, ¥¥ ¢¥á | Ci; ¤ã£ã (s; 1) | A1, ¥¥ ¢¥á | C1; ¤ã£ã (i1 � 1; i1)
| A1

i , ¥¥ ¢¥á | C1
i , ¨ â ª ¤ «¥¥.
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�«£®à¨â¬ ¯®¨áª  ®¯â¨¬ «ì®£® à §¬¥é¥¨ï ¢¥àè¨ £à ä G   «¨¨¨ á®áâ®¨â ¨§ á«¥¤ãîé¨å
è £®¢.

�1. �  ª ¦¤®© ¨§ æ¥¯¥©, á®¥¤¨ïîé¨å s ¨ t,  å®¤¨âáï ¤ã£  ¬¨¨¬ «ì®© áâ®¨¬®áâ¨. �á«¨
â ª¨å ¥áª®«ìª®, â® ¢ë¡¨à ¥âáï ¯à®¨§¢®«ì ï.

�2. �à ä G ¯®  ©¤¥ë¬   �1 ¤ã£ ¬ à §à¥§ ¥âáï   ¤¢  ¤¢ãåæ¥¯®çëå ª®à¥¢ëå ¤¥à¥-
¢  L(NL; EL) ¨ R(NR; ER). �¥à¢®¥ á ª®à¥¬ ¢ ¢¥àè¨¥ s, ¢â®à®¥ á ª®à¥¬ ¢ ¢¥àè¨¥ t
(¯à¥¤¢ à¨â¥«ì® ¬¥ï¥âáï   ¯à®â¨¢®¯®«®¦ãî ®à¨¥â æ¨ï ¢ ¤¥à¥¢¥ R).

�3. �é¥âáï ®¯â¨¬ «ì®¥ à §¬¥é¥¨¥ ª ¦¤®£® ¨§ ¤¥à¥¢ì¥¢ á ãç¥â®¬ ¢¥á  ¤ã£, ¯® ª®â®àë¬
á¤¥«  à §à¥§.

�4. �®«ãç¥ë¥ à §¬¥é¥¨ï ®¡ê¥¤¨ïîâáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: á ç «  à §¬¥é îâáï ¢¥à-
è¨ë ¤¥à¥¢  L,   § â¥¬ | ¤¥à¥¢  R ¢ ®¡à â®¬ ¯®àï¤ª¥.

2. �¡®á®¢ ¨¥  «£®à¨â¬ 

�à¥¦¤¥ ç¥¬ ¯¥à¥å®¤¨âì ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â®£®, çâ®  «£®à¨â¬  å®¤¨â ®¯â¨¬ «ì®¥ à §¬¥-
é¥¨¥, á¤¥« ¥¬ ¥ª®â®àë¥ § ¬¥ç ¨ï ¨ ¤®ª ¦¥¬ ¥áª®«ìª® â¥®à¥¬.

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¤ã£  (i; j) à áâï£¨¢ ¥âáï ¢ ¥ª®â®à®¬ à §¬¥é¥¨¨ p £à ä  G ¥á«¨
p(j)� p(i) 6= 1, â.¥. ¢¥àè¨ë i ¨ j à §¬¥é¥ë ¥ ¢ á®á¥¤¨¥ ¯®§¨æ¨¨   «¨¨¨.

� ¬¥ç ¨¥ 1. � áâ âì¥ [4] à áá¬ âà¨¢ ¥âáï § ¤ ç  ���, ¢ ª®â®à®© £à ä G ï¢«ï¥âáï ª®à-
¥¢ë¬ ¤¥à¥¢®¬. � áâ¨çë© ¯®àï¤®ª à á¯®«®¦¥¨ï ¢¥àè¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ § ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬
®¡à §®¬. �®à¥ì ¤®«¦¥ à §¬¥é âìáï ¢ á ¬®© «¥¢®© ¯®§¨æ¨¨. �á«¨ æ¥¯ì ®â ª®àï ¢ ¢¥àè¨ã
j ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ ¢¥àè¨ã i, â® ¢¥àè¨  i ¤®«¦  ¡ëâì à á¯®«®¦¥  «¥¢¥¥ ¢¥àè¨ë j. �® ¦¥
á ¬®¥ ¬®¦® áª § âì ¨ ® ¯®àï¤ª¥ à á¯®«®¦¥¨ï ¤ã£. � ¬ ¦¥ ¤®ª §  

�¥¬¬ . �ãáâì Ai, Aj ¨ Ak | âà¨ ¤ã£¨   æ¥¯¨. �ã£  Ai «¥¢¥¥ Aj,   ¤ã£  Aj «¥¢¥¥ Ak. �á«¨

Aj | ¥¤¨áâ¢¥ ï ¤ã£    æ¥¯¨ ¬¥¦¤ã ¢¥àè¨®© i ¨ ¢¥àè¨®© k� 1, ª®â®à ï à áâï£¨¢ ¥âáï
¢ ¥ª®â®à®¬ ®¯â¨¬ «ì®¬ «¨¥©®¬ ã¯®àï¤®ç¥¨¨, â®

(Ci � Cj)=li � (Cj � Ck)=lj ;

£¤¥ li | à ááâ®ï¨¥ ®â ¢¥àè¨ë i � 1 ¤® ¢¥àè¨ë j � 1,   lj | à ááâ®ï¨¥ ®â ¢¥àè¨ë j � 1
¤® k� 1. � ááâ®ï¨¥ li ¬®¦¥â ¡ëâì ¨â¥à¯à¥â¨à®¢ ® ª ª ç¨á«® ¤ã£ ®â i� 1 ¤® j� 1 ¨«¨ ª ª

ç¨á«® ¢¥àè¨ ®â i ¤® j � 1 (¢ª«îç ï i ¨ j � 1).

� â®© ¦¥ à ¡®â¥ ¢¢®¤ïâáï ¯®ïâ¨ï¦¥áâª¨å ¨ £¨¡ª¨å ¤ã£.�¥áâª¨¥ ¤ã£¨ ¢ «î¡®¬ ®¯â¨¬ «ì-
®¬ à §¬¥é¥¨¨ ¥ à áâï£¨¢ îâáï. �¨¡ª¨¥ ¤ã£¨ | íâ® ¤ã£¨, ¥ ï¢«ïîé¨¥áï ¦¥áâª¨¬¨. �®¨áª
¦¥áâª¨å ¤ã£ ¯à®å®¤¨â ¢ ¤¢  íâ ¯  ¨ ¢¥¤¥âáï   ª ¦¤®© æ¥¯¨ ¥§ ¢¨á¨¬® ®â áâ®¨¬®áâ¨ á¢ï§¥©
  ¤àã£¨å æ¥¯ïå. �ã£¨   æ¥¯¨ ¯à®á¬ âà¨¢ îâáï  ç¨ ï ®â ª®àï ¨ £àã¯¯¨àãîâáï ¢ ¡«®ª¨,
á®áâ®ïé¨¥ ¨§ ¦¥áâª¨å ¤ã£. � ¦¤ë© ¡«®ª  ç¨ ¥âáï á ¤ã£¨, ¢¥á ª®â®à®© áâà®£® ¬¥ìè¥ ¢¥á®¢
¢á¥å ¯à¥¤è¥áâ¢ãîé¨å ¥© ¤ã£.

�  ¢â®à®¬ íâ ¯¥ ¤«ï ª ¦¤®© ¨§ ¤ã£ Ai (íâ®, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ã¦¥ ¡«®ª, â.¥. ¤ã£  ¥ ¥¤¨¨ç®©
¤«¨ë,   ¤«¨ë li) ¢ëç¨á«ï¥âáï ®â®è¥¨¥ à §®áâ¨ r(Ai) = (Ci�Ci+1)=li. �® ª ¦¤®© ¨§ æ¥¯¥©
ãª § ®¥ á®®â®è¥¨¥ ¤®«¦® ¡ëâì ¥¢®§à áâ îé¨¬. �á«¨ íâ® ¥ â ª, â.¥.,  ¯à¨¬¥à, r(Ai) <
r(Aj), â® ¤ã£  Aj ¦¥áâª ï. �¢¥¤¥¬   «®£¨çë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¤«ï £à ä  G.

�ã£  Ai  §ë¢ ¥âáï ãá«®¢®-¬¨¨¬ «ì®© ¢ G, ¥á«¨ Ci < minCj ¤«ï j < i, i < v, «¨¡®
Ci < minCj ¤«ï j > i, i > u, £¤¥ Av | ¯¥à¢ ï (®â s) ¤ã£  ¬¨¨¬ «ì®£® ¢¥á ,   Au | ¯®á«¥¤ïï
(Cv = Cu). �à®¬¥ â®£®, ¯¥à¢ãî, ¯®á«¥¤îî,   â ª¦¥ ¤ã£¨ ¬¨¨¬ «ì®£® ¢¥á    ª ¦¤®© æ¥¯¨
¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ãá«®¢®-¬¨¨¬ «ìë¬¨. �®¦¥áâ¢® ãá«®¢®-¬¨¨¬ «ìëå ¤ã£
®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ M . �¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥®à¥¬  1. �á«¨ ¤ã£  ¥ ï¢«ï¥âáï ãá«®¢®-¬¨¨¬ «ì®©, â® ®  ¦¥áâª ï.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® Aq =2 M , ¨ ¢ â® ¦¥ ¢à¥¬ï áãé¥áâ¢ã¥â ®¯â¨¬ «ì®¥
«¨¥©®¥ ã¯®àï¤®ç¥¨¥ p â ª®¥, çâ® ¤ã£  Aq à áâï£¨¢ ¥âáï.

� áá¬®âà¨¬ á ç «  á«ãç ©, ª®£¤  q < v. �ã£  Aq ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯¥à¢®©   æ¥¯¨, â.ª. ¢
íâ®¬ á«ãç ¥ ®  ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¢å®¤¨«  ¡ë ¢ M . �®£¤  á«¥¢  ®â Aq ¥áâì å®âï ¡ë ®¤  ¤ã£ 
¨§ M . �ãáâì Ai | ¡«¨¦ ©è ï á«¥¢  ®â Aq ãá«®¢®-¬¨¨¬ «ì ï ¤ã£ . � à §¬¥é¥¨¨ p ¬®¦¥â
¡ëâì ¥áª®«ìª® ¤ã£, ¢ª«îç ï Aq, ª®â®àë¥ à áâï£¨¢ îâáï. � ç¨ ï ®â Ai ¤® Av ¢á¥ à áâïãâë¥
¤ã£¨ ¢ p ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Aj ; Ak; : : : ; Aw; Am. �ã£  Ai ¯à¨ íâ®¬ ¬®¦¥â ¡ëâì à áâïãâ®© ¨«¨
¥â. �ã£  Am ¯®á«¥¤ïï ¯¥à¥¤ Av, ª®â®à ï à áâï£¨¢ ¥âáï. �®§¬®¦®, çâ® m = v ¨ ®¤  ¨§ ¤ã£
Aj ; Ak; : : : ; Aw; Am | íâ® ¤ã£  Aq.

� ª ª ª ¬¥¦¤ã Ai ¨ Aq ¥â ¤ã£ ¨§ M ¨ Aq =2 M , â® Ci � Cj . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ Ci > Cj ,
â® ¨§ â®£®, çâ® Ai 2 M ¨ ¬¥¦¤ã Ai ¨ Aj ¥â ¤ã£ ¨§ M , á«¥¤ã¥â Aj 2 M . �ã£  Aj ¬®¦¥â ¡ëâì
à á¯®«®¦¥    «¨¨¨ «¨¡® «¥¢¥¥ Aq, «¨¡® á ¥© á®¢¯ ¤ âì. �á«¨ j 6= q, â® Aj 2M ¨  å®¤¨âáï
¬¥¦¤ã Ai ¨ Aq,   íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¢ë¡®àã ¤ã£¨ Ai. �á«¨ Aj á®¢¯ ¤ ¥â á Aq, â® Aq 2 M , çâ®
¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¢ë¡®àã Aq.

�ã£  Aj | ¥¤¨áâ¢¥ ï ¬¥¦¤ã ¢¥àè¨ ¬¨ i ¨ k � 1, ª®â®à ï à áâï£¨¢ ¥âáï. �®£¤  ¯®
§ ¬¥ç ¨î 1 ¨¬¥¥¬

(Ci � Cj)=li � (Cj � Ck)=lj ;

£¤¥ li | à ááâ®ï¨¥ ®â ¢¥àè¨ë i�1 ¤® ¢¥àè¨ë j�1,   lj | à ááâ®ï¨¥ ®â ¢¥àè¨ë j�1 ¤® k�1.
�§ ¥à ¢¥áâ¢  Ci � Cj á«¥¤ã¥â, çâ® Cj � Ck. �à®¤®«¦ ï ¯à®æ¥áá, ¯®«ãç¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
¥à ¢¥áâ¢

Ci � Cj � Ck � � � � � Cw � Cm: (1)

�á«¨ v = m, â® ¯®«ãç ¥¬ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ¢ë¡®à®¬ ¤ã£¨ ¬¨¨¬ «ì®£® ¢¥á .
�á«¨ v 6= m, â®£¤  ®â ¢¥àè¨ë w ¤® ¢¥àè¨ë v� 1 ¤ã£  Am ¥¤¨áâ¢¥ ï, ª®â®à ï à áâï£¨-

¢ ¥âáï, ¯®íâ®¬ã, ¯à¨¬¥ïï «¥¬¬ã, ¨¬¥¥¬

(Cw � Cm)=lw � (Cm � Cv)=lm;

£¤¥ lw ¨ lm | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ à ááâ®ï¨ï. � ª ª ª Av | ¯¥à¢ ï ¤ã£  ¬¨¨¬ «ì®£® ¢¥á   
æ¥¯¨, â® Cv < Cm, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â Cw > Cm. �à®¤®«¦ ï ¯à®æ¥áá, ¯®«ãç¨¬ ¥à ¢¥áâ¢ 

Ci > Cj > � � � > Cw > Cm; (2)

ª®â®àë¥ ¯à®â¨¢®à¥ç â (1), â.¥. ¤ã£  Aq ¦¥áâª ï.
� á«ãç ¥, ª®£¤  v < q < u, ®ç¥¢¨¤®, çâ® ¡«¨¦ ©è¥© á«¥¢  ãá«®¢®-¬¨¨¬ «ì®© ¤«ï Aq

¡ã¤¥â ¥ª®â®à ï ¤ã£  Ar â ª ï, çâ® Cr = Cv. �®£¤ , ª ª ®¯¨á ® ¢ëè¥, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâì à áâïãâëå ¤ã£,  ç¨ ï ®â ¤ã£¨ Ar. �«ï ¨å ¡ã¤ãâ ¢ë¯®«ïâìáï ¥à ¢¥áâ¢ 
(1). �®áâ â®ç® à áá¬ âà¨¢ âì íâã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¤® ¯¥à¢®© ¤ã£¨ ¬¨¨¬ «ì®£® ¢¥á  Ak,
à á¯®«®¦¥ãî ¯à ¢¥¥ Aq. �á«¨ Ak à áâï£¨¢ ¥âáï, â® íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â â®¬ã, çâ® Cq > Ck: ¨§
(1) á«¥¤ã¥â Cq � Ck. �á«¨ Ak ¥ à áâï£¨¢ ¥âáï, â® â ª ¦¥, ª ª ¢ ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥, ¯à¨ v 6= m
¯®«ãç¨¬ ãá«®¢¨ï (2), ª®â®àë¥ ¯à®â¨¢®à¥ç â (1).

�á«¨ q > u, â® à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì à áâïãâëå ¤ã£,  ç¨ ï á Aq, ¤® â ª®©
¤ã£¨ Af , ¤«ï ª®â®à®© Cf < Cq. �ã£  Af áãé¥áâ¢ã¥â, â.ª. Aq =2 M . �®«ãç ¥¬ ãá«®¢¨ï â¨¯  (1),
¯à¨ç¥¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ®¡àë¢ ¥¬   ¡«¨¦ ©è¥© á«¥¢  ®â f à áâïãâ®© ¤ã£¥. �á«¨ à áâï£¨-
¢ ¥âáï ¤ã£  Af , â® Cq < Cf ,   íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¢ë¡®àã ¤ã£¨ Af . �á«¨ Af ¥ à áâï£¨¢ ¥âáï, â®,
ª ª ¢ ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥, ¯®«ãç ¥¬ ¥à ¢¥áâ¢  (2), ª®â®àë¥ ¯à®â¨¢®à¥ç â â®¬ã, çâ® Aq =2M .

�á¯®«ì§ãï íâã â¥®à¥¬ã, ¬®¦¥¬ ¢¬¥áâ® ¨áå®¤®£® £à ä  G à áá¬®âà¥âì ¥ª¨© ¤àã£®© £à ä, ¢
ª®â®à®¬, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¬¥ìè¥ ¢¥àè¨ ¨ ¤ã£¨ ¨¬¥îâ ¥¥¤¨¨çãî ¤«¨ã. �«ï íâ®£® ®áâ ¢¨¬
  ª ¦¤®© ¨§ æ¥¯¥© â®«ìª® ãá«®¢®-¬¨¨¬ «ìë¥ ¤ã£¨, á®¥¤¨ïï ¦¥áâª¨¥ ¤ã£¨ ¢ ¥à áâï£¨-
¢ îé¨¥áï ¡«®ª¨. �á«¨ ¥ ¬¥ïâì ã¬¥à æ¨î, â® ¢ ¯®«ãç¥®¬ â ª¨¬ ®¡à §®¬ £à ä¥ ã¤¥«ìë¥
áâ®¨¬®áâ¨ á¢ï§¥© ¬®®â®® ã¡ë¢ îâ ®â s ¤® v, ®â v ¤® u ¯®áâ®ïë ¨ ®â u ¤® t ¬®®â®®
¢®§à áâ îâ. � «¥¥ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® £à ä G ¯à¨¢¥¤¥ ª â ª®¬ã ¢¨¤ã.
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� ¬¥ç ¨¥ 2. � à ¡®â¥ [4] ¤«ï «î¡®© ¤ã£¨ Ai 2M ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®â®è¥¨¥ à §®áâ¨

r(Ai) = (Ci � Cj)=li; (3)

£¤¥ Aj | á®á¥¤ïï á¯à ¢  ®â Ai ¤ã£ . �â®è¥¨ï à §®áâ¨ ¤«ï ¤ã£ £à ä  G ¡ã¤¥¬ áç¨â âì ¯®
ä®à¬ã«¥ (3) á ãç¥â®¬ â®£®, çâ® ¤«ï ¤ã£¨ Ai, i > u, ¤ã£  Aj | á®á¥¤ïï á«¥¢  ®â Ai. � ¬ ¦¥
¤®ª §   â¥®à¥¬ , ª®â®à ï ¯®§¢®«ï¥â ¢ëï¢«ïâì ¦¥áâª¨¥ ¤ã£¨   æ¥¯¨, ¨á¯®«ì§ãï ®â®è¥¨ï
à §®áâ¨.

�á«¨ Ai, Aj , Ak | âà¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå ¤ã£¨   æ¥¯¨, ¤«ï ª®â®àëå ¢ë¯®«ï¥âáï á®®â®-
è¥¨¥

r(Ai) = (Ci � Cj)=li < (Cj � Ck)=lj = r(Aj);

â® Aj | ¦¥áâª ï ¤ã£ .

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® â¥®à¥¬  ¢¥à  ¤«ï à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® £à ä  G á ãç¥â®¬ ¢¢¥¤¥®£® ¢ëè¥
®¯à¥¤¥«¥¨ï ®â®è¥¨ï à §®áâ¨.

�§ â¥®à¥¬ë 1 ¨ § ¬¥ç ¨ï 2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ëï¢«¥¨¥ ¦¥áâª¨å ¤ã£   ª ¦¤®© ¨§ æ¥¯¥© £à ä 
G ¬®¦® ¯à®¢®¤¨âì ¥§ ¢¨á¨¬® ®â áâ®¨¬®áâ¥© á¢ï§¥©   ¤àã£¨å æ¥¯ïå. �®á«¥ íâ®£®   ª ¦¤®©
æ¥¯¨ ®â s ¤® v ®â®è¥¨ï à §®áâ¨ ¡ã¤ãâ ¥ ¢®§à áâ âì,   ®â v ¤® t | ¥ ã¡ë¢ âì.

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¤«ï ¥ª®â®à®£® à §¬¥é¥¨ï p £à ä  G ¤¥à¥¢ìï L(NL; EL) ¨ R(NR; ER)
¯¥à¥á¥ª îâáï, ¥á«¨  ©¤ãâáï ¢¥àè¨ë i 2 NL, j 2 NR â ª¨¥, çâ® p(i) > p(j).

�¥®à¥¬  2. �ãé¥áâ¢ã¥â ®¯â¨¬ «ì®¥ à §¬¥é¥¨¥ p� £à ä  G â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡ëå i 2
NL, j 2 NR á¯à ¢¥¤«¨¢® p(i) < p(j).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ç «  à áá¬®âà¨¬ á«ãç ©, ª®£¤    ª ¦¤®© ¨§ æ¥¯¥© ¯® ®¤®© ¤ã£¥ ¬¨-
¨¬ «ì®£® ¢¥á . �¥à¥§ Av, A1

v ®¡®§ ç¨¬ ¤ã£¨ ¬¨¨¬ «ì®£® ¢¥á , ¯® ª®â®àë¬ á¤¥«  à §à¥§  
1-© ¨ 2-© æ¥¯ïå. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï «î¡®£® ®¯â¨¬ «ì®£® à á¯®«®¦¥¨ï £à ä  G ¤¥à¥¢ìï L
¨ R ¯¥à¥á¥ª îâáï. � áá¬®âà¨¬ á«ãç ©, ª®£¤  ª ª®¥-â® ¬®¦¥áâ¢® ¢¥àè¨ ¢â®à®© æ¥¯¨ ¤¥à¥¢  L
à á¯®«®¦¥®   «¨¨¨ ¯à ¢¥¥ ¢¥àè¨ë v. � «®£¨ç® à áá¬ âà¨¢ ¥âáï á«ãç ©, ª®£¤  ¬®¦¥-
áâ¢® ¢¥àè¨ ¯¥à¢®© æ¥¯¨ ¤¥à¥¢  L à á¯®«®¦¥® ¯à ¢¥¥ ¢¥àè¨ë v1 ¢â®à®© æ¥¯¨ ¤¥à¥¢  R. �ãáâì
¢ ¥ª®â®à®¬ ®¯â¨¬ «ì®¬ à á¯®«®¦¥¨¨ p £à ä  G ¤ã£  Aw (w > v), w 2 NR, | ¡«¨¦ ©è ï
á¯à ¢  ®â Av, ª®â®à ï à áâï£¨¢ ¥âáï. �ãáâì ¬¥¦¤ã ¢¥àè¨ ¬¨ w�1 ¨ w à á¯®«®¦¥ë ¢¥àè¨ë
z1; : : : ; y1, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¥ ¤¥à¥¢ã L. �¥à¥§ d1 ®¡®§ ç¨¬ áã¬¬ àãî ¤«¨ã ¤ã£ A1

z; : : : ; A
1
y.

�á®, çâ®

C1
z > C1

y ; (4)

â.ª. ¨ ç¥ ¤ã£  A1
y ¥ ¡ë«  ¡ë ãá«®¢®-¬¨¨¬ «ì®© ¨ ¯® â¥®à¥¬¥ 1 ®  ¡ë«  ¡ë ¦¥áâª®©.

� §¬¥áâ¨¬ ¢¥àè¨ë z1; : : : ; y1 ¬¥¦¤ã ¢¥àè¨ ¬¨ v � 1 ¨ v, ¯à¨ç¥¬ á ¬  ¤ã£  Av ¤® íâ®£®
¬®¦¥â ¡ëâì à áâïãâ®© ¨«¨ ¥â. �®«ãç ¥¬ à §¬¥é¥¨¥, ¢ ª®â®à®¬ ¬¥ìè¥ ¢¥àè¨ ¤¥à¥¢  L
à á¯®«®¦¥® ¯à ¢¥¥ ¢¥àè¨ ¤¥à¥¢  R. �¢¥«¨ç¥¨¥ áâ®¨¬®áâ¨ ¯à¨ â ª®¬ ¨§¬¥¥¨¨ à §¬¥é¥¨ï
à ¢® C1

yd+Cvd
1,   ã¬¥ìè¥¨¥ | C1

zd+Cwd
1. �¤¥áì d | íâ® à ááâ®ï¨¥,   ª®â®à®¥ ¬ë ¯¥à¥-

¤¢¨ã«¨ ¢¥àè¨ë z1; : : : ; y1, â.¥. ç¨á«® ¢¥àè¨ ¯¥à¢®© æ¥¯¨ ¬¥¦¤ã ¢¥àè¨ ¬¨ v ¨ w. �ç¨âë¢ ï
(4) ¨

Cv < Cw; (5)

¯®«ãç ¥¬

(C1
y �C1

z )d
1 + (Cv � Cw)d < 0; (6)

çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ®¯â¨¬ «ì®áâ¨ à §¬¥é¥¨ï p.
�á«¨ ¤ã£ ¬¨¨¬ «ì®£® ¢¥á  ¥áª®«ìª® ¨ à §à¥§ ¯à®¢¥¤¥ ¯® ¯à®¨§¢®«ìë¬ â ª¨¬ ¤ã£ ¬,

â®   «®£¨ç® (ª ª ¨ ¢ëè¥) ¡ã¤¥¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ¯¥à¥¬¥é âì ¢¥àè¨ë ¢â®à®© æ¥¯¨ ¤¥à¥¢ 
L ¬¥¦¤ã ¢¥àè¨ ¬¨ à §à¥§ ¥¬®© ¤ã£¨ ¯¥à¢®© æ¥¯¨. �à¨ íâ®¬ ¥à ¢¥áâ¢  (4), (5) ¨ (6) ¬®£ãâ
¡ëâì ¥áâà®£¨¬¨ ¨ ¯à¨ â ª®¬ ¯¥à¥¬¥é¥¨¨ ¥ ¡ã¤¥â ã¢¥«¨ç¨¢ âìáï áã¬¬ à ï áâ®¨¬®áâì á¢ï§¥©
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¬¥¦¤ã ®¡ê¥ªâ ¬¨. �¥©áâ¢ãï â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®«ãç¨¬ à §¬¥é¥¨¥ p�, ¤«ï ª®â®à®£® ¤¥à¥¢ìï L ¨
R ¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï.

�á«¨ à §à¥§ âì £à ä G   ¤¥à¥¢ìï L ¨ R, â® ¤«ï ª ¦¤®© ¤ã£¨ Az ¯¥à¢®© æ¥¯¨, ¯à¨ ¤«¥¦ -
é¥© ¤¥à¥¢ã L, ®â®è¥¨¥ à §®áâ¨ ¡ã¤¥â â ª¨¬

r(Az) = (Cz � Cz+1)=lz:

�«ï ¤ã£¨ ¯¥à¢®© æ¥¯¨ ¤¥à¥¢  R
r(Az) = (Cz � Cz�1)=lz;

  «®£¨ç® ¤«ï ¢â®à®© æ¥¯¨.
�á«®¢®-®¯â¨¬ «ìë¬ à §¬¥é¥¨¥¬ ¤¥à¥¢  L ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì à §¬¥é¥¨¥ ¥£® ¢¥àè¨ NL,

¯®áâà®¥®¥  «£®à¨â¬®¬ ¨§ [4], ¢ ª®â®à®¬ ¯à¨ ¢ëç¨á«¥¨¨ ®â®è¥¨ï à §®áâ¨ ¤«ï \¢¨áïç¨å"
¢¥àè¨ ãç¨âë¢ îâáï ¢¥á  à §à¥§ ¥¬ëå ¤ã£. � «®£¨ç® ¤«ï ¤¥à¥¢  R. �«ï «î¡®£® à §¬¥é¥¨ï
p ¢¥àè¨ £à ä  G ç¥à¥§ pL ¨ pR ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì áã¦¥¨¥ p   ¬®¦¥áâ¢  NL ¨ NR á®®â¢¥â-
áâ¢¥®.

�®ª ¦¥¬ â¥®à¥¬ã,   ª®â®à®© ®á®¢ë¢ ¥âáï ¯®¨áª ®¯â¨¬ «ì®£® à §¬¥é¥¨ï £à ä  G á
ãá«®¢®-®¯â¨¬ «ìë¬ à §¬¥é¥¨¥¬ ª ¦¤®£® ¨§ ¤¥à¥¢ì¥¢,   ª®â®àë¥ ® à §à¥§ ¥âáï.

�¥®à¥¬  3. �ãé¥áâ¢ã¥â ®¯â¨¬ «ì®¥ à §¬¥é¥¨¥ p� £à ä  G, ¤«ï ª®â®à®£® p�L ¨ p�R
ãá«®¢®-®¯â¨¬ «ìë.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®¢¥¤¥¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¤«ï ¤¥à¥¢  L (¤«ï R   «®£¨ç®). �® â¥®à¥¬¥ 2
¤®áâ â®ç® à áá¬ âà¨¢ âì â®«ìª® â ª¨¥ à §¬¥é¥¨ï, ¢ ª®â®àëå ¤¥à¥¢ìï ¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï. �ãáâì
¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ®¯â¨¬ «ì®£® à §¬¥é¥¨ï p £à ä  G à §¬¥é¥¨¥ pL ¢¥àè¨ ¤¥à¥¢  L ¨¬¥¥â
¢¨¤

s : : : b1 : : : z1 k : : :

�ãáâì pL | ¥ª®â®à®¥ ãá«®¢®-®¯â¨¬ «ì®¥ à §¬¥é¥¨¥ ¢¥àè¨ ¤¥à¥¢  L | ¨¬¥¥â ¢¨¤

s : : : k : : : b1 : : :

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ w ¯¥à¢ãî á«¥¢  ¯®§¨æ¨î, ¢ ª®â®à®© à §¬¥é¥¨ï pL ¨ pL ¥ á®¢¯ ¤ îâ, â.¥.
pL(w) = b1, pL(w) = k. �ç¥¢¨¤®, ¯¥à¢ë¥ ¥á®¢¯ ¤ îé¨¥ ¢¥àè¨ë ¥ ¬®£ãâ ¯à¨ ¤«¥¦ âì ®¤®©
æ¥¯¨. �ãáâì y | íâ® ¯®§¨æ¨ï ¢ à §¬¥é¥¨¨ pL, ¤«ï ª®â®à®© pL(y) = k, y > w ¨ pL(y � 1) = z1.
�«ï ¯à®áâ®âë ¤«¨ë ¡«®ª®¢ ®¡®§ ç¨¬ â ª ¦¥, ª ª ¨ ¢¥àè¨ë,   ã¬¥à æ¨î ¢¥àè¨ ¢®§ì¬¥¬
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®©, â.¥. ¢¥àè¨  k á®¥¤¨¥  ¢ æ¥¯¨ á ¢¥àè¨®© k+1. �¥à¥áâ ¢¨¬ k, z1 ¨ ¯®«ãç¨¬
à §¬¥é¥¨¥

s : : : b1 : : : k z1 : : :

�à¨ íâ®¬ áã¬¬ à ï áâ®¨¬®áâì á¢ï§¥© ã¢¥«¨ç¨« áì  

C1
z lk + l1zCk+1;

ã¬¥ìè¨« áì  
C1
z+1lk + l1zCk:

�§ ®¯â¨¬ «ì®áâ¨ à §¬¥é¥¨ï p £à ä  G ¨¬¥¥¬

lk(C1
z � Cz+1) � l1z(Ck � Ck+1); (C1

z � C1
z+1)=l

1
z � (Ck � Ck+1)=lk:

�®«ãç ¥¬ r(A1
z) � r(Ak), ® â.ª. ¢ ãá«®¢®-®¯â¨¬ «ì®¬ à §¬¥é¥¨¨ pL ¤ã£  Ak à á¯®«®-

¦¥  «¥¢¥¥ A1
z, â® r(Ak) � r(A1

z), â.¥. r(A
1
z) = r(Ak). �à®¨§¢¥¤ï æ¥¯ì â ª¨å ¯à¥®¡à §®¢ ¨©,

¯®«ãç¨¬ à §¬¥é¥¨¥ p1L, ¤«ï ª®â®à®£® p1L(w) = k, ¯à¨ íâ®¬ æ¥«¥¢ ï äãªæ¨ï ¥ ã¢¥«¨ç¨¢ ¥â-
áï. � «®£¨çë¥ ¤¥©áâ¢¨ï á ¤àã£¨¬¨ ¥á®¢¯ ¤ îé¨¬¨ í«¥¬¥â ¬¨ ¯à¨¢¥¤ãâ ª à §¬¥é¥¨î p�L,
ª®â®à®¥ á®¢¯ ¤ ¥â á pL. �«ï R   «®£¨ç® ¯®«ãç¨¬ p�R. �¡ê¥¤¨ïï p�L ¨ p�R, ¯®«ãç ¥¬ p�, â.¥.
®¯â¨¬ «ì®¥ à §¬¥é¥¨¥ G.
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�ë ¤®ª § «¨, çâ® ¯à¥¤«®¦¥ë© ¢ëè¥  «£®à¨â¬ ¤ ¥â ®¯â¨¬ «ì®¥ à §¬¥é¥¨¥ ¢¥àè¨
¤¢ãåæ¥¯®ç®£® £à ä . �«£®à¨â¬ ¬®¦® à á¯à®áâà ¨âì   k-æ¥¯®çë© £à ä. �ãáâì £à ä G
¨¬¥¥â k æ¥¯¥©, á®¥¤¨ïîé¨å s ¨ t. �à ä G0 ¯®«ãç¥ ¨§ G ¤®¡ ¢«¥¨¥¬ ®¤®© â ª®© æ¥¯¨. �¡®-
§ ç¨¬ ç¥à¥§ p� ��� £à ä  G, â®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥®à¥¬  4. �ãé¥áâ¢ã¥â ��� p0 £à ä  G0, ¢ ª®â®à®¬ ®â®á¨â¥«ì®¥ ã¯®àï¤®ç¥¨¥ p� á®-
åà ï¥âáï.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¬¥â¨¬, çâ® ��� p £à ä  G § ¢¨á¨â â®«ìª® ®â ®â®è¥¨ï à §®áâ¨
£¨¡ª¨å ¤ã£. �®¡ ¢«¥¨¥ ®¢®© æ¥¯¨ ¥ ¢«¨ï¥â   ®â®è¥¨ï à §®áâ¨ ¢ £à ä¥ G. �®íâ®¬ã ¥
¡ã¤¥â ¨§¬¥¥¨© ¢ ®â®á¨â¥«ì®¬ ã¯®àï¤®ç¥¨¨ £à ä  G ¢ ��� £à ä  G0.

�§ ¤®ª § ®© â¥®à¥¬ë á«¥¤ã¥â, çâ®  «£®à¨â¬ ¤«ï ¤¢ãåæ¥¯®ç®£® £à ä  ®ç¥¢¨¤® ®¡®¡é -
¥âáï   £à ä á ¯à®¨§¢®«ìë¬ ª®«¨ç¥áâ¢®¬ æ¥¯¥©. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¡ã¤ãâ à áá¬ âà¨¢ âìáï ¤¢ 
ª®à¥¢ëå k-æ¥¯®çëå ¤¥à¥¢ . �â¬¥â¨¬, çâ® â¥®à¥¬ë 1 ¨ 3 ®¡®á®¢ë¢ îâ è £¨ 3, 4  «£®à¨â¬ ,
  â¥®à¥¬  2 | è £¨ 1, 2. �¥®à¥¬  4 ®¡®¡é ¥â  «£®à¨â¬   á«ãç © ¯à®¨§¢®«ì®£® ª®«¨ç¥áâ¢ 
æ¥¯¥©.

�â¬¥â¨¬, çâ® ®á®¢ ï âàã¤®¥¬ª®áâì  «£®à¨â¬  § ª«îç ¥âáï ¢ ¢ë¯®«¥¨¨ è £  3, â.¥. ¢
¯®¨áª¥ ��� ª®à¥¢®£® k-æ¥¯®ç®£® ¤¥à¥¢ . � ª ®â¬¥ç ¥âáï ¢ à ¡®â¥ [4], â ª®©  «£®à¨â¬ ¨¬¥¥â
âàã¤®¥¬ª®áâì ¯®àï¤ª  O(n logn) ®¯¥à æ¨©. �âëáª ¨¥ ¤ã£ ¬¨¨¬ «ì®© áâ®¨¬®áâ¨ ¢ à áá¬ -
âà¨¢ ¥¬®¬ k-æ¥¯®ç®¬ £à ä¥ âà¥¡ã¥â ¥ ¡®«¥¥ 2n ®¯¥à æ¨©. � à¥§ã«ìâ â¥ âàã¤®¥¬ª®áâì ¯à¥¤«®-
¦¥®£®  «£®à¨â¬  ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ¯®àï¤ª  O(n logn) ®¯¥à æ¨©.

�å®¤ ï ¨ä®à¬ æ¨ï § ¤ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥ á¯¨áª  ¢§¢¥è¥ëå ¤ã£ £à ä . �«¨  á¯¨áª  ¥ ¯à¥-
¢®áå®¤¨â 6n. �«ï à ¡®âë  «£®à¨â¬  ¯®âà¥¡ã¥âáï ¥é¥ ¬ áá¨¢ ¤«¨ë 6n. � ¨â®£¥  «£®à¨â¬ âà¥-
¡ã¥â ¯ ¬ïâ¨ ¯®àï¤ª  12n. �®§¬®¦  ¥ª®â®à ï ¥¥ íª®®¬¨ï ¢¢¨¤ã â®£®, çâ® ¤«ï ã¯®àï¤®ç¥¨ï
¢¥àè¨ «¥¢®£® ¨ ¯à ¢®£® ¤¥à¥¢ì¥¢ ¬®¦® ¨á¯®«ì§®¢ âì ®¤¨ ïç¥©ª¨ ¯ ¬ïâ¨.

�¢â®à ¢ëà ¦ ¥â ¡« £®¤ à®áâì � îª®¢ã �.�. §  ¯®«¥§®¥ ®¡áã¦¤¥¨¥ à ¡®âë.
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