
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

2003 ���������� ò 9 (496)

��� 512.55

�.�.������

����������� ����� ���������� �������
������������ ������ ����

� ¤ ­­®© áâ âì¥ ¢ce ª®«ìæ  ¯à¥¤¯®« £ îâáï  áá®æ¨ â¨¢­ë¬¨ ¨ á ¥¤¨­¨æ¥©. �®¤ã«ì M ­ -
§ë¢ ¥âáï á« ¡® à¥£ã«ïà­ë¬, ¥á«¨ ª ¦¤ë© ¥£® ¯®¤¬®¤ã«ì, ª®â®àë© ­¥ á®¤¥à¦¨âáï ¢ à ¤¨ª «¥
�¦¥ª®¡á®­  ¬®¤ã«ï M , á®¤¥à¦¨â ¢ á¥¡¥ ­¥­ã«¥¢®¥ ¯àï¬®¥ á« £ ¥¬®¥ ¬®¤ã«ï M . �®¤ã«ì M
­ §ë¢ ¥âáï 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïà­ë¬, ¥á«¨ ª ¦¤ë© ¥£® æ¨ª«¨ç¥áª¨© ¯®¤¬®¤ã«ì, ª®â®àë© ­¥
á®¤¥à¦¨âáï ¢ à ¤¨ª «¥ �¦¥ª®¡á®­  ¬®¤ã«ï M , ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á« £ ¥¬ë¬ ¬®¤ã«ï M . �¥à¥§
J(R) ¨ J(M) ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì á®®â¢¥âáâ¢¥­­® à ¤¨ª «ë �¦¥ª®¡á®­  ª®«ìæ  R ¨ ¬®¤ã«ï M .

�àï¬®¥ á« £ ¥¬®¥ á« ¡® à¥£ã«ïà­®£® ¬®¤ã«ï | á« ¡® à¥£ã«ïà­ë© ¬®¤ã«ì, ­® ¯àï¬ ï áã¬¬ 
¤¢ãå á« ¡® à¥£ã«ïà­ëå ¬®¤ã«¥©, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥ ï¢«ï¥âáï á« ¡® à¥£ã«ïà­ë¬ ¬®¤ã«¥¬. � ¤ ­-
­®© áâ âì¥ ¨§ãç îâáï ª®«ìæ , ­ ¤ ª®â®àë¬¨ ¬®¤ã«¨ á®åà ­ïîâ á¢®©áâ¢® á« ¡®© à¥£ã«ïà­®áâ¨
®â­®á¨â¥«ì­® ¢§ïâ¨ï ¯àï¬®© áã¬¬ë á« ¡® à¥£ã«ïà­ëå ¬®¤ã«¥© ®¯à¥¤¥«¥­­®£® â¨¯ .

�¥®à¥¬  1. �ãáâì R | ¯®«ãá®¢¥àè¥­­®¥ ª®«ìæ®. �®£¤  á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï à ¢­®á¨«ì­ë:

1) J2(R) = 0;
2) ­ ¤ ª®«ìæ®¬ R ª ¦¤ë© ¯à ¢ë© R-¬®¤ã«ì, ¯à¥¤áâ ¢¨¬ë© ¢ ¢¨¤¥ ¯àï¬®© áã¬¬ë «®ª «ì-

­®£® ¨ ¯®«ã¯à®áâ®£® ¬®¤ã«¥©, á« ¡® à¥£ã«ïà¥­;
3) ­ ¤ ª®«ìæ®¬ R ª ¦¤ë© ¯à ¢ë© R-¬®¤ã«ì, ¯à¥¤áâ ¢¨¬ë© ¢ ¢¨¤¥ ¯àï¬®© áã¬¬ë á« ¡®

à¥£ã«ïà­®£® ¨ ¯®«ã¯à®áâ®£® ¬®¤ã«¥©, á« ¡® à¥£ã«ïàe­;
4) ­ ¤ ª®«ìæ®¬ R ª ¦¤ë© ¯à ¢ë© R-¬®¤ã«ì, ¯à¥¤áâ ¢¨¬ë© ¢ ¢¨¤¥ ¯àï¬®© áã¬¬ë «®ª «ì-

­®£® ¨ ¯à®áâ®£® ¬®¤ã«¥©, á« ¡® à¥£ã«ïà¥­;
5) ­ ¤ ª®«ìæ®¬ R ª ¦¤ë© ¯à ¢ë© R-¬®¤ã«ì, ¯à¥¤áâ ¢¨¬ë© ¢ ¢¨¤¥ ¯àï¬®© áã¬¬ë «®ª «ì-

­®£® ¯à®¥ªâ¨¢­®£® ¨ ¯à®áâ®£® ¬®¤ã«¥©, á« ¡® à¥£ã«ïà¥­;
6) ­ ¤ ª®«ìæ®¬ R ª ¦¤ë© ¯à ¢ë© R-¬®¤ã«ì, ¯à¥¤áâ ¢¨¬ë© ¢ ¢¨¤¥ ¯àï¬®© áã¬¬ë ¯à®¥ª-

â¨¢­®£® ¨ ¯®«ã¯à®áâ®£® ¬®¤ã«¥©, á« ¡® à¥£ã«ïà¥­.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. 1) ) 2). �ãáâì M = xR � Y , £¤¥ xR | «®ª «ì­ë©, a Y | ¯®«ã¯à®áâ®©
¯®¤¬®¤ã«¨. �¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® xJ 6= 0. �®ª ¦¥¬, çâ® M ï¢«ï¥â-
áï á« ¡® à¥£ã«ïà­ë¬ ¬®¤ã«¥¬. �®áª®«ìªã á®£« á­® ([1], á. 78) ª ¦¤ë© ¬®¤ã«ì ­ ¤ ª®«ìæ®¬ R
ï¢«ï¥âáï áã¬¬®© «®ª «ì­ëå ¯®¤¬®¤ã«¥©, â® ¤®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ® ª ¦¤ë© «®ª «ì­ë© ¯®¤-
¬®¤ã«ì, ­¥ «¥¦ é¨© ¢ J(M), ¢ë¤¥«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¯àï¬®£® á« £ ¥¬®£® ¢ M . �ãáâì N = (xr+ y)R
| «®ª «ì­ë© ¯®¤¬®¤ã«ì, ª®â®àë© ­¥ á®¤¥à¦¨âáï ¢ J(M) ¨ y 2 Y . �á«¨ xrJ = 0, â® N |
¯à®áâ®© ¯®¤¬®¤ã«ì, ª®â®àë© ­¥ á®¤¥à¦¨âáï ¢ à ¤¨ª «¥ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢ë¤¥«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥
¯àï¬®£® á« £ ¥¬®£® ¢ M . � á«ãç ¥, ª®£¤  xrJ 6= 0, ¬®¤ã«ì N ï¢«ï¥âáï «®ª «ì­ë¬ ­¥¯à®áâë¬ ¨
Y \N = Y \ J(N) � Y \ J(xR� Y ) = J(Y ) = 0, â. ¥. Y \N = 0. �®áª®«ìªã J2(R) = 0, â® ¢ íâ®¬
á«ãç ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® xrR = xR. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, N � Y = xR� Y .

2)) 4). �ç¥¢¨¤­®.
4)) 5). �ç¥¢¨¤­®.
5)) 1). �®¯ãáâ¨¬ ¯à®â¨¢­®¥. �®£¤  ã ­¥ª®â®à®£® «®ª «ì­®£® ¯à®¥ªâ¨¢­®£® ¬®¤ã«ï eR ¯®¤-

¬®¤ã«ì eJ2 ­¥ à ¢¥­ ­ã«î. � ª ª ª ¬®¤ã«ì eJ ­¥ ¯®«ã¯à®áâ ¨ á®£« á­® ([1], c. 78) ï¢«ï¥âáï áã¬-
¬®© «®ª «ì­ëå ¯®¤¬®¤ã«¥©, â® ¢ ­¥¬ ­ ©¤¥âáï «®ª «ì­ë© ­¥¯à®áâ®© ¯®¤¬®¤ã«ì M = xR. � á-
á¬®âà¨¬ ¢­¥è­îî ¯àï¬ãî áã¬¬ã ¬®¤ã«¥© eR� (M=MJ). �ë¤¥«¨¬ ¯®¤¬®¤ã«ì ¢¨¤  (x; f(x))R,
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£¤¥ f | ª ­®­¨ç¥áª¨© £®¬®¬®àä¨§¬ ¨§ M ¢ M=MJ . �á«¨ � | ¯à®¥ªæ¨ï ¬®¤ã«ï eR� (M=MJ)
­  ¬®¤ã«ì eR, â® ¥¥ ®£à ­¨ç¥­¨¥ �j(x;f(x))R ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¬®¤ã«ï (x; f(x))R ­  ¬®-
¤ã«ì M . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, (x; f(x))R | «®ª «ì­ë© ¯®¤¬®¤ã«ì, ï¢«ïîé¨©áï ¯àï¬ë¬ á« £ ¥-
¬ë¬ ¢ ¬®¤ã«¥ eR � (M=MJ), â. ¥. eR � (M=MJ) = (x; f(x))R � (a; b)R, £¤¥ (a; b)R á®£« á-
­® ([2], á. 179) ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ ¯®¤¬®¤ã«¥¬. �á­®, çâ® a ¨ x «¥¦ â ¢ eJ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,
(x; f(x))R � (a; b)R � eJ � (M=MJ), çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¯®á«¥¤­¥¬ã à ¢¥­áâ¢ã.

1) ) 3). � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¯à ¢ë© R-¬®¤ã«ì M ¢¨¤  N � Y , £¤¥ N | á« ¡® à¥£ã-
«ïà­ë©,   Y | ¯®«ã¯à®áâ®© ¬®¤ã«¨. �ãáâì L = (a + b)R | ­¥ «¥¦ é¨© ¢ J(M) «®ª «ì­ë©
¯®¤¬®¤ã«ì, ¯à¨ç¥¬ a 2 N , b 2 Y . �®ª ¦¥¬, çâ® L ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á« £ ¥¬ë¬ ¢M . �¥§ ®£à ­¨-
ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® aJ 6= 0. �®£¤  aR ï¢«ï¥âáï «®ª «ì­ë¬ ¯®¤¬®¤ã«¥¬ ¬®¤ã«ï
N , ª®â®àë© ­¥ á®¤¥à¦¨âáï ¢ J(N). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¯®¤¬®¤ã«ï N1 ¬®¤ã«ï N
¢ë¯®«­ï¥âáï N = N1�aR. �®£¤  á®£« á­® ¨¬¯«¨ª æ¨¨ 1)) 2) L ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á« £ ¥¬ë¬
¢ aR� Y ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢ M .

3)) 2). �ç¥¢¨¤­®.
3) ) 6). �®£« á­® ([3], á. 94) ª ¦¤ë© ¯à®¥ªâ¨¢­ë© ¬®¤ã«ì ­ ¤ ¯®«ãá®¢¥àè¥­­ë¬ ª®«ìæ®¬

ï¢«ï¥âáï á« ¡® à¥£ã«ïà­ë¬.
6)) 5). �ç¥¢¨¤­®.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ãáâì R|¯®«ãá®¢¥àè¥­­®¥ ª®«ìæ®. �®£¤  á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï à ¢­®á¨«ì­ë:

1) R ï¢«ï¥âáï «¨¡® ¯®«ã¯à®áâë¬, «¨¡® «®ª «ì­ë¬, ¨ J2(R) = 0;
2) ­ ¤ ª®«ìæ®¬ R ª ¦¤ë© ¯à ¢ë© R-¬®¤ã«ì, ¯à¥¤áâ ¢¨¬ë© ¢ ¢¨¤¥ ¯àï¬®© áã¬¬ë á« ¡®

à¥£ã«ïà­®£® ¨ ¯®«ã¯à®áâ®£® ¬®¤ã«ï, 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïà¥­.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. 1) ) 2). �ãáâì ¯à ¢ë© R-¬®¤ã«ì M ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ ¯àï¬®© áã¬¬ë
á« ¡® à¥£ã«ïà­®£® ¨ ¯®«ã¯à®áâ®£® ¬®¤ã«¥©. �®£¤  ¨§ â¥®à¥¬ë 1 á«¥¤ã¥â, çâ® ®­ ï¢«ï¥âáï á« -
¡® à¥£ã«ïà­ë¬. �®áª®«ìªã ª ¦¤ë© æ¨ª«¨ç¥áª¨© ¬®¤ã«ì ­ ¤ «®ª «ì­ë¬ ª®«ìæ®¬ ï¢«ï¥âáï «®-
ª «ì­ë¬ ¨ ª ¦¤ë© «®ª «ì­ë© ¯®¤¬®¤ã«ì, ­¥ á®¤¥à¦ é¨©áï ¢ J(M), ¢ë¤¥«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¯àï¬®£®
á« £ ¥¬®£®, â® ¬®¤ã«ì M 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïà¥­.

2)) 1). �®£« á­® â¥®à¥¬¥ 1 J2 = 0. �¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® J(R) 6= 0.
�®ª ¦¥¬, çâ® R ï¢«ï¥âáï «®ª «ì­ë¬ ª®«ìæ®¬. �®¯ãáâ¨¬ ¯à®â¨¢­®¥. �®£¤  ¢ ª®«ìæ¥ R ­ ©¤ãâáï
¤¢  ¯à¨¬¨â¨¢­ëå ¨¤¥¬¯®â¥­â  e ¨ f , ¤«ï ª®â®àëå eJf 6= 0. �ãáâì g| ¯à¨¬¨â¨¢­ë© ¨¤¥¬¯®â¥­â,
®àâ®£®­ «ì­ë© f . � áá¬®âà¨¬ ¢­¥è­îî ¯àï¬ãî áã¬¬ã eR � gR, £¤¥ gR = gR=gJ . �ë¤¥«¨¬ ¢
­¥© ¯®¤¬®¤ã«ì (ejf; g)R, £¤¥ ejf 6= 0 ¨ j 2 J . �®áª®«ìªã (ejf; g)R ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á« £ ¥¬ë¬
¢ eR� gR ¨ (ejf; g)R = (ejf; 0)R � (0; g)R, â® (ejf; 0)R ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á« £ ¥¬ë¬ ¢ eR� gR,
çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¥£® ª®áãé¥áâ¢¥­­®áâ¨.

�¥®à¥¬  2. � ¤ ¯®«ãá®¢¥àè¥­­ë¬ ª®«ìæ®¬ R á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï à ¢­®á¨«ì­ë:

1) ª®«ìæ® R ï¢«ï¥âáï ¯®«ãæ¥¯­ë¬ á¯à ¢ , ¤«ï ª®â®à®£® J2(R) = 0;
2) ­ ¤ ª®«ìæ®¬ R ¯àï¬ ï áã¬¬  ¤¢ãå ¯à ¢ëå «®ª «ì­ëå ¬®¤ã«¥© | á« ¡® à¥£ã«ïà­ë© ¬®-

¤ã«ì;
3) ¯àï¬ ï áã¬¬  ¤¢ãå ¯à ¢ëå á« ¡® à¥£ã«ïà­ëå ¬®¤ã«¥© | á« ¡® à¥£ã«ïà­ë© ¬®¤ã«ì.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. 1)) 2). �ãáâìM = xR�yR, £¤¥ xR ¨ yR| «®ª «ì­ë¥ ¯®¤¬®¤ã«¨ ¬®¤ã«ï
M . �á«¨ xR ¯à®áâ, â® á®£« á­® â¥®à¥¬¥ 1 ¬®¤ã«ì xR� yR ï¢«ï¥âáï á« ¡® à¥£ã«ïà­ë¬. �®íâ®¬ã
¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® xJ 6= 0 ¨ yJ 6= 0. �®£¤  xR ¨ yR ï¢«ïîâáï ¯à®¥ªâ¨¢­ë¬¨ ¨ á®£« á­® ([3],
á. 94) ¬®¤ã«ì xR� yR á« ¡® à¥£ã«ïà¥­.

2)) 1). �§ â¥®à¥¬ë 1 á«¥¤ã¥â J2(R) = 0. �®ª ¦¥¬, çâ® ª®«ìæ® R ï¢«ï¥âáï æ¥¯­ë¬ á¯à ¢ .
�®¯ãáâ¨¬ ¯à®â¨¢­®¥. �®£¤  ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¯à¨¬¨â¨¢­®£® ¨¤¥¬¯®â¥­â  e ¬®¤ã«ì eJ ­¥ ¯à®áâ
¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ­ ¤ ª®«ìæ®¬ R ­ ©¤¥âáï «®ª «ì­ë© ¯à ¢ë© ¬®¤ã«ì M , ã ª®â®à®£® MJ =
M1 �M2, £¤¥ M1 ¨ M2 | ¯à®áâë¥ ¬®¤ã«¨. � áá¬®âà¨¬ ª ­®­¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥­¨¥ f ¬®¤ã«ï M ¢
¬®¤ã«ì M=M1�M=M2. �®áª®«ìªã f(M) 6� J(M=M1�M=M2), â® á®£« á­® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î f(M)
ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á« £ ¥¬ë¬ ¢ M=M1 �M=M2. �§ ([2], á. 176) á«¥¤ã¥â, çâ® ã ¬®¤ã«¥© M=M1
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¨ M=M2 ª®«ìæ  í­¤®¬®àä¨§¬®¢ «®ª «ì­ë. �®£¤  á®£« á­® ([2], á. 179) f(M) ¨§®¬®àä­® «¨¡®
M=M1, «¨¡® M=M2, çâ®, ®ç¥¢¨¤­®, ­¥¢®§¬®¦­®.

3)) 2). �ç¥¢¨¤­®.
1) ) 3). �ãáâì M = A � B, £¤¥ A ¨ B | á« ¡® à¥£ã«ïà­ë¥ ¯à ¢ë¥ R-¬®¤ã«¨. � áá¬®âà¨¬

­¥ª®â®àë© «®ª «ì­ë© ¯®¤¬®¤ã«ì (a+b)R, a 2 A, b 2 B, ­¥ «¥¦ é¨© ¢ J(A�B). �¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï
®¡é­®áâ¨ ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® (a + b)R ­¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬. �®£¤  «¨¡® aJ 6= 0, «¨¡® bJ 6= 0.
�ãáâì ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ aJ 6= 0. � ª ª ª aR ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä­ë¬ ®¡à §®¬ (a + b)R ¨,
á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ï¢«ï¥âáï «®ª «ì­ë¬ ¯®¤¬®¤ã«¥¬, â® A = C�aR, £¤¥ C | ­¥ª®â®àë© ¯®¤¬®¤ã«ì
¬®¤ã«ï A. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¥ªæ¨î � ¬®¤ã«ï A � B ­  ¯®¤¬®¤ã«ì aR ®â­®á¨â¥«ì­® à §«®¦¥­¨ï
C � aR � B. �®£¤  ®£à ­¨ç¥­¨¥ íâ®© ¯à®¥ªæ¨¨ ­  ¯®¤¬®¤ã«ì (a + b)R ï¢«ï¥âáï í¯¨¬®àä¨§¬®¬
¬¥¦¤ã «®ª «ì­ë¬¨ æ¥¯­ë¬¨ ¬®¤ã«ï¬¨ ¤«¨­ë ¤¢  ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, íâ®â í¯¨¬®àä¨§¬ ï¢«ï¥âáï
¨§®¬®àä¨§¬®¬. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ker�j(a+b)R = (a + b)R \ (C � B) = 0, ¨ ¯®áª®«ìªã �j(a+b)R |
í¯¨¬®àä¨§¬, â® (a+ b)R + (C �B) = A�B, â. ¥. (a+ b)R | ¯àï¬®¥ á« £ ¥¬®¥ ¢ A�B.

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �ãáâì R|¯®«ãá®¢¥àè¥­­®¥ ª®«ìæ®. �®£¤  á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï à ¢­®á¨«ì­ë:

1) R ï¢«ï¥âáï «¨¡® ¯®«ã¯à®áâë¬, «¨¡® æ¥¯­ë¬ á¯à ¢  ª®«ìæ®¬, ¤«ï ª®â®à®£® J2(R) = 0;
2) ­ ¤ ª®«ìæ®¬ R ¯àï¬ ï áã¬¬  ¤¢ãå ¯à ¢ëå 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïà­ëå ¬®¤ã«¥© |

1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïà­ë© ¬®¤ã«ì.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. 1) ) 2). �®áª®«ìªã ­ ¤ «®ª «ì­ë¬ ª®«ìæ®¬ ª ¦¤ë© á« ¡® à¥£ã«ïà­ë©
¬®¤ã«ì ï¢«ï¥âáï 1-áâà®£® á« ¡® à¥£ã«ïà­ë¬, â® ¨¬¯«¨ª æ¨ï á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 2.

2)) 1). �¬¯«¨ª æ¨ï ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â ¨§ á«¥¤áâ¢¨ï 1 ¨ â¥®à¥¬ë 2.
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