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1. �¢¥¤¥­¨¥ ¨ ä®à¬ã«¨à®¢ª  ®á­®¢­ëå à¥§ã«ìâ â®¢

�á«¨ à¥è¥âª  L ¢«®¦¨¬  ¢ à¥è¥âªã ¯®¤ «£¥¡à ­¥ª®â®à®©  «£¥¡àë ¤ ­­®£® ª« áá  K, â® £®-
¢®à¨¬, çâ® L ¯à¥¤áâ ¢¨¬  à¥è¥âª®© ¯®¤ «£¥¡à  «£¥¡àë ¨§ K. �« áá K ­ §ë¢ ¥âáï à¥è¥â®ç­®

ã­¨¢¥àá «ì­ë¬, ¥á«¨ ¢áïª ï à¥è¥âª  ¯à¥¤áâ ¢¨¬  à¥è¥âª®© ¯®¤ «£¥¡à ­¥ª®â®à®©  «£¥¡àë ¨§ K
(â¥à¬¨­ \à¥è¥â®ç­® ã­¨¢¥àá «ì­ë© ª« áá" ¡ë« ¯à¥¤«®¦¥­  ¢â®àã �.�.�¥¢à¨­ë¬). �« áá¨-
ç¥áª ï â¥®à¥¬  �¨â¬¥­  [1] ® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ à¥è¥â®ª à¥è¥âª ¬¨ ¯®¤£àã¯¯ ãâ¢¥à¦¤ ¥â ¢ ­ è¥©
â¥à¬¨­®«®£¨¨, çâ® ª« áá ¢á¥å £àã¯¯ ï¢«ï¥âáï à¥è¥â®ç­® ã­¨¢¥àá «ì­ë¬. �âáî¤  ¨ ¨§ â®£®,
çâ® à¥è¥âª  ¯®¤£àã¯¯ £àã¯¯ë ï¢«ï¥âáï ¯®¤à¥è¥âª®© ¥¥ à¥è¥âª¨ ¯®¤¯®«ã£àã¯¯,  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨
¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ª« áá ¢á¥å ¯®«ã£àã¯¯ â ª¦¥ à¥è¥â®ç­® ã­¨¢¥àá «¥­. �¥ª®â®àë¥ á®¡áâ¢¥­­ë¥ à¥-
è¥â®ç­® ã­¨¢¥àá «ì­ë¥ ¯®¤ª« ááë ¢ ª« áá¥ ¯®«ã£àã¯¯, ¤ «¥ª¨¥ ®â ª« áá  £àã¯¯, ¡ë«¨ ­ ©¤¥­ë
 ¢â®à®¬ ¢ à ¡®â¥ [2]. �à¥¤¨ ­¨å ª« áá ¢á¥å ¯®«ãà¥è¥â®ª ¨ ª« áá ¢á¥å ª®¬¬ãâ â¨¢­ëå ­¨«ì¯®-
«ã£àã¯¯ ¨­¤¥ªá  ¤¢ .

�ª § ­­ë¥ ¢ëè¥ ª« ááë  «£¥¡à ®¡à §ãîâ ¬­®£®®¡à §¨ï. �â® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬
®¡à §®¬ ¯à¨¢®¤¨â ª ¯®áâ ­®¢ª¥ á«¥¤ãîé¥© § ¤ ç¨: ¤«ï ª« áá   «£¥¡à â®© ¨«¨ ¨­®© ª®­ªà¥â­®©

á¨£­ âãàë ®å à ªâ¥à¨§®¢ âì ¢á¥ à¥è¥â®ç­® ã­¨¢¥àá «ì­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï íâ¨å  «£¥¡à. � ¤ ­-
­®© áâ âì¥ ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ íâã § ¤ çã ¢ á«ãç ¥ ¯®«ã£àã¯¯,  áá®æ¨ â¨¢­ëå ª®«¥æ ¨ à¥è¥â®ª.
�á­®¢­ë¬¨ à¥§ã«ìâ â ¬¨ ï¢«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ âà¨ â¥®à¥¬ë.

�¥®à¥¬  1.1. �­®£®®¡à §¨¥ ¯®«ã£àã¯¯ V à¥è¥â®ç­® ã­¨¢¥àá «ì­® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,

ª®£¤  V ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ®¤­®¬ã ¨§ ãá«®¢¨©:

(1) V á®¤¥à¦¨â ¯®«ã£àã¯¯ã, ­¥ ï¢«ïîéãîáï ­¨«ì¯®â¥­â­ë¬ à áè¨à¥­¨¥¬ ¯àï¬®ã£®«ì­®©

á¢ï§ª¨ £àã¯¯;
(2) V | ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥, ¨ «î¡ ï à¥è¥âª  ¯à¥¤áâ ¢¨¬  à¥è¥âª®© ¯®¤£àã¯¯

­¥ª®â®à®© £àã¯¯ë ¨§ V .

�¥®à¥¬  1.2. �î¡®¥ ­¥­¨«ì¯®â¥­â­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥  áá®æ¨ â¨¢­ëå ª®«¥æ à¥è¥â®ç­® ã­¨-

¢¥àá «ì­®.

�¥®à¥¬  1.3. �­®£®®¡à §¨¥ à¥è¥â®ª à¥è¥â®ç­® ã­¨¢¥àá «ì­® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

®­® ­¥âà¨¢¨ «ì­®.

�â¬¥â¨¬, çâ® â¥®à¥¬  1.3 ï¢«ï¥âáï ãá¨«¥­¨¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® à¥§ã«ìâ â  �®­£ , à áá¬ -
âà¨¢ ¢è¥£® ¢ [3] ¢«®¦¥­¨ï ª®­¥ç­ëå à¥è¥â®ª ¢ à¥è¥âª¨ ¯®¤à¥è¥â®ª.

� ª ¬ë ¢¨¤¨¬, ¢®¯à®á ® ¯®«­®¬ ®¯¨á ­¨¨ à¥è¥â®ç­® ã­¨¢¥àá «ì­ëå ¬­®£®®¡à §¨© ¯®«ã-
£àã¯¯ á¢®¤¨âáï â¥®à¥¬®© 1.1 ª ®¯¨á ­¨î á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å £àã¯¯®¢ëå ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å ¬­®£®-
®¡à §¨©. �®á«¥¤­ïï § ¤ ç  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ®ç¥­ì âàã¤­®©. �® ­¥¤ ¢­¥£® ¢à¥¬¥­¨  ¢â®à ­¥ §­ «
­¨ ®¤­®£® ¯à¨¬¥à  á®¡áâ¢¥­­®£® ­¥ ¡¥«¥¢  ¬­®£®®¡à §¨ï £àã¯¯ V , ¤«ï ª®â®à®£® ®â¢¥â ­  ¢®-
¯à®á, ï¢«ï¥âáï «¨ V à¥è¥â®ç­® ã­¨¢¥àá «ì­ë¬, ¡ë« ¡ë ¨§¢¥áâ¥­. �¯à¥¤¥«¥­­®¥ ¯à®¤¢¨¦¥­¨¥ ¢
íâ®¬ ­ ¯à ¢«¥­¨¨ á¤¥« ­®  ¢â®à®¬ ¢ á ¬®¥ ¯®á«¥¤­¥¥ ¢à¥¬ï. � ª, ­ ¯à¨¬¥à, ãáâ ­®¢«¥­®, çâ®
¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ­¥ç¥â­®£® ç¨á«  k � 665 ¬­®£®®¡à §¨¥ ¢á¥å £àã¯¯ íªá¯®­¥­âë k à¥è¥â®ç­®
ã­¨¢¥àá «ì­®. �à®¬¥ â®£®, ¯®ª § ­®, çâ® ­¨«ì¯®â¥­â­®áâì £àã¯¯ë (ª®«ìæ ) ¢«¥ç¥â ¢ë¯®«­¥­¨¥
­¥âà¨¢¨ «ì­®£® â®¦¤¥áâ¢  ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© à¥è¥âª¥ ¯®¤£àã¯¯ (¯®¤ª®«¥æ). � ª¨¬ ®¡à §®¬,
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à¥è¥â®ç­® ã­¨¢¥àá «ì­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï £àã¯¯ ¨ ª®«¥æ ¤®«¦­ë ¡ëâì ­¥­¨«ì¯®â¥­â­ë¬¨. �â®
¢¬¥áâ¥ á â¥®à¥¬®© 1.2 ¯®«­®áâìî à¥è ¥â ¯®áâ ¢«¥­­ãî ­ ¬¨ § ¤ çã ¢ á«ãç ¥ ¬­®£®®¡à §¨©
 áá®æ¨ â¨¢­ëå ª®«¥æ. �®ª § â¥«ìáâ¢ ¬ â®«ìª® çâ® ã¯®¬ï­ãâëå à¥§ã«ìâ â®¢ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï
¯®á¢ïâ¨âì ®â¤¥«ì­ë¥ áâ âì¨.

2. �à¥¤¢ à¨â¥«ì­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï

� íâ®¬ ¯ã­ªâ¥ ¬ë ­ ¯®¬¨­ ¥¬ ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ ®¡®§­ ç¥­¨ï. � ­¥¬ â ª¦¥ á®¡à -
­ë ­¥ª®â®àë¥ ¨§¢¥áâ­ë¥ ä ªâë ® áâà®¥­¨¨ ¯®«ã£àã¯¯ ¨ ¨å à¥è¥â®ª ¯®¤¯®«ã£àã¯¯.

�¥à¥§ SubA ®¡®§­ ç ¥âáï à¥è¥âª  ¢á¥å ¯®¤ «£¥¡à  «£¥¡àë A; ¢ ­¥®¡å®¤¨¬ëå á«ãç ïå (­ -
¯à., ª®£¤  A | ¯®«ã£àã¯¯  ¨«¨ à¥è¥âª ) SubA á®¤¥à¦¨â ¢ ª ç¥áâ¢¥ í«¥¬¥­â  ¯ãáâ®¥ ¬­®¦¥-
áâ¢®; M(G; I;�;P ) | à¨á®¢áª ï ¯®«ã£àã¯¯  ¬ âà¨ç­®£® â¨¯  á áí­¤¢¨ç-¬ âà¨æ¥© P ­ ¤ £àã¯-
¯®© G; G ­ §ë¢ ¥âáï áâàãªâãà­®© £àã¯¯®© ¯®«ã£àã¯¯ë M(G; I;�;P ); E(S) | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å
¨¤¥¬¯®â¥­â®¢ ¯®«ã£àã¯¯ë S; KS | ¯®«ã£àã¯¯®¢®¥ ª®«ìæ® ¯®«ã£àã¯¯ë S ­ ¤  áá®æ¨ â¨¢­®-
ª®¬¬ãâ â¨¢­ë¬ ª®«ìæ®¬ K á ¥¤¨­¨æ¥©; Fp | ¯®«¥ ¨§ p í«¥¬¥­â®¢.

�®«ã£àã¯¯  S ­ §ë¢ ¥âáï ­¨«ì¯®«ã£àã¯¯®© ¨­¤¥ªá  k, ¥á«¨ ®­  á®¤¥à¦¨â ­ã«ì ¨ xk = 0 ¤«ï
¢áïª®£® x 2 S, ¯à¨ç¥¬ k | ­ ¨¬¥­ìè¥¥ ç¨á«® á íâ¨¬ á¢®©áâ¢®¬.

�®«ã£àã¯¯  S ­ §ë¢ ¥âáï á¢ï§ª®©, ¥á«¨ ®­  á®áâ®¨â ¨§ ¨¤¥¬¯®â¥­â®¢; S | ¯àï¬®ã£®«ì­ ï
á¢ï§ª , ¥á«¨ ¢ ­¥© ¢ë¯®«­¥­® â®¦¤¥áâ¢® xyx = x.

�®«ã£àã¯¯  S ­ §ë¢ ¥âáï ¯àï¬®ã£®«ì­®© á¢ï§ª®© £àã¯¯, ¥á«¨ ¢ S áãé¥áâ¢ã¥â ª®­£àãí­æ¨ï
� â ª ï, çâ® ª ¦¤ë© ¥¥ ª« áá ï¢«ï¥âáï ¯®¤£àã¯¯®© ¢ S ¨ S=� | ¯àï¬®ã£®«ì­ ï á¢ï§ª . � íâ®¬
á«ãç ¥ � ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì áâàãªâãà­®© ª®­£àãí­æ¨¥© ¯®«ã£àã¯¯ë S.

�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ­ âãà «ì­®£® ç¨á«  n ç¥à¥§ �n ¬ë ®¡®§­ ç ¥¬ à¥è¥â®ç­®¥ â®¦¤¥áâ¢®:
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�¨¬¢®«®¬ � ®¡®§­ ç ¥âáï ª®­¥æ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï.
�«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ª á îâáï áâà®¥­¨ï ¯àï¬®ã£®«ì­ëå á¢ï§®ª £àã¯¯. �à¨¢®¤¨¬ë¥

¢ ­¨å ä ªâë ¬®£ãâ ¡ëâì ­ ©¤¥­ë áà¥¤¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ãâ¢¥à¦¤¥­¨© ª­¨£¨ [4] (á¬. £«. 2 ¨ 3)
¨«¨ «¥£ª® ¯®«ãç îâáï ¨§ ­¨å (á¬. â ª¦¥ £«. 4 ª­¨£¨ [5], [11]).

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2.1. �®«ã£àã¯¯  ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®ã£®«ì­®© á¢ï§ª®© £àã¯¯ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®-

£¤ , ª®£¤  ®­  ¨§®¬®àä­  ­¥ª®â®à®© à¨á®¢áª®© ¯®«ã£àã¯¯¥ ¬ âà¨ç­®£® â¨¯  M(G; I;�; P ).

�â® ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ ¥áâì ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ â¥®à¥¬ë �¨á {�ãèª¥¢¨ç  ® áâà®¥­¨¨ ¢¯®«­¥ ¯à®áâëå
¯®«ã£àã¯¯ ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ® â®¬, çâ® ¢áïª ï ¢¯®«­¥ ¯à®áâ ï ¯®«ã£àã¯¯  | íâ® ¢ â®ç­®áâ¨
¯àï¬®ã£®«ì­ ï á¢ï§ª  £àã¯¯.

�§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 2.1 ¢ëâ¥ª ¥â, ¢ ç áâ­®áâ¨, çâ® «î¡ ï ¯àï¬®ã£®«ì­ ï á¢ï§ª  S ¨§®¬®àä­ 
¯®¤å®¤ïé¥© à¨á®¢áª®© ¯®«ã£àã¯¯¥ ¬ âà¨ç­®£® â¨¯  ­ ¤ ¥¤¨­¨ç­®© £àã¯¯®©. � íâ®¬ á«ãç ¥ ­ 
S ¬®¦­® á¬®âà¥âì ª ª ­  ¬­®¦¥áâ¢® I � �, ¢ ª®â®à®¬ í«¥¬¥­âë ¯¥à¥¬­®¦ îâáï ¯® ¯à ¢¨«ã
(i; �)(j; �) = (i; �).

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2.2. �ãáâì S | ¯àï¬®ã£®«ì­ ï á¢ï§ª  £àã¯¯, G | ¥¥ áâàãªâãà­ ï £àã¯¯ 

¨ � | ¥¥ áâàãªâãà­ ï ª®­£àãí­æ¨ï. �®£¤ 

(1) ¤«ï «î¡®£® ¨¤¥¬¯®â¥­â  e 2 E(S) ¯®¤¯®«ã£àã¯¯  eSe ï¢«ï¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì­®© ¯®¤£àã¯-

¯®© ¢ S, ¨§®¬®àä­®© G, ¯à¨ç¥¬ e | ¥¤¨­¨æ  ¢ eSe;
(2) � | ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï áâàãªâãà­ ï ª®­£àãí­æ¨ï ¢ S,   ¥¥ ª« ááë áãâì ¯®¤£àã¯¯ë eSe, e 2

E(S); ¢ ç áâ­®áâ¨, S =
S
(eSe j e 2 E(S)).

�á«¨ S ¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï, â®

(3) ¢áïª ï ¯®¤¯®«ã£àã¯¯  ¢ S á ¬  ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®ã£®«ì­®© á¢ï§ª®© £àã¯¯,   ¥¥ áâàãªâãà­ ï

£àã¯¯  ¨§®¬®àä­  ­¥ª®â®à®© ¯®¤£àã¯¯¥ £àã¯¯ë G;
(4) ¤«ï «î¡ëå z 2 S ¨ e 2 E(S) áãé¥áâ¢ã¥â ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«® n â ª®¥, çâ® (eze)n = e.
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�á«¨ ¢ ¯à¥¤«®¦¥­¨¨ 2.2 ®â®¦¤¥áâ¢¨âì S á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© à¨á®¢áª®© ¯®«ã£àã¯¯®© ¬ -
âà¨ç­®£® â¨¯  M(G; I;�;P ), â®, ª ª «¥£ª® á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯®á«¥¤­¥©, ¬­®¦¥áâ¢® E(S)
¨¤¥¬¯®â¥­â®¢ ¯®«ã£àã¯¯ë S á®¢¯ ¤ ¥â á ¬­®¦¥áâ¢®¬ í«¥¬¥­â®¢ ¢¨¤  (p�1�i ; i; �), £¤¥ i 2 I, � 2 �
¨ p�i | í«¥¬¥­â áí­¤¢¨ç-¬ âà¨æë P . �à¨ íâ®¬ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¨¤¥¬¯®â¥­â  e = (p�1�i ; i; �)
¢ S ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì eSe = f(a; i; �) 2 S j a 2 Gg. � á«ãç ¥, ª®£¤  S | ¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï ¯®«ã£àã¯¯ ,
¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  (a; i; �) 2 S ­¥ª®â®à ï ¥£® áâ¥¯¥­ì à ¢­  ¨¤¥¬¯®â¥­âã (p�1�i ; i; �). � ¬¥â¨¬
ª â®¬ã ¦¥, çâ® ä ªâ®à-¯®«ã£àã¯¯  S=� ¨§®¬®àä­  ¯àï¬®ã£®«ì­®© á¢ï§ª¥ I � �.

� ¬ ¯®­ ¤®¡ïâáï â ª¦¥ ç¥âëà¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï, ¯à¨¢®¤¨¬ë¥ ­¨¦¥. �¥à¢®¥ ¨§ ­¨å ­¥¯®áà¥¤-
áâ¢¥­­® ¯®«ãç ¥âáï ¨§ à¥§ã«ìâ â®¢ à ¡®â [6] ¨ [7]. �¥¬¬  2.1 ¨¬¥¥â çãâì ¡®«¥¥ á¨«ì­ãî ä®à¬ã-
«¨à®¢ªã, ç¥¬ «¥¬¬  4.7 ¨§ [8], ¯à¨ íâ®¬ ¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®  ­ «®£¨ç­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ¯®á«¥¤­¥©.
�¯à ¢¥¤«¨¢®áâì «¥¬¬ 2.2 ¨ 2.3 «¥£ª® ãá¬ âà¨¢ ¥âáï.

�¥¬¬  2.1. �­®£®®¡à §¨¥ ¯®«ã£àã¯¯ V á®áâ®¨â ¨§ ¯®«ã£àã¯¯, ï¢«ïîé¨åáï ­¨«ì¯®â¥­â-

­ë¬¨ à áè¨à¥­¨ï¬¨ ¯àï¬®ã£®«ì­ëå á¢ï§®ª £àã¯¯, â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  V ­¥ á®¤¥à¦¨â

¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨© ª« áá ¢á¥å ¯®«ãà¥è¥â®ª ¨ ª« áá ¢á¥å ª®¬¬ãâ â¨¢­ëå ­¨«ì¯®«ã-

£àã¯¯ ¨­¤¥ªá  ¤¢ . � íâ®¬ á«ãç ¥ V | ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥.

�¥¬¬  2.2. �ãáâì S | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¯®«ã£àã¯¯  ¨ I | ¥¥ ¨¤¥ «. �¯à¥¤¥«¨¬ ­  à¥è¥âª¥

SubS ¡¨­ à­®¥ ®â­®è¥­¨¥ � ¯® ¯à ¢¨«ã: (S1; S2) 2 � ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ S1 [
I = S2 [ I. �®£¤  � ï¢«ï¥âáï ª®­£àãí­æ¨¥©, ¯à¨ç¥¬ (SubS)=� �= [f0g; S=I] ¨ ª ¦¤ë© ª« áá

ª®­£àãí­æ¨¨ � ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ª ª à¥è¥âª  ¢ à¥è¥âªã ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ Sub I.

�¥¬¬  2.3. �¥è¥âª  ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ ¯à®¨§¢®«ì­®© n-­¨«ì¯®â¥­â­®© ¯®«ã£àã¯¯ë ã¤®¢«¥-

â¢®àï¥â â®¦¤¥áâ¢ã �n.

�¥¬¬  2.4. �¥è¥âª  ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ ¯à®¨§¢®«ì­®© ¯àï¬®ã£®«ì­®© á¢ï§ª¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â

â®¦¤¥áâ¢ã �3.

3. �®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1.1

�®ª ¦¥¬ á­ ç «  ¢á¯®¬®£ â¥«ì­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, ª®â®à®¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¨ á ¬®áâ®ïâ¥«ì­ë©
¨­â¥à¥á.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.1. �ãáâì S | ¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï ¯àï¬®ã£®«ì­ ï á¢ï§ª  £àã¯¯, G | á®®â¢¥â-

áâ¢ãîé ï ¥© áâàãªâãà­ ï £àã¯¯  ¨ � | áâàãªâãà­ ï ª®­£àãí­æ¨ï. �¯à¥¤¥«¨¬ ­  à¥è¥âª¥

SubS ¡¨­ à­®¥ ®â­®è¥­¨¥ � ¯® ¯à ¢¨«ã: ¤«ï «î¡ëå S1; S2 2 SubS, S1 � S2 ¢ â®¬ ¨ â®«ì-

ª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ E(S1) = E(S2). �®£¤  � ï¢«ï¥âáï ª®­£àãí­æ¨¥© à¥è¥âª¨ SubS, ¯à¨ç¥¬
(SubS)= � �= SubS=� ¨ ª ¦¤ë© ª« áá ª®­£àãí­æ¨¨ � ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ª ª à¥è¥âª  ¢ à¥è¥âªã

SubG ¯®¤£àã¯¯ £àã¯¯ë G.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì M(G; I;�;P ) | ¨§®¬®àä­ ï ¯®«ã£àã¯¯¥ S à¨á®¢áª ï ¯®«ã£àã¯¯ 
¬ âà¨ç­®£® â¨¯  á áí­¤¢¨ç-¬ âà¨æ¥© P = (p�i). �«ï ¯à®áâ®âë ®â®¦¤¥áâ¢¨¬ S á M(G; I;�;P ) ¨
à áá¬®âà¨¬ ¯àï¬®ã£®«ì­ãî á¢ï§ªã I � �. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ë T 2 SubS ¯®-
«®¦¨¬ �(T ) = f(i; �) 2 I � � j (a; i; �) 2 T ¯à¨ ª ª®¬-â® a 2 Gg. �ç¥¢¨¤­®, �(T ) ¥áâì
¯®¤¯®«ã£àã¯¯  ¢ I � �. �à®¢¥à¨¬, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ � : T 7! �(T ) ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§-
¬®¬ à¥è¥âª¨ SubS ­  à¥è¥âªã Sub I � �. � íâ®© æ¥«ìî ­ ¬ ­¥®¡å®¤¨¬® ãáâ ­®¢¨âì, çâ®
�(S1_S2) = �(S1)_�(S2) ¨ �(S1\S2) = �(S1)\�(S2) ¤«ï «î¡ëå S1; S2 2 SubS. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¢ª«î-
ç¥­¨ï �(S1_S2) � �(S1)_�(S2) ¨ �(S1\S2) � �(S1)\�(S2) âà¨¢¨ «ì­ë. �ãáâì (i; �) 2 �(S1_S2).
�®£¤  ¤«ï ­¥ª®â®à®£® a 2 G ¨¬¥¥¬ (a; i; �) 2 S1 _ S2. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ í«¥¬¥­âë
(a1; i1; �1); : : : ; (an; in; �n) 2 S1 [ S2 â ª¨¥, çâ® (a; i; �) = (a1; i1; �1) � � � (an; in; �n) ¢ ¯®«ã£àã¯¯¥ S.
�âáî¤  ¯®«ãç ¥¬ (i1; �1); : : : ; (in; �n) 2 �(S1)[�(S2) ¨ (i; �) = (i1; �1) � � � (in; �n) ¢ ¯®«ã£àã¯¯¥ I��,
â.¥. (i; �) 2 �(S1)_�(S2). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ª«îç¥­¨¥ �(S1_S2) � �(S1)_�(S2) â ª¦¥ ¢ë¯®«­¥­®.
�ãáâì â¥¯¥àì (i; �) 2 �(S1) \ �(S2). �â® à ¢­®á¨«ì­® ­ «¨ç¨î í«¥¬¥­â®¢ a; b 2 G, ¤«ï ª®â®àëå
(a; i; �) 2 S1 ¨ (b; i; �) 2 S2. �®áª®«ìªã S ¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï, ¨¤¥¬¯®â¥­â (p�1�i ; i; �) ï¢«ï¥âáï ­¥ª®â®-
à®© áâ¥¯¥­ìî ª ª í«¥¬¥­â  (a; i; �), â ª ¨ í«¥¬¥­â  (b; i; �). �®íâ®¬ã ¨¬¥¥¬ (p�1�i ; i; �) 2 S1 \ S2,
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çâ® ¢«¥ç¥â (i; �) 2 �(S1 \ S2). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢ª«îç¥­¨¥ �(S1 \ S2) � �(S1) \ �(S2) â®¦¥ á¯à -
¢¥¤«¨¢®. �ë ¤®ª § «¨, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ � : SubS �! Sub I�� ¥áâì à¥è¥â®ç­ë© £®¬®¬®àä¨§¬.
�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® � áîàê¥ªâ¨¢¥­.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ ker� ï¤à® £®¬®¬®àä¨§¬  �. �®£¤  (SubS)= ker � �= Sub I � � ¨, â.ª. ¯®«ã-
£àã¯¯  I�� ¨§®¬®àä­  ¯àï¬®ã£®«ì­®© á¢ï§ª¥ S=�, ¯®«ãç ¥¬ (SubS)= ker � �= SubS=�. � ¬¥â¨¬
â¥¯¥àì, çâ® ¤«ï S1; S2 2 SubS ¢ë¯®«­¥­® (S1; S2) 2 ker� ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ¢ª«î-
ç¥­¨¥ (a; i; �) 2 S1 ¤«ï ª ª®£®-â® a 2 G à ¢­®á¨«ì­® ¢ª«îç¥­¨î (b; i; �) 2 S2 ¤«ï ª ª®£®-â® b 2 G.
�®á«¥¤­¥¥ ¢¢¨¤ã ¯¥à¨®¤¨ç­®áâ¨ S ®§­ ç ¥â, çâ® ¨¤¥¬¯®â¥­â (p�1�i ; i; �) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â S1 â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  (p�1�i ; i; �) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â S2, â.¥. E(S1) = E(S2). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ª®­£àãí­æ¨ï
ker� á®¢¯ ¤ ¥â á ª®­£àãí­æ¨¥© �, ®¯à¥¤¥«¥­­®© ¢ ãá«®¢¨¨ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï. �âáî¤ , ¢ ç áâ­®áâ¨,
§ ª«îç ¥¬, çâ® (SubS)=� �= SubS=�.

�®ª ¦¥¬, çâ® ª ¦¤ë© ª« áá ª®­£àãí­æ¨¨ � ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ à¥è¥âªã ¯®¤£àã¯¯ áâàãªâãà­®©
£àã¯¯ëG. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì L| ¯à®¨§¢®«ì­ë© â ª®© ª« áá. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î, ­ ©¤¥âáï ¯®¤-
¬­®¦¥áâ¢® E � E(S) â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡®© ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ë T 2 L ¨¬¥¥¬E(T ) = E. � ä¨ªá¨àã¥¬
¢ E ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¨¤¥¬¯®â¥­â e ¨ à áá¬®âà¨¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¥  : T 7! eTe, T 2 L. � á¨«ã ãâ¢¥à-
¦¤¥­¨© (1) ¨ (3) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 2.2 íâ® á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ®â®¡à ¦ ¥â à¥è¥âªã L ¢ à¥è¥âªã ¯®¤£àã¯¯
£àã¯¯ë eSe. �à®¢¥à¨¬, çâ®  ¥áâì à¥è¥â®ç­ë© £®¬®¬®àä¨§¬, â.¥.  (S1 _ S2) =  (S1) _  (S2)
¨  (S1 \ S2) =  (S1) \  (S2) ¤«ï «î¡ëå S1; S2 2 L. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯ãáâì x 2  (S1 _ S2),
â.¥. x = eye ¤«ï ª ª®£®-â® y 2 S1 _ S2. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ y1; : : : ; yk 2 S1 [ S2 â ª¨¥, çâ®
y = y1 � � � yk. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ ei ¨¤¥¬¯®â¥­â, ï¢«ïîé¨©áï ¥¤¨­¨æ¥© â®© £àã¯¯®¢®© ª®¬¯®­¥­-
âë ¢ S, ª®â®à®© ¯à¨­ ¤«¥¦¨â í«¥¬¥­â yi, i = 1; : : : ; k. �¢¨¤ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï (4) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï
2.2 ¨¬¥¥¬ (eieei)ni = ei ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥£® ­ âãà «ì­®£® ç¨á«  ni. �âáî¤  ¯®«ãç ¥¬ x = eye =
ey1 � � � yke = e(y1e1) � � � (ykek)e = ey1(e1ee1)n1 � � � yk(ekeek)nke ¨, ¯®áª®«ìªã e1; : : : ; ek 2 E � S1 \ S2,
x 2 eS1e _ eS2e =  (S1) _  (S2). �«¥¤®¢ â¥«ì­®,  (S1 _ S2) �  (S1) _  (S2),   â.ª. ®¡à â­®¥
¢ª«îç¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­®,  (S1 _ S2) =  (S1) _  (S2). �à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® x 2  (S1) \  (S2).
� íâ®¬ á«ãç ¥ x = ey1e = ey2e ¤«ï y1 2 S1 ¨ y2 2 S2. �®£¤  x 2 S1 \ S2, â.ª. e 2 E � S1 \ S2. �
â®¬ã ¦¥ x = ey1e = e(ey1e)e = exe. �®íâ®¬ã x 2 e(S1 \ S2)e =  (S1 \ S2). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥¬
 (S1 \ S2) �  (S1) \  (S2), ®âªã¤  «¥£ª® á«¥¤ã¥â à ¢¥­áâ¢®  (S1 \ S2) =  (S1) \  (S2).

� ¬¥â¨¬ ¤ «¥¥, çâ® £®¬®¬®àä¨§¬  : L �! Sub eSe ¨­ê¥ªâ¨¢¥­. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì
S1; S2 2 L ¨  (S1) =  (S2), â.¥. eS1e = eS2e. �®á«¥¤­¥¥ ãá«®¢¨¥ ¢«¥ç¥â, çâ® fS1f = fS2f
¤«ï «î¡®£® ¨¤¥¬¯®â¥­â  f 2 E. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¢®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â x 2 fS1f .
�®£¤  x = fyf ¤«ï ­¥ª®â®à®£® y 2 S1. �à®¬¥ â®£®, ãç¨âë¢ ï ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ (4) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï
2.2, ¨¬¥¥¬ (fef)n = f ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥£® n. �âáî¤  ¢ë¢®¤¨¬ x = fyf = (fef)ny(fef)n ¨, â.ª.
y; e; f 2 S1, x 2 feS1ef . �®áª®«ìªã feS1ef = feS2ef � fS2f , ¯®«ãç ¥¬ x 2 fS2f . �«¥¤®¢ â¥«ì-
­®, fS1f � fS2f ¨, â.ª. ®¡à â­®¥ ¢ª«îç¥­¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï  ­ «®£¨ç­®, fS1f = fS2f . �à¨¬¥­ïï
â¥¯¥àì ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ (2) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 2.2,   â ª¦¥ à ¢¥­áâ¢  E(S1) = E = E(S2), ¤¥« ¥¬ ¢ë¢®¤,
çâ® S1 =

S
(fS1f j f 2 E) =

S
(fS2f j f 2 E) = S2. �­ê¥ªâ¨¢­®áâì  ãáâ ­®¢«¥­ .

�áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® ¢ á¨«ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï (1) â®£® ¦¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï ¯®¤£àã¯¯  eSe ¨§®-
¬®àä­  áâàãªâãà­®© £àã¯¯¥ G ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, £®¬®¬®àä¨§¬  ¨­¤ãæ¨àã¥â ¢«®¦¥­¨¥ à¥è¥âª¨
L ¢ à¥è¥âªã ¯®¤£àã¯¯ SubG.

�à¨áâã¯¨¬ â¥¯¥àì ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë 1.1. �ãáâì ¬­®£®®¡à §¨¥ ¯®-
«ã£àã¯¯ V ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ®¤­®¬ã ¨§ ¥¥ ãá«®¢¨©: (1) ¨«¨ (2). � ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ¢¢¨¤ã «¥¬¬ë 2.1
V ¢ª«îç ¥â ¢ á¥¡ï ¨«¨ ª« áá ¢á¥å ¯®«ãà¥è¥â®ª, ¨«¨ ª« áá ¢á¥å ª®¬¬ãâ â¨¢­ëå ­¨«ì¯®«ã£àã¯¯
¨­¤¥ªá  ¤¢ . �ª § ­­ë¥ ª« ááë ï¢«ïîâáï ¢ á¨«ã ®á­®¢­®£® à¥§ã«ìâ â  à ¡®âë [2] à¥è¥â®ç­®
ã­¨¢¥àá «ì­ë¬¨. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, à¥è¥â®ç­® ã­¨¢¥àá «ì­ë¬ ¡ã¤¥â ¨ ¬­®£®®¡à §¨¥ V . �â® ¦¥,
®ç¥¢¨¤­®, ¢¥à­® ¨ ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  V ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (2).

�¡à â­®, ¤®¯ãáâ¨¬, çâ® ­¨ ®¤­® ¨§ ãá«®¢¨© (1), (2) â¥®à¥¬ë 1.1 ­¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï ¤«ï ¬­®-
£®®¡à §¨ï V . �®£¤  V á®áâ®¨â ¨§ ­¨«ì¯®â¥­â­ëå à áè¨à¥­¨© ¯àï¬®ã£®«ì­ëå á¢ï§®ª £àã¯¯ ¨
áãé¥áâ¢ã¥â à¥è¥âª  L, ­¥ ¢«®¦¨¬ ï ¢ à¥è¥âªã ¯®¤£àã¯¯ ­¨ª ª®© £àã¯¯ë, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¥© V .
� íâ®¬ á«ãç ¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ V â ª¦¥ ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®¥ (á¬. «¥¬¬ã 2.1). �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ L0 ¯à®¨§-
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¢®«ì­ãî ¯à®áâãî à¥è¥âªã, ¢ª«îç îéãî L ª ª ¯®¤à¥è¥âªã ¨ ­¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî ­¨ª ª®¬ã
­¥âà¨¢¨ «ì­®¬ã â®¦¤¥áâ¢ã; ¢ ª ç¥áâ¢¥ L0 ¬®¦­® ¢§ïâì, ­ ¯à¨¬¥à, à¥è¥âªã à §¡¨¥­¨© ¯®¤å®¤ï-
é¥£® ¡¥áª®­¥ç­®£® ¬­®¦¥áâ¢  (á¬. [9], £«. 4, x 4, â¥®à¥¬ë 2 ¨ 4). �à¥¤¯®«®¦¨¬ ®â ¯à®â¨¢­®£®,
çâ® L0 ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ à¥è¥âªã ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ SubS ­¥ª®â®à®© ¯®«ã£àã¯¯ë S 2 V . �ë ¬®¦¥¬
áç¨â âì, çâ® L0 | ¯®¤à¥è¥âª  à¥è¥âª¨ SubS. �ãáâì I | ¨¤¥ « ¢ S, ï¢«ïîé¨©áï ¯àï¬®ã£®«ì­®©
á¢ï§ª®© £àã¯¯ ¨ â ª®©, çâ® ¯®«ã£àã¯¯  S=I ­¨«ì¯®â¥­â­ . �¢¨¤ã «¥¬¬ë 2.2 ­  SubS áãé¥áâ¢ã-
¥â ª®­£àãí­æ¨ï � â ª ï, çâ® ª ¦¤ë© ¥¥ ª« áá ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ Sub I ¨ (SubS)=� �= [f0g; S=I].
� ª ª ª L0 | ¯®¤à¥è¥âª  ¢ SubS ¨ L0 ¯à®áâ , ®£à ­¨ç¥­¨¥ ª®­£àãí­æ¨¨ � ­  L0 ï¢«ï¥âáï «¨¡®
âà¨¢¨ «ì­®©, «¨¡® ã­¨¢¥àá «ì­®© ª®­£àãí­æ¨¥© à¥è¥âª¨ L0. � ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ L0 ¤®«¦­  ¢ª« -
¤ë¢ âìáï ¢ à¥è¥âªã SubS=I ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ ­¨«ì¯®â¥­â­®© ¯®«ã£àã¯¯ë S=I,   íâ®£® ­¥ ¬®¦¥â
¡ëâì ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 2.3 ¨ â®£®, çâ® L0 ­¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ­¨ª ª®¬ã ­¥âà¨¢¨ «ì­®¬ã â®¦¤¥áâ¢ã.
�ãáâì ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢â®à®© á«ãç ©. �®£¤  L0 ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ à¥è¥âªã Sub I. �â®¦¤¥áâ¢¨¬ ¡¥§
®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ L0 á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¯®¤à¥è¥âª®© íâ®© à¥è¥âª¨. �¥à¥§ G ¨ � ®¡®§­ -
ç¨¬ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® áâàãªâãà­ãî £àã¯¯ã ¨ áâàãªâãà­ãî ª®­£àãí­æ¨î ¯àï¬®ã£®«ì­®© á¢ï§ª¨
£àã¯¯ I. �®áª®«ìªã I 2 V , ¯®«ã£àã¯¯  I ¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï. �âáî¤  ¨ ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.1 ¢ëâ¥ª -
¥â ­ «¨ç¨¥ ª®­£àãí­æ¨¨ � ­  à¥è¥âª¥ Sub I â ª®©, çâ® (Sub I)= � �= Sub I=� ¨ ª ¦¤ë© ª« áá
íâ®© ª®­£àãí­æ¨¨ ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ª ª à¥è¥âª  ¢ à¥è¥âªã SubG. �§ ¯à®áâ®âë à¥è¥âª¨ L0 ®¯ïâì
á«¥¤ã¥â, çâ® ®£à ­¨ç¥­¨¥ ª®­£àãí­æ¨¨ � ­  L0 «¨¡® âà¨¢¨ «ì­®, «¨¡® ï¢«ï¥âáï ã­¨¢¥àá «ì­®©
ª®­£àãí­æ¨¥©. � ¯¥à¢®¬ ¨§ íâ¨å á«ãç ¥¢ à¥è¥âª  L0 ¤®«¦­  ¢ª« ¤ë¢ âìáï ¢ à¥è¥âªã Sub I=�
¯àï¬®ã£®«ì­®© á¢ï§ª¨ I=�,   íâ® ­¥ â ª ¢¢¨¤ã ¢ë¡®à  L0 ¨ «¥¬¬ë 2.4. �® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ L0 ¢«®-
¦¨¬  ¢ à¥è¥âªã SubG, çâ® ¢«¥ç¥â ¢«®¦¨¬®áâì ¢ íâã ¦¥ à¥è¥âªã ¯®¤£àã¯¯ à¥è¥âª¨ L. �â®£®,
®¤­ ª®, â ª¦¥ ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì, ¯®áª®«ìªã G 2 V . �®«ãç¥­­®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® à¥-
è¥âª  L0 ­¥ ¯à¥¤áâ ¢¨¬  à¥è¥âª®© ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ ­¨ª ª®© ¯®«ã£àã¯¯ë ¨§ V , â.¥. ¬­®£®®¡à §¨¥
V ­¥ à¥è¥â®ç­® ã­¨¢¥àá «ì­®. �

�«¥¤áâ¢¨¥. � à¥è¥âª¥ ¬­®£®®¡à §¨© ¯®«ã£àã¯¯ ª« áá ¢á¥å ¯®«ãà¥è¥â®ª ¨ ª« áá ¢á¥å ª®¬-
¬ãâ â¨¢­ëå ­¨«ì¯®«ã£àã¯¯ ¨­¤¥ªá  ¤¢  ¨áç¥à¯ë¢ îâ á¯¨á®ª ¬¨­¨¬ «ì­ëå ­¥£àã¯¯®¢ëå à¥è¥-
â®ç­® ã­¨¢¥àá «ì­ëå ¬­®£®®¡à §¨©.

4. �®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 1.2

� §®¡ì¥¬ íâ® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ­  àï¤ «¥¬¬.

�¥¬¬  4.1. �«ï «î¡®© ¯®«ã£àã¯¯ë S ¨ «î¡®£®  áá®æ¨ â¨¢­®-ª®¬¬ãâ â¨¢­®£® ª®«ìæ  K á

¥¤¨­¨æ¥© à¥è¥âª  ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ SubS ¢«®¦¨¬  ¢ à¥è¥âªã ¯®¤ª®«¥æ SubKS.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ª ¦¤®© ­¥¯ãáâ®© ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ë H ¯®«ã£àã¯¯ë S à áá¬®âà¨¬ ¯®-
«ã£àã¯¯®¢®¥ ª®«ìæ® KH; ïá­®, çâ® KH | ¯®¤ª®«ìæ® ª®«ìæ  KS. �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥
� : SubS �! SubKS ¯® ¯à ¢¨«ã: �(H) = KH ¯à¨ H 6= ; ¨ �(;) = f0g. �¥£ª® ¯à®¢¥àï¥âáï,
çâ® � ï¢«ï¥âáï ¢«®¦¥­¨¥¬ à¥è¥âª¨ SubS ¢ à¥è¥âªã SubKS.

�ãáâì ¯®«ã£àã¯¯  S á®¤¥à¦¨â ­ã«ì. �â¬¥â¨¬ ¢ ¯®«ã£àã¯¯®¢®¬ ª®«ìæ¥ KS ¨¤¥ « I = f� �
0 j � 2 Kg ¨ ¯®«®¦¨¬ K0S = (KS)=I; K0S ­ §ë¢ ¥âáï á¦ âë¬ ¯®«ã£àã¯¯®¢ë¬ ª®«ìæ®¬
¯®«ã£àã¯¯ë S ­ ¤ K. �¥è¥âªã ¢á¥å ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ ¢ S, á®¤¥à¦ é¨å ­ã«ì, ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì
ç¥à¥§ Sub0 S.

�«¥¤ãîé ï «¥¬¬  ¤®ª §ë¢ ¥âáï  ­ «®£¨ç­® ¯à¥¤ë¤ãé¥©.

�¥¬¬  4.2. �«ï «î¡®© ¯®«ã£àã¯¯ë S á ­ã«¥¬ ¨ «î¡®£®  áá®æ¨ â¨¢­®-ª®¬¬ãâ â¨¢­®£®

ª®«ìæ  K á ¥¤¨­¨æ¥© à¥è¥âª  ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ Sub0 S ¢«®¦¨¬  ¢ à¥è¥âªã ¯®¤ª®«¥æ SubK0S.

�à¨¢®¤¨¬®¥ ­¨¦¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï ãâ®ç­¥­¨¥¬ â®£® ä ªâ , çâ® ª« áá ª®¬¬ãâ â¨¢­ëå
­¨«ì¯®«ã£àã¯¯ ¨­¤¥ªá  ¤¢  à¥è¥â®ç­® ã­¨¢¥àá «¥­.

�¥¬¬  4.3. �î¡ ï à¥è¥âª  ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ à¥è¥âªã Sub0 S ¤«ï ­¥ª®â®à®© ª®¬¬ãâ â¨¢-

­®© ­¨«ì¯®«ã£àã¯¯ë S ¨­¤¥ªá  ¤¢ .
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© à¥è¥âª¨ L ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ L0 à¥è¥âªã, ¯®«ãç¥­­ãî
¯à¨á®¥¤¨­¥­¨¥¬ ª L ­ã«ï (­¥§ ¢¨á¨¬® ®â â®£®, ¥áâì ¢ L ­ã«ì ¨«¨ ­¥â). �ãáâì S| ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï
­¨«ì¯®«ã£àã¯¯  ¨­¤¥ªá  ¤¢ , ¤«ï ª®â®à®© áãé¥áâ¢ã¥â ¢«®¦¥­¨¥ L0 ¢ SubS. � ª ª ª ¢ SubS
¥¤¨­áâ¢¥­­ ï ¯®«ã£àã¯¯ , ­¥ á®¤¥à¦ é ï ­ã«ï, | ¯ãáâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, íâ® ¢«®¦¥­¨¥ ¨­¤ãæ¨àã¥â,
®ç¥¢¨¤­®, ¢«®¦¥­¨¥ à¥è¥âª¨ L ¢ à¥è¥âªã Sub0 S.

�¥¬¬  4.4. �«ï «î¡®£® ¯à®áâ®£® ç¨á«  p ¬­®£®®¡à §¨¥  áá®æ¨ â¨¢­ëå ª®«¥æ [px = xp =
0; xy = yx] ï¢«ï¥âáï à¥è¥â®ç­® ã­¨¢¥àá «ì­ë¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ «¥¬¬ 4.2 ¨ 4.3 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ¯à®¨§¢®«ì­ ï à¥è¥âª  ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï
¢ à¥è¥âªã ¯®¤ª®«¥æ á¦ â®£® ¯®«ã£àã¯¯®¢®£® ª®«ìæ  (Fp)0S ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥© ª®¬¬ãâ â¨¢­®©
­¨«ì¯®«ã£àã¯¯ë S ¨­¤¥ªá  ¤¢ . �ç¥¢¨¤­®, çâ® (Fp)0S 2 [px = xp = 0; xy = yx].

�¥¬¬  4.5. �«ï «î¡®£® ¯à®áâ®£® ç¨á«  p ¬­®£®®¡à §¨¥  áá®æ¨ â¨¢­ëå ª®«¥æ [px = 0; xp =
x] ï¢«ï¥âáï à¥è¥â®ç­® ã­¨¢¥àá «ì­ë¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì L | ¯à®¨§¢®«ì­ ï à¥è¥âª . �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ S ¯®«ãà¥è¥âªã, ¤«ï
ª®â®à®© L ¢«®¦¨¬  ¢ SubS. �®£¤ , ãç¨âë¢ ï «¥¬¬ã 4.1, ¯®«ãç ¥¬ ¢«®¦¥­¨¥ L ¢ à¥è¥âªã ¯®¤-
ª®«¥æ ¯®«ã£àã¯¯®¢®£® ª®«ìæ  FpS. �á­®, çâ® FpS 2 [px = 0; xp = x].

�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®ª § ­® ¢ [10].

�¥¬¬  4.6. �­®£®®¡à §¨¥  áá®æ¨ â¨¢­ëå ª®«¥æ ­¥­¨«ì¯®â¥­â­® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,

ª®£¤  ®­® ¢ª«îç ¥â ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï å®âï ¡ë ®¤­® ¨§ ¬­®£®®¡à §¨© ¢¨¤  [px = xp =
0; xy = yx] ¨«¨ [px = 0; xp = x], £¤¥ p | ¯à®áâ®¥ ç¨á«®.

�¥®à¥¬  1.2 â¥¯¥àì á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ 4.4, 4.5 ¨ 4.6. �

5. �®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 1.3

�®ª ¦¥¬ á­ ç «  ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, ª á îé¥¥áï ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à, ¨§ ª®â®à®£® ¨ ¡ã¤¥â á«¥¤®¢ âì
ãª § ­­ ï â¥®à¥¬ .

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 5.1. �« áá ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à à¥è¥â®ç­® ã­¨¢¥àá «¥­.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© à¥è¥âª¨ L ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ S ¯®«ãà¥è¥âªã â ªãî,
çâ® L ¢«®¦¨¬  ¢ SubS. �ãáâì S1 | ¯®«ãà¥è¥âª , ¯®«ãç¥­­ ï ¯à¨á®¥¤¨­¥­¨¥¬ ª S ¥¤¨­¨æë.
�®«ã£àã¯¯®¢®¥ ª®«ìæ® F2S1 ï¢«ï¥âáï, ®ç¥¢¨¤­®, ¡ã«¥¢ë¬. � áá¬®âà¨¬ à¥è¥âªã Sub1 F2S1 ¯®¤-
ª®«¥æ íâ®£® ª®«ìæ , á®¤¥à¦ é¨å ¥¤¨­¨æã, ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥  : SubS �! Sub1 F2S1 ¯®
¯à ¢¨«ã  (H) = F2H

1, £¤¥ H | ¯®¤¯®«ã£àã¯¯  ¢ S. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ®  | ¢«®¦¥­¨¥ SubS
¢ Sub1 F2S1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, L ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ Sub1 F2S1. �¡®§­ ç¨¬ â¥¯¥àì ç¥à¥§ A ¡ã«¥¢ã
 «£¥¡àã, á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ¡ã«¥¢ã ª®«ìæã F2S1. �á­®, çâ® à¥è¥âª  ¯®¤ «£¥¡à SubA ¨§®¬®àä­ 
à¥è¥âª¥ ¯®¤ª®«¥æ Sub1 F2S1. �âáî¤  ¯®«ãç ¥¬ ¢«®¦¨¬®áâì L ¢ SubA.

�§ ¤®ª § ­­®£® ¯à¥¤«®¦¥­¨ï ¢ëâ¥ª ¥â ¯à¥¤áâ ¢¨¬®áâì «î¡®© à¥è¥âª¨ à¥è¥âª®© ¯®¤à¥è¥-
â®ª ¯®¤å®¤ïé¥© ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢­®© à¥è¥âª¨,   ¨¬¥­­®, ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë. �¥®à¥¬  1.3 á«¥¤ã¥â â¥-
¯¥àì ¨§ â®£®, çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢­ëå à¥è¥â®ª á®¤¥à¦¨âáï ¢ «î¡®¬ ­¥âà¨¢¨ «ì­®¬
à¥è¥â®ç­®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨. �

� § ª«îç¥­¨¥  ¢â®à ¢ëà ¦ ¥â ¡« £®¤ à­®áâì ãç áâ­¨ª ¬ á¥¬¨­ à  �.�.�¥¢à¨­  \�«£¥-
¡à ¨ç¥áª¨¥ á¨áâ¥¬ë" §  ¯®«¥§­ë¥ ®¡áã¦¤¥­¨ï à¥§ã«ìâ â®¢ à ¡®âë.
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