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�ãáâì H | á¥¯ à ¡¥«ì®¥ £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà áâ¢®, ¨ A | «¨¥©ë© ®¯¥à â®à, ¤¥©áâ¢ãî-
é¨© ¨§ H ¢ H. �á«¨ � | á®¡áâ¢¥®¥ § ç¥¨¥ ¤«ï A ¨ v(1) | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© á®¡áâ¢¥ë©
í«¥¬¥â, â. ¥. v(1) 6= 0, (A � �I)v(1) = 0, â® ¢ á«ãç ¥ à §à¥è¨¬®áâ¨ ãà ¢¥¨ï (A � �I)v = a1v(1),
£¤¥ a1 6= 0 | ç¨á«®, ¥£® à¥è¥¨¥ v(2)  §ë¢ îâ ¯¥à¢ë¬ ¯à¨á®¥¤¨¥ë¬ í«¥¬¥â®¬. �¥è¥¨¥
v(3), ¥á«¨ ®® áãé¥áâ¢ã¥â, ãà ¢¥¨ï (A� �I)v = a2v(2) (a2 6= 0 | ç¨á«®)  §ë¢ îâ ¢â®àë¬ ¯à¨-
á®¥¤¨¥ë¬ í«¥¬¥â®¬ ¨ â. ¤. �®¦¥áâ¢® fv(1); v(2); : : : g  §ë¢ îâ æ¥¯®çª®© ¨§ á®¡áâ¢¥®£® ¨
¯à¨á®¥¤¨¥ëå í«¥¬¥â®¢ (���).

�®§¨ª ¥â ¢®¯à®á: ¯à¨ ª ª¨å ãá«®¢¨ïå á¨áâ¥¬  ��� fy(1); y(2); : : : g ®¯¥à â®à  A ï¢«ï¥âáï
¡ §¨á®¬ ¢ H ¨«¨ ¡ §¨á®¬ �¨áá  ¢ H?

�¨áâ¥¬  í«¥¬¥â®¢

fe(1); e(2); : : : g (1)

ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ �¨áá  ¢ H, ¥á«¨ ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  f 2 H áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì®áâì ç¨á¥« ffk; k = 1; 2; : : : g, çâ®

f =
X

fke(k); c1
�X

jfkj
2
�1=2

� kfk � c2
�X

jfkj
2
�1=2

; (2)

£¤¥ c1 > 0, c2 ¥ § ¢¨áïâ ®â f .
�¨á«® c1  §ë¢ ¥¬ ¨¦¥© ¯®áâ®ï®© ¤«ï ¡ §¨á  �¨áá  (1). �¤¥áì, ª ª ¨ ¤ «¥¥, ¥á«¨ ®á®¡®

¥ ®£®¢®à¥®, áã¬¬¨à®¢ ¨¥ ¯à®¨§¢®¤¨âáï ¯® ¢á¥¬ k = 1; 2; : : :
� ¨¡®«¥¥ ®¡é¨© à¥§ã«ìâ â ® ¡ §¨á®áâ¨ ¯à¨ ¤«¥¦¨â �.�.� àªãáã ([1], á. 28): ¯ãáâì B |

®à¬ «ìë©, ¯®«ë©, ª®¬¯ ªâë©, «¨¥©ë© ®¯¥à â®à ª®¥ç®£® ¯®àï¤ª , á¯¥ªâà ª®â®à®£®

«¥¦¨â   ª®¥ç®¬ ç¨á«¥ «ãç¥©, C = TB ª®¬¯ ªâ¥, (E + T ) ®¡à â¨¬, T ®£à ¨ç¥, ¯à¨

¥ª®â®à®¬ p 2 (0; 1] ®¯¥à â®à (E+T (B)1+p) ®¡à â¨¬, lim
r!+1

(r�1g(r;B)) < +1, â®£¤  ¥ª®â®à ï

á¨áâ¥¬  ��� ®¯¥à â®à  (B + C) ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ �¨áá  á® áª®¡ª ¬¨ ¢ H.

�à¨ íâ®¬ á¨áâ¥¬  fz(k)g  §ë¢ ¥âáï ¡ §¨á®¬ �¨áá  á® áª®¡ª ¬¨ ¢ H, ¥á«¨ ®  ï¢«ï¥âáï ¡ §¨-
á®¬ ¢ H, ¨ ª ¦¤ë© í«¥¬¥â z(k) ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨
í«¥¬¥â®¢ á¨áâ¥¬ë fw(r); r = 1; 2; : : : g, ï¢«ïîé¥©áï ¡ §¨á®¬ �¨áá  ¢ H.

�®ïâ®, çâ® ¢ á«ãç ïå, ª®£¤  ®¯¥à â®àë B, C ª®ªà¥âë¥, ¨¬¥îâáï ¡®«¥¥ á¨«ìë¥ à¥§ã«ì-
â âë ® ¡ §¨á®áâ¨ ���. �¡ëç® ®¨ ä®à¬ã«¨àãîâáï ¢ â¥à¬¨ å à §«®¦¨¬®áâ¨ äãªæ¨© ¯®
á®¡áâ¢¥ë¬ äãªæ¨ï¬ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ®¯¥à â®à . � ¯à¨æ¨¯¥, à¥è ï ¯à®¡«¥¬ã à §«®¦¨¬®-
áâ¨ ¯® á®¡áâ¢¥ë¬ äãªæ¨ï¬, à¥è ¥¬ ¯à®¡«¥¬ã ¡ §¨á®áâ¨, ®¤ ª® ¡ §¨á®áâ¨ ¥ ¢® ¢á¥¬ H,
  ¢ ¥ª®â®à®¬ ¥£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢¥. � ª ª ª ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì â®«ìª®  ¡áâà ªâë© á«ãç ©,
â® ®áâ ®¢¨¬áï   ¥¤®áâ âª å â¥®à¥¬ë �.�.� àªãá .

�®-¯¥à¢ëå, ®  ¥ ¤ ¥â ®â¢¥â    ¢®¯à®á: áãé¥áâ¢ã¥â «¨ á¨áâ¥¬  ��� ®¯¥à â®à , ï¢«ïîé ïáï
¡ §¨á®¬ �¨áá  ¢ H?

�®-¢â®àëå, ¥¥ ¯à¨¬¥¥¨¥ ª ¥®£à ¨ç¥ë¬ ®¯¥à â®à ¬ ªà ©¥ § âàã¤¨â¥«ì®.

48



�-âà¥âì¨å, ¨ íâ® á ¬®¥ £« ¢®¥, ®  ¥ ¯à¨¬¥¨¬  ¢® ¬®£¨å á«ãç ïå; ¯à®áâ®© ¯à¨¬¥à:

y(
0)(t) + ay(

0)(t+ �) = �y(t); y(t+ 2�) = y(t);

£¤¥ a, � | ç¨á« ; çâ®¡ë ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï â¥®à¥¬®© � àªãá , ¤®«¦ë ¯®«®¦¨âì B�1z(t) =
z(

0)(t) + az(
0)(t+ �) + cz(t), ¯à¨ íâ®¬ ç¨á«® á £ à â¨àã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ B; ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â �

á¯¥ªâà ®¯¥à â®à  B ¬®¦¥â ¥ «¥¦ âì   ª®¥ç®¬ ç¨á«¥ «ãç¥©, å®âï ¡ §¨á®áâì (¢ á®®â¢¥âáâ¢ã-
îé¥¬ H) á®¡áâ¢¥ëå äãªæ¨© exp(ikt), k = 0;�1; 1 � 2; 2; : : : , ®ç¥¢¨¤ .

�ä®à¬ã«¨àã¥¬ ®á®¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥.

�¥®à¥¬  1. �ãáâì ®¯¥à â®à � ¨¬¥¥â á®¯àï¦¥ë© A�, å®âï ¡ë ®¤® à¥£ã«ïà®¥ § ç¥¨¥

�0, ¨ y = fy(k), k = 1; 2; : : : g, y� = fy�(k), k = 1; 2; : : : g â ª¨¥ ��� á®®â¢¥âáâ¢¥® ®¯¥à â®à®¢

� ¨ A�, çâ® ¯à¨ ¥ª®â®à®¬ M :

1) ¥á«¨ y�(mr)
¯à¨ ¤«¥¦¨â ¬®¦¥áâ¢ã fy�(M); y

�
(M+1); : : : g, â® ¨ ª ¦¤ë© í«¥¬¥â æ¥¯®çª¨

fy�(m1)
; : : : ; y�(mr)

g ¯à¨ ¤«¥¦¨â ®â¬¥ç¥®¬ã ¬®¦¥áâ¢ã ;
2) ¯à¨ ¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ �¨áá  (1) ¢ H, ¯à¨ ¢á¥å N1 � N � M , «î¡ëå ç¨á« å tk ¢ë¯®«ï-

îâáï ®æ¥ª¨


NX

k=M

tk[y�(k) � e(k)]
 � b1

� N1X
k=M

jtkj
2

�1=2

; (3)


NX

k=M

tk[y
�
(k) � y(k)]

 � b2

� NX
k=M

jtkj
2

�1=2

; (4)

¯à¨ç¥¬ c1 > b1 + b2, c1 � b1 � 1.

�®£¤ , § ¬¥¨¢, ¥á«¨ ¢ íâ®¬ ¥áâì ¥®¡å®¤¨¬®áâì, ¯¥à¢ë¥ M � 1 í«¥¬¥â®¢ ¢ y   ®¢ë¥,

¯®«ãç¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ��� ®¯¥à â®à  A, ï¢«ïîéãîáï ¡ §¨á®¬ �¨áá  ¢ H.

� ¬¥ç ¨¥ 1. � áä®à¬ã«¨à®¢ ®© â¥®à¥¬¥ ãâ¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® ¯®«ãç¥ ï á¨áâ¥¬  ���
¡ã¤¥â ¡ §¨á®¬ �¨áá ,   ¥ ¡ §¨á®¬ �¨áá  á® áª®¡ª ¬¨.

� ¬¥ç ¨¥ 2. � ¥¥ ãá«®¢¨«¨áì áç¨â âì, çâ® ¢ æ¥¯®çª¥ ���   ¯¥à¢®¬ ¬¥áâ¥ áâ®¨â á®¡-
áâ¢¥ë© í«¥¬¥â,   ¢â®à®¬ | ¯¥à¢ë© ¯à¨á®¥¤¨¥ë© (ª á®¡áâ¢¥®¬ã) í«¥¬¥â ¨ â. ¤.

� ¬¥ç ¨¥ 3. � á«ãç ¥X
ky(k) � e(k)k

2 < +1;
X

ky�(k) � e(k)k
2 < +1

®æ¥ª¨ (3), (4) ¢ë¯®«ïîâáï  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨, ¯à¨ç¥¬ ç¨á«  b1, b2 ¬®¦® ¢ë¡à âì ¬¥ìè¥ «î¡®£®
 ¯¥à¥¤ § ¤ ®£® ¯®«®¦¨â¥«ì®£® ç¨á« . �® íâ®© ¯à¨ç¨¥ å à ªâ¥à¨§ã¥¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï 2) ¢
â¥®à¥¬¥ ª ª ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï ®¡  á¨¬¯â®â¨ª¥.

� ¬¥ç ¨¥ 4. � ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯à¨á®¥¤¨¥ëå í«¥¬¥â®¢ ¢¢¥¤¥ë ç¨á«®¢ë¥ ¯ à ¬¥âàë
a1; a2; : : : ; á ¨å ¯®¬®éìî «¥£ç¥ ¤®¡¨âìáï ¢ë¯®«¥¨ï (3), (4). � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ á®¡áâ¢¥ë© í«¥-
¬¥â e(r),   ¯¥à¢ë© ¯à¨á®¥¤¨¥ë© e(r) + r2e(r+1), â® ¯®á«¥¤¨© á«¥¤ã¥â § ¬¥¨âì   r�2(e(r) +
r2e(r+1)), â. ¥. ¢§ïâì a1 = r�2.

� ¬¥ç ¨¥ 5. �«ï ç¨á«®¢ëå ®¡ê¥ªâ®¢ ¨á¯®«ì§ã¥¬ § ¯¨á¨ ar, yk, fm; : : : , ¤«ï í«¥¬¥â®¢
£¨«ì¡¥àâ®¢®£® ¯à®áâà áâ¢  | a(k), y(k), f(m); : : : ; ¥á«¨ ¥¤®à §ã¬¥¨ï ¥ ¢®§¨ª îâ, â® ¨¤¥ªáë
¡ã¤¥¬ ®¯ãáª âì.

�®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë ¯à¥¤¯®è«¥¬ àï¤ «¥¬¬. �ç¨â ¥¬ ¯à¨ íâ®¬, çâ® ¢ë¯®«¥ë ¯à¥¤¯®-
«®¦¥¨ï â¥®à¥¬ë.

�¥¬¬  1. � §¨á®¬ �¨áá  ¢ H ï¢«ï¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

fe(1); : : : ; e(M�1); y
�
(M); y

�
(M+1); : : : g; (5)

¯à¨ç¥¬ ¨¦ïï ¯®áâ®ï ï ¤«ï ¥£® ¥ ¬¥ìè¥ c1 � b1.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¡ §¨á  �¨áá  ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  ¨¬¥¥¬ á®®â®è¥¨ï
(2). �§ ¨å ¨ (3) á«¥¤ã¥â áå®¤¨¬®áâì ¢ H ¯® ®à¬¥ àï¤a

P
k�M�

fk[y�(k)� e(k)]. �å áã¬¬  ®¯à¥¤¥«ï¥â

«¨¥©ë© ®¯¥à â®à Tf . � á¨«ã (3) ¨¬¥¥¬ kTfk � (b1=c1)c1
� P
k�M

jfkj
2
�1=2

� (b1=c1)kfk. �§ íâ¨å

®æ¥®ª á«¥¤ã¥â, çâ® ®¯¥à â®à T ï¢«ï¥âáï á¦ â¨¥¬. � íâ®¬ á«ãç ¥ ®¯¥à â®à (I + T ) ®¡à â¨¬,
â. ¥. ãà ¢¥¨¥ f + Tf = g 2 H ®¤®§ ç® à §à¥è¨¬®. � ª ª ª f =

P
fke(k); â® g = f + Tf =

P
fke(k) +

P
k�M

fk[y�(k) � e(k)] =
M�1P
k=1

fke(k) +
P
k�M

fky
�
(k), â. ¥. á¨áâ¥¬  (5) | ¡ §¨á ¢ H. � ¤àã£®©

áâ®à®ë,

kgk � kfk � kTfk � c1
�X

jfkj
2
�1=2

� b1

� X
k�M

jfkj
2

�1=2

;

kgk � c1
�X

jfkj
2
�1=2

+ b1

� X
k�M

jfkj
2

�1=2

:

�®íâ®¬ã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (5) ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ �¨áá  á ¨¦¥© ¯®áâ®ï®© (c1 � b1).

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ H(M) ¯®¤¯à®áâà áâ¢o ¢ H,  âïãâ®¥   fy�(M); y
�
(M+1); : : : g. �áî¤ã ¨¦¥

H(M)? | ®àâ®£® «ì®¥ ¤®¯®«¥¨¥ ª H(M).

�¥¬¬  2. �ë¯®«ïîâáï ¢ª«îç¥¨ï

((A� �0I)
�)�1H(M) � H(M): (6)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì y�(r) 2 H(M). �®£¤  ® «¨¡® á®¡áâ¢¥ë© í«¥¬¥â, «¨¡® ¯à¨á®¥¤¨-
¥ë©. �á«¨ ® á®¡áâ¢¥ë©, á®â¢¥âáâ¢ãîé¨© á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î �, â® (A � �0I)�y�(r) =
(�� �0)y�(r). �®íâ®¬ã

((A� �0I)
�)�1y�(r) = (�� �0)

�1y�(r);

â. ¥. ¨¬¥¥â ¬¥áâ® âà¥¡ã¥¬®¥. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® y�(r) | ¯¥à¢ë© ¯à¨á®¥¤¨¥ë© í«¥¬¥â, á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¨© á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î �. �®£¤  (A� � �I)y�(r) = a1;ry

�
(m), ¯à¨ç¥¬ y�(m) | á®¡áâ¢¥ë©

í«¥¬¥â ®¯¥à â®à  A�, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î � ¨ a1;r 6= 0. � á¨«ã ¯à¥¤¯®-
«®¦¥¨ï 1) â¥®à¥¬ë 1 y�(m) 2 H(M). �® ¢ëè¥ ¤®ª § ®¬ã ((A � �0I)�)�1y�(m) 2 H(M). �§
¯®á«¥¤¨å à ¢¥áâ¢ á«¥¤ã¥â

((A� �0I)
�)�1y�(r) = (�� �0)

�1(y�(r) � a1;r((A� �0I)
�)�1y�(m)):

� ª ª ª ®¡  á« £ ¥¬ëå ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¯à¨ ¤«¥¦ â H(M), â® ¨ «¥¢ ï ¯à¨ ¤«¥¦¨â H(M).
� «®£¨ç® ¯à®¢¥àï¥âáï ãâ¢¥à¦¤¥¨¥, ª®£¤  y�(r) | ¢â®à®©, âà¥â¨© ¨ â. ¤. ¯à¨á®¥¤¨¥ëe í«¥-
¬¥âë. �ª«îç¥¨¥ (6) ¤®ª § ®.

�¥¬¬  3. �à¨ ®àâ®¡ §¨á¥ z(1); : : : ; z(M�1) ¢ H(M)? ¡ §¨á®¬ �¨áá  ¢ � ï¢«ï¥âáï ¯®á«¥¤®¢ -

â¥«ì®áâì

fz(1); : : : ; z(M�1); y
�
(M); y

�
(M+1); : : : g; (7)

¯à¨ç¥¬ ¨¦ïï ª®áâ â  ¤«ï ¡ §¨á  �¨áá  ¥ ¬¥ìè¥ c1 � b1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª H(M)? | ®àâ®£® «ì®¥ ¤®¯®«¥¨¥ ª H(M), â® ª ¦¤ë© í«¥-
¬¥â f 2 H ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ f = f(1) + f(2), £¤¥ f(1) 2 H(M)?,
f(2) 2 H(M). �®íâ®¬ã kfk = kf(1)k + kf(2)k. �¤ ª® fz(1); : : : ; z(M�1)g | ®àâ®¡ §¨á ¢ H(M)?,
fy�(M); y

�
(M+1); : : : g | ¡ §¨á �¨áá  ¢ H(M) á ¨¦¥© ¯®áâ®ï®© (c1 � b1), á«¥¤®¢ â¥«ì®,

f =
M�1X
k=1

hkz(k) +
+1X
k=M

hky
�
(k);
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¯à¨ç¥¬

kfk �

�M�1X
k=1

jhkj
2

�1=2

+ (c1 � b1)
� X

k�M

jhkj
2

�1=2

:

� á¨«ã ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï â¥®à¥¬ë 1 c1 � b1 � 1. �«¥¤®¢ â¥«ì®, kfk � (c1 � b1)
�P

jhkj
2
�1=2

.

�¥¬¬  4. ((A� �0I)�1)H(M)? = H(M)?.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì f 2 H(M)?. �â® ®§ ç ¥â,çâ® hf; hi = 0 ¯à¨ ¢á¥å h 2 H(M). �¤¥áì
¨ ¤ «¥¥ h ; i | á¨¬¢®« áª «ïà®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¢ H. �®à®è® ¨§¢¥áâ  ä®à¬ã« 

((A� �0I)
�1)� = ((A� �0I)

�)�1:

�®íâ®¬ã

h(A� �0I)
�1f; hi = hf; ((A� �0I)

�)�1hi: (8)

� á¨«ã «¥¬¬ 2, 3 ¨¬¥¥¬ ((A � �0I)�)�1h 2 H(M). �âáî¤  ¨ ¨§ (8) á«¥¤ã¥â (A � �0I)�1f ? h. �
á¨«ã ¯à®¨§¢®«ì®áâ¨ h 2 H(M) ¨¬¥¥¬ (A� �0I)�1f 2 H(M)?. �â ª, ¤®ª § ® ¢ª«îç¥¨¥

(A� �0I)
�1H(M)? � H(M)?: (9)

� §¬¥à®áâì H(M)? à ¢  M � 1. �á«¨ ¡ë í«¥¬¥âë (A � �0I)�1z(j), j = 1; : : : ;M � 1, ¡ë«¨
«¨¥©® § ¢¨á¨¬ë¬¨, â® ¯®«ãç¨«¨ ¡ë

(A� �0I)�1
�M�1X

j=1

tjz(j)

�
= 0;

MX
j=1

jtj j 6= 0;

çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨«® ¡ë ®¡à â¨¬®áâ¨ ®¯¥à â®à  (A � �0I)�1. �â ª, ¤®ª § ®, çâ® (A� �0I)�1z(j),
j = 1; : : : ;M � 1, | ¡ §¨á ¢ H(M)?. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ (9) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®.

�¥¬¬  5. �ãé¥áâ¢ã¥â «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬  ��� fw(1); : : : ; w(M�1)g ®¯¥à â®à  A,
¯à¨ ¤«¥¦ é¨å H(M)?.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª Az(j) 2 H(M)?, ¨¡® (A � �0I)H(M)? = H(M)?, â® Az(j) =
M�1P
r=1

tj;rz(r), j = 1; : : : ;M � 1.

�ë¯¨è¥¬ ¬ âà¨æã D = (tj;r) ¨ ¥¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ãî á¨áâ¥¬ã �k, k = 1; : : : ;M � 1, á®¡-
áâ¢¥ëå ¨ ¯à¨á®¥¤¨¥ëå ¢¥ªâ®à®¢, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨ï¬ �1; : : : ; �M�1.
�â® ®§ ç ¥â D�k = �k�k, ¥á«¨ �k | á®¡áâ¢¥ë© ¢¥ªâ®à, D�k = �k�k + �k�1, ¥á«¨ �k | ¯¥à-
¢ë© ¯à¨á®¥¤¨¥ë© ¢¥ªâ®à (¢ íâ®¬ á«ãç ¥ �k�1 = �k) ¨ â. ¤. �¥à¥§ �k;1; : : : ; �k;M�1 ®¡®§ ç¨¬
ª®®à¤¨ âë ¢¥ªâ®à  �k.

� ï �j , ¢ëç¨á«¨¬ w(j) =
M�1P
k=1

�j;kz(k), j = 1; : : : ;M � 1. �ç¥¢¨¤®, ®¨ ¯à¨ ¤«¥¦ â H(M)? ¨

«¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë. �¡¥¤¨¬áï ¢ â®¬, çâ® w(j) | á®¡áâ¢¥ë© í«¥¬¥â, ¥á«¨ �j | á®¡áâ¢¥ë©
¢¥ªâ®à; w(j) | ¯¥à¢ë© ¯à¨á®¥¤¨¥ë© í«¥¬¥â, ¥á«¨ �j | ¯¥à¢ë© ¯à¨á®¥¤¨¥ë© ¢¥ªâ®à ¨
â. ¤.

�ãáâì �j | á®¡áâ¢¥ë© ¢¥ªâ®à ¬ âà¨æë D. �®£¤ 

Aw(j) =
M�1X
k=1

�j;kAz(k) =
M�1X
k=1

�j;k

M�1X
r=1

tk;rz(r) =
M�1X
r=1

�M�1X
k=1

�j;ktk;r

�
z(r) =

M�1X
r=1

�j�j;rz(r) = �jw(j):

�c«¨ �j | ¯¥à¢ë© ¯à¨á®¥¤¨¥ë© ¢¥ªâ®à, â® D�j = �j�1 + �j�1�j , £¤¥ �j�1 | á®¡áâ¢¥ë©
¢¥ªâ®à, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© �j�1. �®íâ®¬ã

Aw(j) =
M�1X
r=1

(�j�1;rz(r) + �j�1�j;rz(r)) = w(j�1) + �j�1w(j);
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â. ¥. w(j) | ¯¥à¢ë© ¯à¨á®¥¤¨¥ë© í«¥¬¥â ®¯¥à â®à  A (¤«ï ¥£® ¢§ï«¨ a1;j = 1). � «®£¨ç®
¯à®¢¥à¨¬ ®áâ «ìë¥ á«ãç ¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1. � ª ª ª (7) | ¡ §¨á �¨áá  ¢ H ¨ ¢ë¯®«ïîâáï ®æ¥ª¨ (4),
â®   «®£¨ç® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã «¥¬¬ë 1 «¥£ª® ¤®ª ¦¥¬ ¡ §¨á®áâì ¢ á¬ëá«¥ �¨áá  ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì®áâ¨

fz(1); : : : ; z(M�1); y(M); y(M+1); : : : g: (10)

�à¨ íâ®¬ ¨¦ïï ¯®áâ®ï ï ¥ ¬¥ìè¥ (c1�b1�b2). �«¥¬¥âë z(1); : : : ; z(M�1) ï¢«ïîâáï «¨¥©-
ë¬¨ ª®¬¡¨ æ¨ï¬¨ í«¥¬¥â®¢ w(1); : : : ; w(M�1), ¨¡® ¯®á«¥¤¨¥ ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¢H(M)?.�®íâ®¬ã

z(r) =
M�1X
j=1

zr;jw(j); r = 1; : : : ;M � 1:

�à¨ ¢á¥å ftkg ¢ë¯®«ïîâáï ®æ¥ª¨

M�1X
r=1

jtkj
2 � b3

M�1X
j=1

����
M�1X
r=1

trzr;j

����
2

;

£¤e b3 =
�M�1P

r=1

PM�1
j=1 jzr;j j

2
��1

. � ª ª ª (10) | ¡ §¨á �¨áá  ¢ H, â®

f =
M�1X
k=1

tkz(k) +
+1X
k=M

fky(k);

kfk � (c1 � b1 � b2)
�M�1X

k=1

jtkj
2 +

+1X
k=M

jfkj
2

�1=2

:

�§ ¯®á«¥¤¨å á®®â®è¥¨© á«¥¤ãîâ à ¢¥áâ¢ 

f =
M�1X
j=1

�M�1X
r=1

trzr;j

�
w(j) +

+1X
k=M

fky(k)

¨ ®æ¥ª¨

kfk � b4(c1 � b1 � b2)
�M�1X

j=1

����
M�1X
r=1

trzr;j

����
2

+
+1X
k=M

jfkj
2

�1=2

;

¢ ª®â®àëå b4 = min(b3; 1). � á¨«ã ¡ §¨á®áâ¨ ¢ á¬ëá«¥ �¨áá  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (10) ¯®çâ¨
®ç¥¢¨¤®,

kfk � b5

�M�1X
j=1

����
M�1X
r=1

trzr;j

����
2

+
+1X
k=1

jfkj
2

�1=2

;

¨ ¯®áâ®ï ï b5 ¥ § ¢¨á¨â ®â ftrg, ffkg, â. ¥. ¡ §¨á®¬ �¨áá  ¢ H ï¢«ï¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

fw(1); : : : ; w(M�1); y(M); y(M+1); : : : g (11)

��� ®¯¥à â®à  A.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì ¢ë¯®«ïîâáï ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 1, ¨ á¨áâ¥¬  ��� y ã¤®¢«¥â¢®àï¥â

ãá«®¢¨î,   «®£¨ç®¬ã 1) â¥®à¥¬ë 1, ¯à¨ç¥¬ c1 > 2b1 + b2, á1 � 2b1 � 1. �®£¤ , § ¬¥¨¢ (¥á«¨ ¢

íâ®¬ ¥áâì ¥®¡å®¤¨¬®áâì) ¯¥à¢ë¥ M � 1 í«¥¬¥â®¢ ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ y�, ¯®«ãç¨¬ ¡ §¨á

�¨áá  ¢ H, á®áâ ¢«¥ë© ¨§ ��� ®¯¥à â®à  A�.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª (11) | ¡ §¨á �¨áá  ¢ H, â® ®àâ®£® «ì®¥ ¤®¯®«¥¨¥ (H(1;M))?

ª ¬®¦¥áâ¢ã fy(M); y(M+1); : : : g ¨¬¥¥â à §¬¥à®áâì M �1. � íâ®¬ á«ãç ¥   «®£¨ç® «¥¬¬¥ 4 ¤®-
ª ¦¥¬ ((A��0I))�1(H(1;M))? = (H(1;M))?. �â® ¯®§¢®«¨â ¢ë¯¨á âì ®¢ë¥ ��� f(1); : : : ; f(M�1)
®¯¥à â®à  A�, ª®â®àë¥ ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¢ (H(1;M))?. �«¥¤®¢ â¥«ì®,

ff(1); : : : ; f(M�1); y(M); y(M+1); : : : g

| ¡ §¨á �¨áá  ¢ H. �à¨ íâ®¬ ¨¦ïï ¯®áâ®ï ï ¤«ï ¥£® ¥ ¬¥ìè¥ (c1 � b1 � b2). �ç¨-
âë¢ ï íâ®â ä ªâ ¨ ®æ¥ª¨ (4), c1 > 2b1 + b2, ª ª ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ «¥¬¬ë 1, ¤®ª ¦¥¬, çâ®
ff(1); : : : ; f(M�1); y

�
(M); y

�
(M+1); : : : g | ¡ §¨á �¨áá  ¢ H.

�áî¤ã ¨¦¥

fy(k); k = 1; 2; : : : g; (12)

fy�(k); k = 1; 2; : : : g; (13)

¯®«ãç¥ë¥ ¢ â¥®à¥¬ å 1, 2 | ¡ §¨áë �¨áá , ®¡à §®¢ ë¥ ��� á®®â¢¥âáâ¢¥® ®¯¥à â®à®¢

A, A�.
� ¦¤ë© í«¥¬¥â ¡ §¨á®¢ (12), (13) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¥ª®â®à®¬ã á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î. �â¨

á®¡áâ¢¥ë¥ í ç¥¨ï ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ �1 6= �2 6= � � � (¤«ï ®¯¥à â®à  A) ¨ �1 6= �2 6= � � � (¤«ï
á®¯àï¦¥®£® ®¯¥à â®à ).

�á¥ «¨ á®¡áâ¢¥ë¥ § ç¥¨ï ®¯¥à â®à®¢ A; A� ¯à¨áãâáâ¢ãîâ ¢ ®â¬¥ç¥ëå ¬®¦¥áâ¢ å?
� ª®¢  á¢ï§ì ¢ë¯¨á ëå ¬®¦¥áâ¢?

�¦¨¤ ¥¬ë© ®â¢¥â   ¢â®à®© ¢®¯à®á f�kg = f�kg. �¨¦¥ ¤®ª ¦¥¬, çâ® ¯à¨ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ïå
â¥®à¥¬ 1, 2 íâ® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® â ª.

�â¬¥â¨¬, çâ® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ®â¬¥ç¥®¥ à ¢¥áâ¢® ¬®¦¥â ¨ ¥ ¢ë¯®«¨âìáï. �à¨¬¥àë â¨¯ 
Ae(k) = e(k�1), k = 2; 3; : : : , Ae(1) = 0 ã¡¥¦¤ îâ ¢ íâ®¬.

�ãáâì fy(r;�), � 2 Jrg| ¢á¥ í«¥¬¥âë ¡ §¨á  �¨áá  (12), ª®â®àë¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ á®¡áâ¢¥®¬ã
§ ç¥¨î �r, ¨ H(�r) | ¯®¤¯à®áâà áâ¢®,  âïãâ®¥   ¢ë¯¨á ë¥ í«¥¬¥âë. � «®£¨ç®
fy�(r;�), � 2 J�r g | ¢á¥ í«¥¬¥âë ¡ §¨á  (13), ª®â®àë¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î �r,
¨ H(�r)�� ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¢ H,  âïãâ®¥   ¢ë¯¨á ë¥ í«¥¬¥âë.

� ¯®¬¨¬, çâ® �r 6= �k (�r 6= �k), ¥á«¨ r 6= k.

�¥¬¬  6. H(�r) ? H(�m)�, ¥á«¨ �r 6= �m.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áâ â®ç® ¤®ª § âì, çâ®

hy(r;�); y
�
(m;s)i = 0: (14)

�á«¨ y(r;�), y�(m;s) | á®¡áâ¢¥ë¥ §«¥¬¥âë, â® à ¢¥áâ¢® (14) ¤ ¢® ¨§¢¥áâ®. �ãáâì y(r;�) ¯¥à¢ë©
¯à¨á®¥¤¨¥ë© ¨ y�(m;s) á®¡áâ¢¥ë©. �®£¤  � = 2, s = 1, (A��rI)y(r;2) = a2;ry(r;1). � íâ®¬ á«ãç ¥

hAy(r;2); y
�
(m;1)i = ha2;ry(r;1) + �ry(r;2); y

�
(m;1)i = �rhy(r;2); y

�
(m;1)i:

�à¨ íâ®¬ ãçâ¥®, çâ® ¤«ï á®¡áâ¢¥ëå í«¥¬¥â®¢ ®àâ®£® «ì®áâì ¤®ª §  . � ¤àã£®© áâ®à®ë,

hAy(r;2); y
�
(m;1)i = hy(r;2); A

�y�(m;1)i = �mhy(r;2); y
�
(m;1)i;

â. ¥. (14) ¯à®¢¥à¥® ¯à¨ � = 2, s = 1. � «®£¨ç® ¯à®¢¥àïîâáï ®áâ «ìë¥ ¢®§¬®¦®áâ¨.

�¥®à¥¬  3. �á«¨ ��� (12), (13) á®®â¢¥âáâ¢¥® ®¯¥à â®à®¢ A, A� | ¡ §¨áë �¨áá  ¢ H,

â®

f�r; r = 1; 2; : : : g = f�r; r = 1; 2; : : : g;

¨ ¤àã£¨å á®¡áâ¢¥ëå § ç¥¨© ã ®¯¥à â®à®¢ A, A� ¥â.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ ¡ë �r 6= �k ¯à¨ ¢á¥å k, â® ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 6 ®ª § «®áì ¡ë, çâ® y(r;�) ®à-
â®£® «¥ ¢á¥¬ í«¥¬¥â ¬ ¡ §¨á  (13). �à®â¨¢®à¥ç¨¥. �«¥¤®¢ â¥«ì®, �r 2 f�kg ¨ f�rg � f�kg.
� «®£¨ç® ¯à®¢¥à¨¬ ª ª ®¡à â®¥ ¢ª«îç¥¨¥, â ª ¨ ®âáãâáâ¢¨¥ ¤àã£¨å á®¡áâ¢¥ëå § ç¥-
¨©.

� ¬¥ç ¨¥ 6. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯à¨ ¥ª®â®à®¬ k H(�k) ? H(�r)�, ¥á«¨ r 6= k. �®£¤ 
H(�k) = H(�k)�.

� ¬¥ç ¨¥ 7. � áâ¨ç® à¥§ã«ìâ âë  ®á¨à®¢ ë ¢ [2].
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