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�¢¥¤¥­¨¥

�  ¯®á«¥¤­¨¥ 15{20 «¥â â¥®à¨ï  «£¥¡à®-¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå á¨áâ¥¬ ãà ¢­e­¨© (���)

A(t)x0(t) +B(t)x(t) = f(t); t 2 [t0; t1] (1)

((n � n)-¬ âà¨æ  A(t) ¢ëà®¦¤¥­  ¤«ï «î¡®£® t 2 [t0; t1]), ­ §ë¢ ¥¬ëå ¢ «¨â¥à âãà¥ â ª¦¥
¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®- «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ (DAEs), ­¥à §à¥è¥­­ë¬¨ ®â­®á¨â¥«ì­® ¯à®¨§¢®¤­ëå, á¨­-
£ã«ïà­ë¬¨ (singular, descriptor) ¨«¨ ­¥ï¢­ë¬¨ (implicit), ¯à¥¢à â¨« áì ¢ ¡ëáâà® à §¢¨¢ îéãîáï
®¡« áâì á®¢à¥¬¥­­®© ¬ â¥¬ â¨ª¨. � ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï à áâ¥â ¨­â¥à¥á ¨ ª ��� á ®âª«®­ïîé¨¬áï
 à£ã¬¥­â®¬

A(t)x0(t) +B(t)x(t) +D(t)x(t� �) = f(t); t 2 T = [t0;+1); (2)

x(t) =  (t); t 2 [t0 � �; t0); (3)

detA(t) � 0 ­  T , � = const > 0. �¥ª®â®àë¥ ¨§ ¯à¨«®¦¥­¨© â ª¨å á¨áâ¥¬ ãª § ­ë ¢ [1].
�à¨ ¨§ãç¥­¨¨ ¯à®¡«¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¨ ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ (2), (3) ¥áâ¥áâ¢¥­-

­ë¬ ®¡à §®¬ ¢®§­¨ª ¥â ¢®¯à®á ® ¢®§¬®¦­®áâ¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ãà ¢­¥­¨© (2), (3) ¢ á¨áâ¥¬ã
®¡ëª­®¢¥­­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨© á ®âª«®­ïîé¨¬áï  à£ã¬¥­â®¬, ¤«ï ª®â®à®© ã¦¥
¨¬¥îâáï â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï

x(r)(t) +
r�1X
j=0

Aj(t)x
(j)(t) +

sX
j=0

Dj(t)x
(j)(t� �) = ef(t); t 2 T ; (4)

¯à¨ t < t0 x(t) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ãá«®¢¨¥¬ (3). �à ¢­¨â¥«ì­® ¯à®áâë¬ ¢ íâ®¬ á¬ëá«¥ ï¢«ï¥âáï
á«ãç ©, ª®£¤  ¢ á¨áâ¥¬¥ (2) ¬ âà¨æë A(t) ¨ B(t) â ª®¢ë, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â «¨­¥©­ë© ¤¨ää¥à¥­-
æ¨ «ì­ë© ®¯¥à â®à L â ª®©, çâ®

L [A(t)x0(t) +B(t)x(t)] = x0(t) + eB(t)x(t); t 2 T: (5)

�á­®¢­ ï ­ ç «ì­ ï § ¤ ç  ¤«ï á¨áâ¥¬ â ª®£® â¨¯  à áá¬ âà¨¢ « áì ¢ [2], [3]. �¨âã æ¨ï á¨«ì­®
®á«®¦­ï¥âáï, ¥á«¨ ®¯¥à â®à L ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â (á¬., ­ ¯à., à ¡®âã [4], ¯®á¢ïé¥­­ãî á¨áâ¥¬ ¬ á
¯®áâ®ï­­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨). � íâ®¬ á«ãç ¥ ¢®§­¨ª ¥â àï¤ ®á®¡¥­­®áâ¥©, ¢ë§¢ ­­ëå â¥¬,
çâ® ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï (2), (3) ¢ (4), (3) áãé¥áâ¢¥­­ãî à®«ì ­ ç¨­ ¥â ¨£à âì áâàãªâãà 
¬ âà¨æë D(t). � ¨¬¥­­®:

1) ãà ¢­¥­¨¥ (4) ¬®¦¥â ®ª § âìáï ¯®àï¤ª  ¢ëè¥ ¯¥à¢®£® (r � 1);
2) ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ á¨áâ¥¬  (4), (3) ¡ã¤¥â ­¥©âà «ì­®£® ¨«¨ ®¯¥à¥¦ îé¥£® â¨¯  (s � r);
3) à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë (2), (3) ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ t 2 T ¬®¦¥â § ¢¨á¥âì ­¥ â®«ìª® ®â §­ ç¥­¨© ª®-

íää¨æ¨¥­â®¢ ¨ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¢ ¯à¥¤è¥áâ¢ãîé¨å â®çª å, ­® ¨ ®â §­ ç¥­¨© íâ¨å äã­ªæ¨©
¢ â®çª å t > t;
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4) ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ (2), (3) ¬®¦¥â ®ª § âìáï ­¥®¡å®¤¨¬ë¬, çâ®¡ë ­ -
ç «ì­ ï äã­ªæ¨ï  (t) ã¤®¢«¥â¢®àï«  ®£à ­¨ç¥­¨ï¬ ¢¨¤ 

kX
j=0

Gj(t) (j)(t) = g(t); t 2 [t0 � �; t0):

�¥«ì ¤ ­­®© à ¡®âë | ­ ©â¨ ãá«®¢¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå ¢®§¬®¦­® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ ��� c ®â-
ª«®­ïîé¨¬áï  à£ã¬¥­â®¬ (2), (3) ª ¢¨¤ã (4), (3) ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ®¯¥à â®à (5) ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â.

�®§­¨ª­®¢¥­¨¥¬ ®á®¡¥­­®áâ¨ 3) ¤¨ªâã¥âáï ­¥®¡å®¤¨¬®áâì § ¤ ­¨ï á¨áâ¥¬ë (2) ­¥ ­  ª®­¥ç-
­®¬ ¯à®¬¥¦ãâª¥,   ­  ¯®«ã¯àï¬®©, çâ® ¢ á®¢®ªã¯­®áâ¨ á 2) ®¡êïá­ï¥â, ¯®ç¥¬ã ¢ ¤ «ì­¥©è¨å
à ááã¦¤¥­¨ïå ¡ã¤¥¬ âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë ¢å®¤­ë¥ ¤ ­­ë¥ ¡ë«¨ ¡¥áª®­¥ç­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬¨
äã­ªæ¨ï¬¨.

�á¯®«ì§ã¥¬ë© ¢ áâ âì¥ ¯®¤å®¤ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ®á­®¢­ëå ¨¤¥© â¥®à¨¨ «¥¢ëå à¥£ã«ïà¨§¨àãîé¨å
®¯¥à â®à®¢, à §¢¨â®© ¤«ï ��� ¢¨¤  (1) [5].

1. �¡®§­ ç¥­¨ï

�ãáâì äã­ªæ¨ï �(t) ®¯à¥¤¥«¥­  ­  [t0 � �;+1). �¡®§­ ç¨¬

�(i)(t) = �(t+ (i� 1)�); i = 0;1; t 2 J = [t0; t0 + �): (6)

�¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®àë á¤¢¨£  ! ¨ !�1: ![�(t)] = �(t��), !�1[�(t)] = �(t+�), ¨«¨ ¢ ®¡®§­ ç¥­¨ïå
(6)

!m[�(i)(t)] = �(i�m)(t); (!�1)
k
[�(i)(t)] = �(i+k)(t); i;m; k 2 N ; m � i;

!0[�(i)(t)] = (!�1)
0
[�(i)(t)] = �(i)(t); t 2 J;

£¤¥ N | ¬­®¦¥áâ¢® ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥«.
�®áâ ¢¨¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ­ ¡®àã ª¢ ¤à â­ëå ¯®àï¤ª  n ¬ âà¨æ R1(t); R2(t); : : : ; Rk(t) 2 Cp(J)

¬ âà¨æã �p[R1(t);R2(t); : : : ;Rk(t)] à §¬¥à  [(p+ 1)n]� [(p+ k)n]. �¥à¢ ï ¡«®ç­ ï áâà®ª  â ª®©
¬ âà¨æë ¨¬¥¥â ¢¨¤

�
R1(t) R2(t) : : : Rk(t) On : : : On

�
. �á«¨�

Gm;1(t) Gm;2(t) : : : Gm;m+k�1(t) On : : : On

�
| m- ï ¡«®ç­ ï áâà®ª  ¬ âà¨æë �p, â® (n� n)-¡«®ª¨ (m+ 1)-®© ¡«®ç­®© áâà®ª¨ ¢ëç¨á«ïîâáï
¯® ä®à¬ã« ¬

Gm+1;1(t) = G0m;1(t); Gm+1;l(t) = Gm;l�1(t) +G0m;l(t); l = 2;m+ k;

®áâ «ì­ë¥ í«¥¬¥­âë íâ®© áâà®ª¨ ­ã«¥¢ë¥.
� ç áâ­®áâ¨,

�p[R1(t);R2(t)] =

=

0BBBB@
R1(t) R2(t) On : : : On

R01(t) R02(t) +R1(t) R2(t) : : : On

...
...

...
. . .

...
R

(p)
1 (t) C0

pR
(p)
2 (t) + C1

pR
(p�1)
1 (t) C1

pR
(p�1)
2 (t) + C2

pR
(p�2)
1 (t) : : : R2(t)

1CCCCA ;

�p[R1(t)] =

0BBBB@
R1(t) On : : : On

R01(t) R1(t) : : : On

...
...

. . .
...

R
(p)
1 (t) C1

pR
(p�1)
1 (t) : : : R1(t)

1CCCCA ;
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£¤¥ Cj
i | ¡¨­®¬¨ «ì­ë¥ ª®íää¨æ¨¥­âë. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© ¯àï¬®ã£®«ì­®© ¬ âà¨æë R(t), ®¯à¥-

¤¥«¥­­®© ­  ­¥ª®â®à®¬ ¨­â¥à¢ «¥ T , ¢¢¥¤¥¬ ¢¥«¨ç¨­ã dimR(t), à ¢­ãî ç¨á«ã áâà®ª ¢ íâ®©
¬ âà¨æ¥. �®£¤  § ¯¨áì

dimR(t) = max
t2T

rankR(t)

®§­ ç ¥â, çâ® ¬ âà¨æ  R(t) ­¥ ¨¬¥¥â ­  T «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ëå áâà®ª.

� ¬¥ç ­¨¥ 1. �ãáâì J = [t0; t1), t1 < +1, CA(J) | ¯à®áâà ­áâ¢® äã­ªæ¨©,  ­ «¨â¨ç¥áª¨å
­  J . �á«¨ R(t) 2 CA(J) ¨ max

t2J
rankR(t) = dimR(t), â® ¬ âà¨æ  R(t) ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ¯®«­ë© à ­£

­  J §  ¨áª«îç¥­¨¥¬, ¡ëâì ¬®¦¥â, ª®­¥ç­®£® ç¨á«  â®ç¥ª. �á«¨ t1 = +1, â® ç¨á«® íâ¨å â®ç¥ª
¡ã¤¥â ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â­®.

2. �¯à¥¤¥«¥­¨¥ à¥è¥­¨ï

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. �¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ (2), (3) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì n-¬¥à­ãî ¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨î x(t),
®¯à¥¤¥«¥­­ãî ¨ ­¥¯à¥àë¢­ãî ­  [t0 � �;+1), r à § (r � 1) ­¥¯à¥àë¢­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ãî ­ 
ª ¦¤®¬ ¨§ ¯à®¬¥¦ãâª®¢ [t0+(i�1)�; t0+i�) (i = 0;1), ª®â®à ï ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¤«ï t 2 [t0��; t0)
­ ç «ì­®¬ã ãá«®¢¨î (3),   ¤«ï t 2 T | ãà ¢­¥­¨î (2).

�®¤ ¯à®¨§¢®¤­ë¬¨ äã­ªæ¨¨ x(t) ¢ â®çª å t = t0+(i� 1)� (i = 0;1) ¡ã¤¥¬ ¯®­¨¬ âì ¯à ¢ë¥
¯à®¨§¢®¤­ë¥.

� ¯¨è¥¬ á¨áâ¥¬ã ãà ¢­¥­¨© (2), (3) ¢ ®¡®§­ ç¥­¨ïå (6)

A(i)(t)x0(i)(t) +B(i)(t)x(i)(t) +D(i)(t)x(i�1)(t) = f(i)(t); i = 1;1; (7)

x(0)(t) = f(0)(t); t 2 J = [t0; t0 + �); (8)

£¤¥ f(0)(t) =  (t� �), t 2 J .
�®¤ à¥è¥­¨¥¬ ��� (7), (8) ¡ã¤¥¬ ¯®­¨¬ âì á¨áâ¥¬ã r à § (r � 1) ­¥¯à¥àë¢­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã-

¥¬ëå ­  J n-¬¥à­ëå ¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨© x(i)(t), i = 0;1, ®¡à é îé¨å ¯à¨ ¯®¤áâ ­®¢ª¥ ãà ¢­¥­¨ï
(7), (8) ¢ â®¦¤¥áâ¢  ­  J .

�ç¥¢¨¤­®, ¥á«¨ ­  [t0 � �;+1) áãé¥áâ¢ã¥â à¥è¥­¨¥ x(t) § ¤ ç¨ (2), (3), â® ­  J áãé¥áâ¢ã¥â
à¥è¥­¨¥ x(i)(t) á¨áâ¥¬ë (7), (8)

x(i)(t) = x(t+ (i� 1)�); i = 0;1; t 2 J;

¯à¨ç¥¬ ¯®á«¥¤­¥¥ ¢ á¨«ã ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ x(t) ­  [t0��;+1) ¡ã¤¥â ã¤®¢«¥â¢®àïâì ªà ¥¢ë¬ ãá«®-
¢¨ï¬

x(i)(t0) = x(i�1)(t0 + �); i = 1;1: (9)

� ­ ®¡®à®â, à¥è¥­¨¥ ªà ¥¢®© § ¤ ç¨ (7){(9) ¯®à®¦¤ ¥â ­¥¯à¥àë¢­®¥ à¥è¥­¨¥ ­ ç «ì­®© § ¤ ç¨
(2), (3) [3]

x(t) = x(i)(t� (i� 1)�); t 2 [t0 + (i� 1)�; t0 + i�); i = 0;1:

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ¢ (2), (3) A(t); B(t); D(t) 2 CA(T ), f(t) 2 C1(T )
(C1(T ) | ¯à®áâà ­áâ¢® äã­ªæ¨©, ¡¥áª®­¥ç­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ëå ­  T ),  (t) 2 C1([t0 � �; t0)).
�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢ (7), (8) A(i)(t); B(i)(t);D(i)(t) 2 CA(J), i = 1;1; f(i)(t) 2 C1(J), i = 0;1.

�ã¤¥¬ ¨áª âì «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë W(i), i = 1;1, c  ­ «¨â¨ç¥áª¨¬¨ ­  J ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨
(¢¨¤ íâ¨å ®¯¥à â®à®¢ ãâ®ç­¨¬ ¯®§¦¥), ¤¥©áâ¢¨¥ ª®â®àëå ¯à¥®¡à §ã¥â ãà ¢­¥­¨ï (7) ª ¢¨¤ã

x
(r)
(i) (t) +

r�1X
j=0

Aj(i)(t)x
(j)
(i) (t) +

sX
j=0

Dj(i)(t)x
(j)
(i�1)(t) =

ef(i)(t); t 2 J; (10)

£¤¥ Aj(i)(t); Dj(i)(t) 2 CA(J), ef(i)(t) =W(i)[f(i)(t)] 2 C1(J).
�á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (7){(9), â® ®­® ¥¤¨­áâ¢¥­­® ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á à¥è¥­¨¥¬ ªà ¥¢®©

§ ¤ ç¨ (8){(10).
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�¨áâ¥¬¥ (10), (8) ¬®¦­® ¯®áâ ¢¨âì ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ á¨áâ¥¬ã ¢¨¤  (4), (3) á  ­ «¨â¨ç¥áª¨¬¨ ­ 
1

[
i=1

[t0 + (i� 1)�; t0 + i�) ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¨ ¡¥áª®­¥ç­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬¨ ­  â®¬ ¦¥ ¬­®¦¥-

áâ¢¥ ¯à ¢ë¬¨ ç áâï¬¨. �à¨ íâ®¬ § ¤ ç  (4), (3) ¨¬¥¥â ­  [t0 � �;+1) ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ ¢
á¬ëá«¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 1, ¨ ¥£® ¬®¦­® ­ ©â¨ ¬¥â®¤®¬ è £®¢. �à¨ç¥¬ ¥á«¨ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (2), (3)
áãé¥áâ¢ã¥â, â® ®­® ¥¤¨­áâ¢¥­­® ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ (4), (3).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ãª § ­­®¬ ¢ëè¥ á¬ëá«¥, áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ®¯¥à â®à®¢ W(i) íª¢¨¢ «¥­â­®
â®¬ã, çâ® á¨áâ¥¬  (2), (3) ¯à¨¢®¤¨¬  ª ¢¨¤ã (4), (3).

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® á¨áâ¥¬ 
pX

j=0

Aj(i)(t)x
(j)
(i) (t) +

qX
j=0

Dj(i)(t)x
(j)
(i�1)(t) = f(i)(t); i = 1;1; t 2 J; (11)

á ¡¥áª®­¥ç­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¨¬¥¥â ­  J ®¡é¥¥ à¥è¥­¨¥, ¥á«¨ ®­  à §-
à¥è¨¬  ¢ ª« áá¥ C1(J) ¤«ï «î¡®© á¨áâ¥¬ë äã­ªæ¨© f(i)(t) 2 C1(J), i = 1;1. � ªà®¬¥ â®£®,
áãé¥áâ¢ãîâ ­ ¡®àë (n� n)-¬ âà¨æ f
j(i)(t) 2 C1(J), i = 1;1, j = 1; r, r � pg ¨ f�k(t) 2 C1(J),
k = 1; s, s � 1g,   â ª¦¥ n-¬¥à­ë¥ ¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨¨ �(i)(t) 2 C1(J), i = 0;1, â ª¨¥, çâ®

1)

rank

0BBBB@

1(i)(t) : : : 
r(i)(t)

01(i)(t) : : : 
0r(i)(t)

... : : :
...


(r�1)
1(i) (t) : : : 
(r�1)

r(i) (t)

1CCCCA = d = const 8t 2 J; 8i 2 N ; (12)

rank

0BBBB@
�1(t) : : : �s(t)
�01(t) : : : �0s(t)
... : : :

...
�(s�1)

1 (t) : : : �(s�1)
s (t)

1CCCCA = const 8t 2 J ; (13)

2) ª ¦¤ ï ¨§ äã­ªæ¨© �(i)(t) (i = 0;1) ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ç¥à¥§ ¢¥ªâ®àë f(j)(t) (j = i; �,
� � i) ¨ x(i�1)(t),   â ª¦¥ ¨å ¯à®¨§¢®¤­ë¥ ¤® ­¥ª®â®à®£® ¯®àï¤ª  v (v � q) ¢ª«îç¨â¥«ì­® (x(�1)(t)
| ¯à®¨§¢®«ì­ ï n-¬¥à­ ï ¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨ï ¨§ C1(J));
3) «î¡ë¥ «¨­¥©­ë¥ ª®¬¡¨­ æ¨¨

x(i)(t; c1i; : : : ; cri) =
rX

j=1


j(i)(t)cji + �(i)(t); i = 1;1; cji 2 R
n; (14)

x(0)(t; c10; : : : ; cs0) =
sX

j=1

�j(t)cj0 + �(0)(t); cj0 2 R
n; t 2 J; (15)

ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãà ¢­¥­¨ï¬ (11) 8t 2 J , ¨ ­  «î¡®¬ ®âà¥§ª¥ eJ � J ­¥â à¥è¥­¨©, ®â«¨ç­ëå ®â
â¥å, ª®â®àë¥ ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª áã¦¥­¨¥ (14), (15) ­  eJ .

3. �á¯®¬®£ â¥«ì­ë¥ à¥§ã«ìâ âë

� ¦­ãî à®«ì ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬  ­ «¨§¥ ¨£à ¥â á«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© �®«¥-
¦ «î (Dolezal).

�¥¬¬  1 ([6]). �ãáâì (n� n)-¬ âà¨æ  A(t) 2 CA(T ) ¨ max
t2T

rankA(t) = �.

�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â (n�n)-¬ âà¨æ  P (t) 2 CA(T ) â ª ï, çâ® detP (t) 6= 0 8t 2 T , P (t)A(t) =�
A1(t)
O

�
, £¤¥ dimA1(t) = max

t2T
rankA1(t) = �.
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�¥¬¬  2. �ãáâì ¢ ���

pX
j=0

Aj(t)x(j)(t) = f(t); t 2 T; (16)

(n� n)-¬ âà¨æë Aj(t) 2 CA(T ), f(t) 2 Cp+l(T ).

�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ®¯¥à â®à P =
lP

j=0
Pj(t)

�
d
dt

�j
, Pj(t) 2 CA(T ), ¯à¥®¡à §ãîé¨© (16) ¢ íª¢¨¢ -

«¥­â­ãî ¢ á¬ëá«¥ à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ã0BBBB@
Ap;0(t)
O

: : :

O

O

1CCCCAx(p)(t) +
0BBBB@

�
Ap�1;1(t)

: : :

O

O

1CCCCAx(p�1)(t) + � � �+
0BBBB@

�
�
: : :

A0;p(t)
O

1CCCCAx(t) = bf(t); t 2 T; (17)

¢ ª®â®à®© bf(t) = P[f(t)],   � ®¡®§­ ç ¥â ¬ âà¨æã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å à §¬¥à®¢, ª®â®à ï ¬®-

¦¥â ¡ëâì ®â«¨ç­  ®â ­ã«¥¢®©,

dim

0BB@
Ap;0(t)
Ap�1;1(t)

: : :

A0;p(t)

1CCA = max
t2T

rank

0BB@
Ap;0(t)
Ap�1;1(t)

: : :

A0;p(t)

1CCA : (18)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ ¢ (16) max
t2T

rankAp(t) = n, â® P | â®¦¤¥áâ¢¥­­ë© ®¯¥à â®à. �ãáâì

max
t2T

rankAp(t) < n. �¬­®¦¨¬ ãà ¢­¥­¨¥ (16) á«¥¢  ­  ¬ âà¨æã L0(t) 2 CA(T ), detL0(t) 6= 0

8t 2 T , ã­¨çâ®¦ îéãî «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë¥ ­  T áâà®ª¨ ¢ ¬ âà¨æ¥ Ap(t). �® «¥¬¬¥ 1 â ª ï
¬ âà¨æ  áãé¥áâ¢ã¥â. �®£¤  á¨áâ¥¬  (16) ¯à¥®¡à §ã¥âáï ª ¢¨¤ã�

A0;0
p (t)
O

�
x(p)(t) +

p�1X
j=0

 
A

0;0
j (t)

A0;1
j (t)

!
x(j)(t) = f0(t):

�®«ãç¥­­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ã¬­®¦¨¬ á«¥¢  ­  ¬ âà¨æã
�
E O
O L1(t)

�
(E | ¥¤¨­¨ç­ ï ¬ âà¨æ ) â -

ªãî, çâ® L1(t) 2 CA(T ), detL1(t) 6= 0 8t 2 T , L1(t)A
0;1
p�1(t) =

�
A
1;1
p�1

(t)

O

�
, dimA1;1

p�1(t) =

max
t2T

rankA1;1
p�1(t) = max

t2T
rankA0;1

p�1(t).

� â¥¬ â ª¨¬ ¦¥ ®¡à §®¬ § ­ã«¨¬ «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë¥ ­  T áâà®ª¨ ¢ ¯®¤¬ âà¨æ¥ ¬ âà¨æë
L1(t)A

0;1
p�2(t), á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ­ã«¥¢ë¬ áâà®ª ¬ ¢ L1(t)A

0;1
p�1(t) ¨ â. ¤. �à®¤®«¦ ï íâ®â ¯à®æ¥áá,

¯à¨¤¥¬ ª á¨áâ¥¬¥ ¢¨¤ 0BBBBB@
A0;0
p (t)
O

: : :

O

O

1CCCCCAx(p)(t) +
0BBBBB@

�
A1;1
p�1(t)
: : :

O

O

1CCCCCAx(p�1)(t) + � � �+
0BBBB@

�
�
: : :

A
p;p
0 (t)
O

1CCCCAx(t) = fp(t); (19)

¢ ª®â®à®© dimA
p�j;p�j
j (t) = max

t2T
rankAp�j;p�j

j (t), j = 0; p. �á«¨ ¯à¨ íâ®¬ ®ª ¦¥âáï, çâ® ¬ âà¨æ 

�
A0;0
p (t)> A

1;1
p�1(t)

>
: : : A

p;p
0 (t)>

�>
(20)

­¥ ¨¬¥¥â «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ëå ­  T áâà®ª, >| á¨¬¢®« âà ­á¯®­¨à®¢ ­¨ï, â® (19) ¨ ¥áâì ¨áª®¬ ï
á¨áâ¥¬  (17),   ®¯¥à â®à P ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ­¥¢ëà®¦¤¥­­ëå 8t 2 T  ­ «¨â¨-
ç¥áª¨å (n� n)-¬ âà¨æ.
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� ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ «¨­¥©­ ï § ¢¨á¨¬®áâì ­  T áâà®ª ¬ âà¨æë (20) ã­¨çâ®¦ ¥âáï ¯à¨¬¥-
­¥­¨¥¬ ª (19) ®¯¥à â®à  ¢¨¤ 0BBBBBBBBB@

E L1;1
d
dt

L1;2

�
d
dt

�2
: : : L1;p�1

�
d
dt

�p�1
L1;p

�
d
dt

�p
O E L2;2

d
dt

: : : L2;p�1

�
d
dt

�p�2
L2;p

�
d
dt

�p�1
O O E : : : L3;p�1

�
d
dt

�p�3
L3;p

�
d
dt

�p�2
...

...
...

. . .
...

...
O O O : : : E Lp;p

d
dt

O O O : : : O E

1CCCCCCCCCA
: (21)

�® «¥¬¬¥ 1 ¬ âà¨æë Lj;k = Lj;k(t) 2 CA(T ) ¢ á¤¥« ­­ëå ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ïå áãé¥áâ¢ãîâ. �¥-
§ã«ìâ â®¬ ¤¥©áâ¢¨ï ®¯¥à â®à  (21) ¡ã¤¥â ­®¢ ï á¨áâ¥¬ , ¢ ª®íää¨æ¨¥­â å ª®â®à®© ¢­®¢ì ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì­® ¨áª«îç¨¬ «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë¥ ­  T áâà®ª¨. �®á«¥ íâ®£® á¨áâ¥¬  ¯à¨¬¥â ¢¨¤ (17).
�á«¨ ¤«ï (17) ­¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ (18), ¯à®¤®«¦ ¥¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï, ¤¥©áâ¢ãï ­  íâã á¨-
áâ¥¬ã ®¯¥à â®à®¬ â¨¯  (21) ¨ â. ¤.

�®áª®«ìªã à §¬¥à­®áâì ¨áå®¤­®© á¨áâ¥¬ë (16) ¨ ç¨á«® ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ¢ ­¥© ®£à ­¨ç¥­®, â®
ç¥à¥§ ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® è £®¢ ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã ¢¨¤  (17), (18).

�¥©áâ¢¨¥ ®¯¥à â®à®¢ áâàãªâãàë (21) ­¥ ¤®¡ ¢«ï¥â á¨áâ¥¬¥ ­®¢ëå à¥è¥­¨©, ¯®íâ®¬ã (17)
íª¢¨¢ «¥­â­  (16) ¢ á¬ëá«¥ à¥è¥­¨ï. �à¨ íâ®¬ ®¯¥à â®à P ¡ã¤¥â ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¢á¥å ¬ âà¨æ ¨
®¯¥à â®à®¢, ¨á¯®«ì§®¢ ­­ëå ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3. �«ï á¨áâ¥¬ë (16) ®¯à¥¤¥«¨¬ ¬ âà¨æã

�[Ap(t); : : : ; A0(t)] =
�
Ap;0(t)

>
: : : A0;p(t)

>
�>

¨ ¢¥«¨ç¨­ã

�[Ap(t); : : : ; A0(t)] =
pX

j=0

dimAp�j;j(t);

£¤¥ Ap�j;j(t) (j = 0; p) | ¬ âà¨æë ¨§ íª¢¨¢ «¥­â­®© á¨áâ¥¬ë (17), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨î
(18).

�¨áâ¥¬ã (17), (18) ­ §®¢¥¬ �-ä®à¬®© ¤«ï á¨áâ¥¬ë (16).

�¥¬¬  3. �ãáâì

1) ¢ ��� (11) (n� n)-¬ âà¨æë ª®íää¨æ¨¥­â®¢  ­ «¨â¨ç¥áª¨¥,   ¯à ¢ë¥ ç áâ¨ | ¡¥áª®-

­¥ç­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¥ äã­ªæ¨¨ ­  J ;
2) á¨áâ¥¬  (11) ¨¬¥¥â ­  J ®¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ ¢ á¬ëá«¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 2;
3) �[Ap(i)(t); : : : ; A0(i)(t)] = n ­  J ¯à¨ «î¡®¬ i 2 N .

�®£¤  rank�[Ap(i)(t); : : : ; A0(i)(t)] = n 8t 2 J , 8i 2 N .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥®¡à §ã¥¬ ç áâì ãà ¢­¥­¨ï (11)
pP

j=0
Aj(i)(t)x

(j)
(i) (t) ª �-ä®à¬¥. �® «¥¬¬¥ 2

íâ® ¢®§¬®¦­®. �«ï ­ £«ï¤­®áâ¨ § ¬¥â¨¬, çâ® ¯®«ãç¥­­ ï á¨áâ¥¬  ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ¢¨¤ (17), ¥á«¨
¢ ¯à ¢ãî ç áâì bf(t) ¢ª«îç¨âì ¢á¥ á« £ ¥¬ë¥, á®¤¥à¦ é¨¥ äã­ªæ¨î x(i�1)(t) ¨ ¥¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥,
ã ¢á¥å ¬ âà¨æ ¨ ¢¥ªâ®à®¢ ¤®¡ ¢¨âì ­¨¦­¨© ¨­¤¥ªá (i) ¨ § ¬¥­¨âì ¯à®¬¥¦ãâ®ª T ­  J . �®
¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î 3) «¥¬¬ë ¯®á«¥¤­ïï ­ã«¥¢ ï ¡«®ç­ ï áâà®ª  ¢ (17) ¡ã¤¥â ®âáãâáâ¢®¢ âì.

�à®¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ ¢â®àãî ¡«®ç­ãî áâà®ªã ¯®«ãç¥­­®© á¨áâ¥¬ë ®¤¨­ à §, âà¥âìî | ¤¢ 
à §  ¨ â. ¤., ¯®á«¥¤­îî | p à §. �¥§ã«ìâ â®¬ ¡ã¤¥â á¨áâ¥¬  ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨© p-£®
¯®àï¤ª  á ¬ âà¨æ¥© �(i)(t) = �[Ap(i)(t); : : : ; A0(i)(t)] ¯à¨ áâ àè¥© ¯à®¨§¢®¤­®©

�(i)(t)x
(p)
(i) (t) +

p�1X
j=0

Gj(i)(t)x
(j)
(i) (t) = �f(i)(t); t 2 J: (22)
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�á­®, çâ® á¨áâ¥¬  (22), ª ª ¨ ¨áå®¤­ ï (11), ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ­  J ®¡é¥¥ à¥è¥­¨¥, ã ­¥¥ ¬®¦¥â «¨èì
¢®§à áâ¨ à ­£ ¬ âà¨æë (12) d.

� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á § ¬¥ç ­¨¥¬ 1 ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î 3) «¥¬¬ë ¬ âà¨æ  �(i)(t) 2 CA(J) ­¥
¨¬¥¥â «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ëå ­  J áâà®ª. �®ª ¦¥¬, çâ® à ­£ íâ®© ¬ âà¨æë ¯®áâ®ï­¥­ ­  J ¨ à ¢¥­
n. �à¥¤¯®«®¦¨¬ ®¡à â­®¥, â. ¥. 9�i; �i 2 J â ª¨¥, çâ®

det�(i)(�i) = 0; det�(i)(�i) 6= 0:

� á¨«ã ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ¬ âà¨æë �(i)(t) ­  J áãé¥áâ¢ã¥â "i-®ªà¥áâ­®áâì â®çª¨ �i J"i = (�i �
"i; �i + "i) � J â ª ï, çâ® ­  J"i à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë (22) ¯à¥¤áâ ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥

x(i)(t) =
pX

j=1

Xj(i)(t)cji + �(i)(t); t 2 J"i ;

£¤¥ (n� n)-¬ âà¨æë Xj(i)(t) 2 CA(J"i), j = 1; p, ï¢«ïîâáï à¥è¥­¨ï¬¨ p § ¤ ç �®è¨

X
(p)
j(i)(t) +

p�1X
j=0

��1(i) (t)Gj(i)(t)X
(j)
j(i)(t) = O; t 2 J"i ;�

X
(p�1)
j(i) (�i)

>

X
(p�2)
j(i) (�i)

>

: : : Xj(i)(�i)
>
�
=
�
On : : : On| {z }

j�1

En

j

On : : : On| {z }
p�j

�
; j = 1; p;

¨ ®¡« ¤ îâ á¢®©áâ¢®¬

rank

0BBBB@
X1(i)(t) : : : Xp(i)(t)
X 0

1(i)(t) : : : X 0
p(i)(t)

... : : :
...

X
(p�1)
1(i) (t) : : : X

(p�1)
p(i) (t)

1CCCCA = pn 8t 2 J"i :

� ª ª ª ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 2 à ­£ ¬ âà¨æë (12) ¯®áâ®ï­¥­ ­  J , â® ¢ (12) r = p ¨ d = pn 8t 2 J .
� á¨«ã ¯®á«¥¤­¥£® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢  ­  J ¤®«¦­® áãé¥áâ¢®¢ âì à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë (22) ¢¨¤  (14)
¤«ï «î¡ëå ­ ç «ì­ëå ¤ ­­ëå, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¤«ï0B@x

(p�1)
(i) (�i)
: : :

x(i)(�i)

1CA =

0@api: : :
a1i

1A ;
¯®áª®«ìªã  «£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬ 

0@api: : :
a1i

1A =

0BBBBBB@

pX
j=1


(p�1)
j(i) (�i)cji + �

(p�1)
(i) (�i)

: : :
pX

j=1


j(i)(�i)cji + �(i)(�i)

1CCCCCCA
¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ à §à¥è¨¬  ®â­®á¨â¥«ì­® cji, j = 1; p. � íâ® ®§­ ç ¥â, çâ® ¤«ï «î¡ëå
¢¥ªâ®à®¢ (a>pi : : : a

>
1i)

>
¨ �f(i)(t) ¬®¦­® ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ­ ©â¨ x(p)(i) (�i).

� ¤àã£®© áâ®à®­ë,  «£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬ 

�(i)(�i)zi +
p�1X
j=0

Gj(i)(�i)aji = �f(i)(�i)

à §à¥è¨¬  ®â­®á¨â¥«ì­® zi = x
(p)
(i) (�i) ­¥ ¤«ï «î¡ëå aji ¨ �f(i)(�i) (â. ª. det�(i)(�i) = 0). �®«ãç¨«¨

¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. �®íâ®¬ã rank�(i)(t) = n 8t 2 J , 8i 2 N .
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4. �¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ ¨ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ®¯¥à â®à®¢ W(i)

�¥à¥©¤¥¬ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ª ¯®¨áªã ãá«®¢¨©, ¯à¨ ª®â®àëå ¤«ï á¨áâ¥¬ë (7), (8) áãé¥áâ¢ãîâ
®¯¥à â®àë W(i), i = 1;1, ¯à¥®¡à §ãîé¨¥ ¥¥ ª ¢¨¤ã (10), (8).

�¥®à¥¬  1. �ãáâì ¢ á¨áâ¥¬¥ (2) A(t); B(t);D(t) 2 CA(T ), f(t) 2 C1(T ).
�®£¤  ¤«ï â®£® çâ®¡ë ��� (7) ¨¬¥«  ­  J ®¡é¥¥ à¥è¥­¨¥, ­¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç­® áãé¥-

áâ¢®¢ ­¨ï ®¯¥à â®à®¢

V(i) =
�X

k=0

vX
j=0

Vj;k(i)

�
d

dt

�j
(!�1)k; Vj;k(i) 2 C

A(J); i = 1;1; (23)

¤¥©áâ¢¨¥ ª®â®àëå ¯à¥®¡à §ã¥â (7) ¢ á¨áâ¥¬ã ãà ¢­¥­¨©0BBBBB@
bAr(i)(t)
O

: : :

O

O

1CCCCCAx(r)(i) (t) +

0BBBBB@
�bAr�1(i)(t)
: : :

O

O

1CCCCCAx(r�1)(i) (t) + � � � +

0BBBBB@
�
�
: : :

�bA0(i)(t)

1CCCCCAx(i)(t) +

+
sX

j=0

bDj(i)(t)x
(j)
(i�1)(t) = V(i)[f(i)(t)]; i = 1;1; (24)

0BBBB@
Gs;0(t)
O

: : :

O

O

1CCCCAx(s)(0)(t) +

0BBBB@
�

Gs�1;1(t)
: : :

O

O

1CCCCAx(s�1)(0) (t) + � � �+

0BBBB@
�
�
: : :

G0;s(t)
O

1CCCCAx(0)(t) = g(t); t 2 J: (25)

�¨áâ¥¬  (24), (25) íª¢¨¢ «¥­â­  ¨áå®¤­®© (7) ¢ á¬ëá«¥ à¥è¥­¨ï. �à¨ íâ®¬ ¢ (24), (25)
1) ¢á¥ ª®íää¨æ¨¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª¨¥,   ¯à ¢ë¥ ç áâ¨ | ¡¥áª®­¥ç­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¥ äã­ª-

æ¨¨ ­  J ;
2) ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ j, 0 � j � r, dimAj(i)(t) = kj = const 8i 2 N ;
3)

det
� bA>r(i)(t) bA>r�1(i)(t) : : : bA>0(i)(t)�> 6= 0 8t 2 J; 8i 2 N ; (26)

4) rank
�
G>s;0(t) G>s�1;1(t) : : : G>0;s(t)

�>
= dim

�
G>s;0(t) G>s�1;1(t) : : : G>0;s(t)

�>
8t 2 J:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®¡å®¤¨¬®áâì. �ãáâì á¨áâ¥¬  (7) ¨¬¥¥â ­  J ®¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ ¢ á¬ëá«¥
®¯à¥¤¥«¥­¨ï 2. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á «¥¬¬®© 2 ¬®¦­® ¯à¨¢¥áâ¨ «¥¢ãî ç áâì ãà ¢­¥­¨ï (7), ª®â®à ï
­¥ á®¤¥à¦¨â äã­ªæ¨¨ x(i�1)(t) ¨ ¥¥ ¯à®¨§¢®¤­ëå, ª �-ä®à¬¥.

�á«¨ ®ª ¦¥âáï, çâ® �[A(i)(t); B(i)(t)] = n 8i 2 N , â® ¯® «¥¬¬¥ 3 ¯®«ãç¥­­ ï á¨áâ¥¬  ¨ ¡ã¤¥â
¨áª®¬®© (24). �£à ­¨ç¥­¨¥ (25) ¯à¨ íâ®¬ ¡ã¤¥â ®âáãâáâ¢®¢ âì.

�®¯ãáâ¨¬, çâ® �[A(i)(t); B(i)(t)] < n 8i 2 N . � íâ®¬ á«ãç ¥ ¯®«ãç¥­­ ï á¨áâ¥¬  ¡ã¤¥â ¨¬¥âì
¢¨¤ 0BB@

A1;1
(i) (t)

O

O

1CCAx0(i)(t) +
0BB@
B

1;1
(i) (t)

B
1;2
(i) (t)

O

1CCAx(i)(t) + s1X
j=0

0BB@
D

1;1
j(i)(t)

D
1;2
j(i)(t)

D1;3
j(i)(t)

1CCAx(j)(i�1)(t) = f1(i)(t): (27)

� ¬¥â¨¬, çâ® ¯®áª®«ìªã ª®íää¨æ¨¥­âë ¢ á¨áâ¥¬¥ (7) ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© áã¦¥­¨¥ á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¨å  ­ «¨â¨ç¥áª¨å ­  T ¬ âà¨æ, â® á ãç¥â®¬ § ¬¥ç ­¨ï 1 ¢ (27) dimA1;1

(i) (t) = k1,
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dimB
1;2
(i) (t) = k2, dimD

1;3
j(i)(t) = k3 (k1; k2; k3 = const) 8i 2 N . �® ¦¥ ®â­®á¨âáï ¨ ª ¡«®ª ¬ ¢ ¬ -

âà¨æ å, ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ ¯®«ãç âìáï ­¨¦¥. �® â¥¬ ¦¥ á®®¡à ¦¥­¨ï¬ �[A(i)(t); B(i)(t)] «¨¡® à ¢­®,
«¨¡® áâ®à®£® ¬¥­ìè¥ n ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¤«ï ¢á¥å i 2 N .

�®¤¥©áâ¢ã¥¬ ­  (27) ®¯¥à â®à®¬
�
E O O
O E O
O O !�1E

�
,   § â¥¬ ¯à¨¢¥¤¥¬ ª �-ä®à¬¥ ¯ãç®ª ¬ âà¨æ

s1P
j=0

�jD
1;3
j(i)(t). �¥§ã«ìâ â®¬ ¡ã¤¥â á¨áâ¥¬ 

0BBBBBBBB@

O

OeD1;0
s1(i+1)(t)

O

: : :

O

1CCCCCCCCA
x
(s1)
(i) (t) +

0BBBBBBB@

O

O

�eD1;1
s1�1(i+1)(t)
: : :

O

1CCCCCCCA
x
(s1�1)
(i) (t) + � � �+

0BBBBBBBB@

A
1;1
(i) (t)

O

�
�
: : :

O

1CCCCCCCCA
x0(i)(t) +

+

0BBBBBBBB@

B1;1
(i) (t)

B
1;2
(i) (t)
�
�
: : :eD1;s1

0(i+1)(t)

1CCCCCCCCA
x(i)(t) +

s1X
j=0

0BBBBBBBBB@

D
1;1
j(i)(t)

D1;2
j(i)(t)

O

O

: : :

O

1CCCCCCCCCA
x
(j)
(i�1)(t) =

ef1(i)(t); i = 1;1; (28)

0BBBBBB@
OeD1;0

s1(1)
(t)

O

: : :

O

1CCCCCCAx
(s1)
(0) (t) +

0BBBBB@
O

�eD1;1
s1�1(1)

(t)
: : :

O

1CCCCCAx(s1�1)(0) (t) + � � �+

0BBBBB@
O

�
�
: : :eD1;s1
0(1)(t)

1CCCCCAx(0)(t) = g1(t); t 2 J: (29)

� âà¨æë eD1;s1
0(i) (t) ¢ (28), (29) ¤®«¦­ë ¡ëâì ¯®«­®£® à ­£  8t 2 J , 8i 2 N . �­ ç¥ ¤«ï (7)

¬®¦­® ¯®¤®¡à âì â ªãî ¯à ¢ãî ç áâì f(i)(t), çâ® á¨áâ¥¬  (28), (29),   á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨ (7) ¡ã¤ãâ
­¥à §à¥è¨¬ë. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â áãé¥áâ¢®¢ ­¨î ¤«ï (7) ®¡é¥£® à¥è¥­¨ï.

�¥¢ãî ç áâì ãà ¢­¥­¨ï (28), ­¥ á®¤¥à¦ éãî äã­ªæ¨î x(i�1)(t) ¨ ¥¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥, ¢­®¢ì
¯à¨¢¥¤¥¬ ª �-ä®à¬¥. �á«¨ ¯à¨ íâ®¬ ®ª ¦¥âáï, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ � = n, â® ¯® «¥¬¬¥ 3 ¯®«ãç¨¬
¨áª®¬ãî á¨áâ¥¬ã (24). �à¨ � < n ¯à®¤®«¦¨¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï. �  ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® è £®¢ ¯à¨¤¥¬
ª á¨áâ¥¬¥ ¢¨¤  (24).

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ¯à®æ¥áá ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© § æ¨ª«¨«áï, â®, ­ ç¨­ ï á ­¥ª®â®à®£® ¬®¬¥­-
â , ­  ª®¬¯®­¥­âë äã­ªæ¨¨ x(0)(t) ¡ã¤¥¬ ¯®«ãç âì ­¥á®¢¬¥áâ­ë¥ ®£à ­¨ç¥­¨ï. � íâ® ®§­ ç ¥â,
çâ® ��� (7) ­¥à §à¥è¨¬  ®â­®á¨â¥«ì­® x(0)(t) ¤«ï § ¤ ­­®© ¯à ¢®© ç áâ¨, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â
¨áå®¤­®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ® â®¬, çâ® á¨áâ¥¬  (7),   á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨ (24) ¨¬¥îâ ­  J ®¡é¥¥
à¥è¥­¨¥.

�®§­¨ªèãî ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© á¨áâ¥¬ã ãà ¢­¥­¨© ¤«ï x(0)(t) (â¨¯  (29)) ¯à¨¢¥¤¥¬
ª �-ä®à¬¥ (25). �á¯®«ì§ãï â¥å­¨ªã ¤®ª § â¥«ìáâ¢  «¥¬¬ë 3, ¬®¦­® ¯®ª § âì, çâ® á¢®©áâ¢® (13)
¢«¥ç¥â §  á®¡®© ¢ë¯®«­¥­¨¥ ãá«®¢¨ï 4) ¨§ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ â¥®à¥¬ë.

�§ «¥¬¬ë 2 á«¥¤ã¥â, çâ® á¨áâ¥¬  (24), (25) íª¢¨¢ «¥­â­  (7) ¢ á¬ëá«¥ à¥è¥­¨ï. �® ¯®áâà®-
¥­¨î ïá­®, çâ® ¤«ï (24), (25) ¡ã¤ãâ ¨¬¥âì ¬¥áâ® á¢®©áâ¢  1), 2),   ãá«®¢¨¥ (26) ¢ë¯®«­¨âáï ¤«ï
¢á¥å i 2 N .

�¯¥à â®àë V(i) ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢á¥å ®¯¥à â®à®¢, ¨á¯®«ì§®¢ ­­ëå ¢ ¯à®-
æ¥áá¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©. �¥âàã¤­® ¯à®á«¥¤¨âì, çâ® ®­¨ ¡ã¤ãâ ¨¬¥âì ¢¨¤ (23).

�®áâ â®ç­®áâì. �ãáâì ¤«ï á¨áâ¥¬ë (7) áãé¥áâ¢ãîâ ®¯¥à â®àë (23), ¤¥©áâ¢¨¥ ª®â®àëå ¯à¨-
¢®¤¨â (7) ª ¢¨¤ã (24), (25). �§ 3) á«¥¤ã¥â, çâ® à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë (24) áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤
(14). �®ª ¦¥¬, çâ® ¯à¨ íâ®¬ ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ (12).
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� (24) ¯¥à¥­¥á¥¬ á« £ ¥¬ë¥ á x(j)(i�1)(t) ¢ ¯à ¢ãî ç áâì ¨ ¯à¨¢¥¤¥¬ ¯®«ãç¥­­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ª
íª¢¨¢ «¥­â­®© á¨áâ¥¬¥ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª 

U1(i)(t)z0(i)(t) + U0(i)(t)z(i)(t) = u(i)(t); t 2 J; i = 1;1; (30)

£¤¥ z(i)(t) =
�
x(i)(t)

>
x0(i)(t)

>
: : : x

(r�1)
(i) (t)

>
�>
.

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯®¤¥©áâ¢®¢ ¢ ­  (24) ®¯¥à â®à®¬

0BBB@
bAr(i)(t)bAr�1(i)(t)
: : :bA0(i)(t)

1CCCA
�10BBB@

E O : : : O

O E d
dt

: : : O
...

...
. . .

...
O O : : : E

�
d
dt

�r
1CCCA ;

¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã

x
(r)
(i) (t) +

r�1X
j=0

eAj(i)(t)x
(j)
(i) (t) =

ef(i)(t); t 2 J; i = 1;1; (31)

(§¤¥áì á« £ ¥¬ë¥ á x(j)(i�1)(t), j = 0; s, ¢ª«îç¥­ë ¢ ef(i)(t)), ª®â®àãî â®¦¥ § ¯¨è¥¬ ¢ ¢¨¤¥ á¨áâ¥¬ë
¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª 

z0(i)(t) + eU0(i)(t)z(i)(t) = eu(i)(t); t 2 J; i = 1;1: (32)

�®áª®«ìªã ¤«ï á¨áâ¥¬ë (24) áãé¥áâ¢ã¥â ®¯¥à â®à, ¯à¨¢®¤ïé¨© ¥¥ ª ¢¨¤ã (31), â®, ®ç¥¢¨¤­®, çâ®
¨ ¤«ï (30) áãé¥áâ¢ã¥â ­¥ª®â®àë© «¨­¥©­ë© ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë© ®¯¥à â®à, ¯à¥®¡à §ãîé¨© ¥¥ ª
¢¨¤ã (32). �®á«¥¤­¥¥ íª¢¨¢ «¥­â­® â®¬ã, çâ® à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë (30) ¯à¥¤áâ ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥

z(i)(t) = Z(i)(t)ci(t) + h(i)(t); ci 2 R
n; t 2 J;

£¤¥ rankZ(i)(t) = const 8t 2 J ([5], c. 126). � ª ª ª ª®íää¨æ¨¥­âë á¨áâ¥¬ë (24) ®¡« ¤ îâ
á¢®©áâ¢®¬ 2), â® rankZ(i)(t) = const 8i 2 N .

� âà¨æ  Z(i)(t) ¥áâì ¬ âà¨æ  ¨§ ãá«®¢¨ï (12), ¯®íâ®¬ã (12) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® 8t 2 J ¨ 8i 2 N .
�­ «®£¨ç­® à ááã¦¤ ï, ¬®¦­® ¯®ª § âì, çâ® ¢ ãá«®¢¨ïå 4) â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥ªâ®à-

äã­ªæ¨ï x(0)(t) 2 C1(J), ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ­  J ãà ¢­¥­¨î (25) ¨ ¨¬¥îé ï ¢¨¤ (15) á® á¢®©-
áâ¢®¬ (13).

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �á«¨ ¤«ï á¨áâ¥¬ë (7) áãé¥áâ¢ãîâ ®¯¥à â®àë (23), ä¨£ãà¨àãîé¨¥ ¢ ä®à¬ã-
«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë 1, â® ¤«ï (7) áãé¥áâ¢ãîâ ®¯¥à â®àë

W(i) =
�X

k=0

wX
j=0

Wj;k(i)(t)
�
d

dt

�j
(!�1)

k
; Wj;k(i)(t) 2 CA(J); i = 1;1; (33)

¯à¥®¡à §ãîé¨¥ ¥¥ ª ¢¨¤ã (10).

�¯à ¢¥¤«¨¢®áâì á«¥¤áâ¢¨ï ®ç¥¢¨¤­ .

� ¬¥ç ­¨¥ 2. �á«¨ ¢ (25) dim
�
G>s;0(t) G>s�1;1(t) : : : G>0;s(t)

�>
= n, â® ¯à®áâà ­áâ¢® à¥-

è¥­¨© á¨áâ¥¬ë (7),   á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨ (2), ª®­¥ç­®¬¥à­®.
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5. �®áâ â®ç­®¥ ãá«®¢¨¥ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ®¯¥à â®à®¢ W(i)

�®«ãç¨¬ ãá«®¢¨¥ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ®¯¥à â®à®¢ (33) ¢ â¥à¬¨­ å ¢å®¤­ëå ¤ ­­ëå. �¢¥¤¥¬ ®¡®-
§­ ç¥­¨ï � = �[A(t); B(t)], l = (n+ 1)n(n� 2) + 1.

�¥¬¬  4. �ãáâì ¢ á¨áâ¥¬¥ (2) (n � n)-¬ âà¨æë A(t); B(t);D(t) 2 CA(T ), f(t) 2 C1(T ).
�á«¨ ¤«ï ��� (7) áãé¥áâ¢ãîâ ®¯¥à â®àë V(i), i = 1;1, ¢¨¤  (23), â®£¤  ¢ (23) � � � + 1,
­ ¨¬¥­ìè¥¥ ¨§ ¢®§¬®¦­ëå v � l.

�®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë ®¯ãé¥­®. �æ¥­ª  ¤«ï v ¢¥áì¬  £àã¡ ï, ¯®«ãç¥­¨¥ ¦¥ ¡®«¥¥ â®ç­ëå
®æ¥­®ª ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© á¥àì¥§­ãî § ¤ çã, ¢ëå®¤ïéãî §  à ¬ª¨ ¤ ­­®© áâ âì¨.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì

1) ¢ á¨áâ¥¬¥ (2) (n� n)-¬ âà¨æë A(t); B(t);D(t) 2 CA(T ), f(t) 2 C1(T );
2) ¬ âà¨æ 

�l;�(i)(t) =

0BBB@
U(i)(t) S(i)(t) O : : : O O

O U(i+1)(t) S(i+1)(t) : : : O O
...

...
... : : :

...
...

O O O : : : U(i+�+1)(t) S(i+�+1)(t)

1CCCA
¯®«­®£® à ­£  8t 2 J , 8i 2 N , â. ¥. rank�l;�(i)(t) = (l + 1)(� + 2)n: �¤¥áì

U(m)(t) = �l[D(m)(t); On]; S(m)(t) = �l[B(m)(t); A(m)(t)]; m = i; i+ � + 1;

£¤¥ A(i)(t), B(i)(t), D(i)(t) | ¬ âà¨æë ¨§ á¨áâ¥¬ë (7).
�®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ ®¯¥à â®àë V(i), i = 1;1, (23), ¯à¥®¡à §ãîé¨¥ ��� (7) ¢ á¨áâ¥¬ã (24),

¢ ª®â®à®©

1) ¢á¥ ª®íää¨æ¨¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª¨¥,   ¯à ¢ë¥ ç áâ¨ | ¡¥áª®­¥ç­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¥ ­  J

äã­ªæ¨¨;
2) ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ j, 0 � j � r, ­  J dimAj(i)(t) = const 8i 2 N ;
3) ­  J

det
� bA>r(i)(t) bA>r�1(i)(t) : : : bA>0(i)(t)�> 6� 0 8i 2 N ; (34)

4) r; s � l.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ ¢ á¨áâ¥¬¥ (7) detA(i) 6� 0 8i 2 N ­  J , â® (7) ã¦¥ ¢ ä®à¬¥ (24).
� áá¬®âà¨¬ á«ãç ©, ª®£¤  detA(i)(t) = 0 8t 2 J . �â® á®®â­®è¥­¨¥ ¤®«¦­® ¢ë¯®«­ïâìáï ¤«ï
¢á¥å i ®¤­®¢à¥¬¥­­®, ¯®áª®«ìªã áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ i1; i2 2 N , i1 6= i2, â ª¨å, çâ® detA(i1)(t) = 0,
detA(i2)(t) 6� 0 8t 2 J; ¯® § ¬¥ç ­¨î 1 ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¢ª«îç¥­¨î A(t) 2 CA(T ).

�à¥®¡à §ã¥¬ ¬ âà¨æë S(m)(t), m = i; i+ � + 1, â ª, çâ®¡ë ¢ ­¨å ­¥ ¡ë«® «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ëå
­  J áâà®ª. �®«®¦¨¬ �[0;0]

l;�(i)(t) = �l;�(i)(t). �¬­®¦¨¬ íâã ¬ âà¨æã á«¥¢  ­  ­¥®á®¡¥­­ãî 8t 2 J

¬ âà¨æã
diagf�l[P1(i)(t)];�l[P1(i+1)(t)]; : : : ;�l[P1(i+�+1)(t)]g;

ã ª®â®à®© ­  £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨ áâ®ïâ ¡«®ª¨, ¯¥à¥ç¨á«¥­­ë¥ ¢ ä¨£ãà­ëå áª®¡ª å, ®áâ «ì­ë¥
í«¥¬¥­âë ­ã«¥¢ë¥, ¨ P1(i)(t) = P1(t+(i� 1)�), t 2 J , i = 1;1. �® «¥¬¬¥ 1 ¬ âà¨æ  P1(t) 2 CA(T )

â ª ï, çâ® detP1(t) 6= 0 8t 2 T , P1(t)A(t) =
�
A1(t)
O

�
, dimA1(t) = max

t2T
rankA1(t) = max

t2T
rankA(t),

áãé¥áâ¢ã¥â.
�®«ãç¥­­ ï ¬ âà¨æ  e�[0;0]

l;�(i)(t) ¡ã¤¥â ®¡« ¤ âì â®© ¦¥ áâàãªâãà®©, çâ® ¨ �
[0;0]
l;�(i)(t), ¯à¨ íâ®¬ ¥¥

¤¨ £®­ «ì­ë¥ ­¥­ã«¥¢ë¥ ¡«®ª¨ ¡ã¤ãâ ¨¬¥âì ¢¨¤

eU [0;0]
(m) (t) = �l[P1(m)(t)D(m)(t); On]; eS[0;0]

(m) (t) = �l

240@B1;1
(m)(t)

B
1;2
(m)(t)

1A ; A1
(m)(t)
O

!35 ;
75



m = i; i+ � + 1.
�® § ¬¥ç ­¨î 1 «¨¡® dimB1;2

(m)(t) à ¢­® max
t2J; m2N

B1;2
(m)(t), «¨¡® áâà®£® ¬¥­ìè¥ íâ®£® ç¨á«  ¤«ï

¢á¥å m 2 N . �® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ ¬ âà¨æã e�[0;0]
l;�(i)(t) ã¬­®¦¨¬ ­  ­¥®á®¡¥­­ãî 8t 2 J , 8i 2 N

¬ âà¨æã

diag
�
�l

��
E O

O P2(i)(t)

��
; : : : ;�l

��
E O

O P2(i+�+1)(t)

���
;

£¤¥ P2(i) = P2(t+(i�1)�), t 2 J . �¥®á®¡¥­­ ï 8t 2 T ¬ âà¨æ  P2(t) 2 CA(T ) ã­¨çâ®¦ ¥â «¨­¥©­®
§ ¢¨á¨¬ë¥ ­  T áâà®ª¨ ¢ B1;2(t) (B1;2

(m)(t) = B1;2(t + (m � 1)�), t 2 J). � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬

¬ âà¨æã b�[0;0]
l;�(i)(t), ¢ ª®â®à®©

bU [0;0]
(m) (t) = �l

2664
0BB@
D

1;1
0(m)(t)

D1;2
0(m)(t)

D
1;3
0(m)(t)

1CCA ;
0@OO
O

1A
3775 ; bS[0;0]

(m) (t) = �l

264
0B@B

1;1
(m)(t)

B1
(m)(t)
O

1CA ;
0@A1

(m)(t)
O

O

1A
375 :

�¥âàã¤­® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¬ âà¨æ  D1;3
0(m)(t) ¯®«­®£® à ­£  8t 2 J , 8m 2 N . � ¯à®â¨¢­®¬

á«ãç ¥ ¢ â®çª å � 2 J : rankD1;3
0(m)(�) < dimD

1;3
0(m)(t)

rank b�[0;0]
l;�(i)(�) < (l + 1)(� + 2)n;

çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î 2) â¥®à¥¬ë.
�«ï â®£® çâ®¡ë ¨áª«îç¨âì «¨­¥©­ãî § ¢¨á¨¬®áâì ­  J ¬¥¦¤ã áâà®ª ¬¨ ¬ âà¨æ A1

(m)(t)

¨ B1
(m)(t), ã¬­®¦¨¬ ¡«®ç­ë¥ áâà®ª¨ ¢ b�[0;0]

l;�(i)(t) ­  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ­¥¢ëà®¦¤¥­­ë¥ 8t 2 J ,
8m 2 N ¬ âà¨æë0BBBBB@

�l�1

��
P3(m)(t) O

O E

�
;

�
O Q3(m)(t)
O O

�� ...
...

O

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

O
... En

1CCCCCA ; m = i; i+ � + 1;

£¤¥ P3(m)(t) = P3(t+ (m� 1)�), Q3(m)(t) = Q3(t+ (m� 1)�) 2 CA(J); detP3(t) 6= 0 8t 2 J ;

�
P3(t) Q3(t)
O E

��
A1(t)
B1(t)

�
=

0@A2(t)
O

B1(t)

1A ; t 2 T;

dim
�
A2(t)
B1(t)

�
= max

t2T
rank

�
A2(t)
B1(t)

�
= max

t2T
rank

�
A1(t)
B1(t)

�
:

�¥­ã«¥¢ë¥ ¡«®ª¨ ­®¢®© ¬ âà¨æë �[1;0]
l;�(i)(t) ¡ã¤ãâ ¨¬¥âì ¢¨¤

U
[1;0]
(m) (t) =

0BBBBBBBBBBBB@

�l�1

26666664

0BBBBBB@
D

2;1
0(m)(t)

D2;2
0(m)(t)

D
1;2
0(m)(t)

D
1;3
0(m)(t)

1CCCCCCA ;
0BBBB@
D2;1

1(m)(t)

D
2;2
1(m)(t)
O

O

1CCCCA

37777775

...

...

...

...

O

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

F
[1;0]
(m) (t)

... O

1CCCCCCCCCCCCA
;
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S
[1;0]
(m) (t) =

0BBBBBBBBBBBB@

�l�1

2666664

0BBBBB@
B

2;1
(m)(t)

B2;2
(m)(t)

B1
(m)(t)
O

1CCCCCA ;
0BB@
A2

(m)(t)
O

O

O

1CCA
3777775

...

...

...

...

O

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

H
[1;0]
(m) (t)

... R
[1;0]
(m) (t)

1CCCCCCCCCCCCA
;

£¤¥

F
[1;0]
(m) (t) =

0BBBB@
(D1;1

0(m)(t))
(l)

: : : D
1;1
0(m)(t)

(D1;2
0(m)(t))

(l)
: : : D

1;2
0(m)(t)

(D1;3
0(m)(t))

(l)
: : : D1;3

0(m)(t)

1CCCCA ;

H
[1;0]
(m) (t) =

0BBB@
(B1;1

(m)(t))
(l)

: : : �

(B1
(m)(t))

(l)
: : : B1

(m)(t)

O : : : O

1CCCA ; R
[1;0]
(m) (t) =

0@A1
(m)(t)
O

O

1A :

�­¨çâ®¦¨¬ «¨­¥©­ãî § ¢¨á¨¬®áâì ­  J áâà®ª ¬ âà¨æë B2;2
(m)(t) = B2;2(t+ (m� 1)�), t 2 J ,  

§ â¥¬ ¬ âà¨æë
�

A2
(m)(t)

~B2;2

(m)
(t)

�
, £¤¥ dim eB2;2

(m)(t) = max
t2J; m2N

rank eB2;2
(m)(t) = max

t2T
rankB2;2(t), ¨ â. ¤.

�à®æ¥áá ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ¡ã¤¥¬ ¯à®¤®«¦ âì ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  ­  ­¥ª®â®à®¬ è £¥ k ¢ ¬ âà¨æ å
S
[k;0]
(m) (t), m = i; i+ � + 1, ­¥ ®áâ ­¥âáï «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ëå ­  J áâà®ª. � ááã¦¤ ï â ª ¦¥, ª ª ¢

([5], c. 87), ¬®¦­® ¯®ª § âì, çâ® k � max
t2T

rankA(t). �®«ãç¥­­ ï ¯à¨ íâ®¬ ¬ âà¨æ  �[k;0]
l;�(i)(t) ¡ã¤¥â

¨¬¥âì á«¥¤ãîé¨¥ ¤¨ £®­ «ì­ë¥ ­¥­ã«¥¢ë¥ ¡«®ª¨:

U
[k;0]
(m) (t) =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

�l�k

2666666666666666664

0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

Dk;1
0(m)(t)

D
k;2
0(m)(t)

Dk;3
0(m)(t)

D
k�1;2
0(m) (t)

D
k�1;3
0(m) (t)
: : :

D
1;2
0(m)(t)

D1;3
0(m)(t)

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA

;

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

Dk;1
1(m)(t)

D
k;2
1(m)(t)

Dk;3
1(m)(t)

D
k�1;2
1(m) (t)

D
k�1;3
1(m) (t)
: : :

O

O

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
; : : : ;

0BBBBBBBBBBBBB@

D
k;1
k�1(m)(t)

D
k;2
k�1(m)(t)

D
k;3
k�1(m)(t)
O

O

: : :

O

O

1CCCCCCCCCCCCCA

3777777777777777775

...

...

...

...

...

...

...

O

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

F
[k;0]
(m) (t)

... O

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

;
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S
[k;0]
(m) (t) =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

�l�k

266666666666664

0BBBBBBBBBBBBB@

B
k;1
(m)(t)

Bk
(m)(t)
O

Bk�1
(m) (t)
O

: : :

B1
(m)(t)
O

1CCCCCCCCCCCCCA
;

0BBBBBBBBBBB@

Ak
(m)(t)
O

O

O

O

: : :

O

O

1CCCCCCCCCCCA

377777777777775

...

...

...

...

...

...

...

O

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

H
[k;0]
(m) (t)

... R
[k;0]
(m) (t)

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

;

F
[k;0]
(m) (t) =

0BBBBBBBBBBBBB@

0BB@
(Dk�1;1

0(m) (t))
(l�k+1)

: : : D
k�1;1
k�2(m)(t)

(Dk�1;2
0(m) (t))

(l�k+1)
: : : D

k�1;2
k�2(m)(t)

(Dk�1;3
0(m) (t))

(l�k+1)
: : : D

k�1;3
k�2(m)(t)

1CCA
: : : : : : : : : : : : : : :0BB@

(D1;1
0(m)(t))

(l)
: : : D

1;1
0(m)(t)

(D1;2
0(m)(t))

(l)
: : : D1;2

0(m)(t)

(D1;3
0(m)(t))

(l)
: : : D

1;3
0(m)(t)

1CCA

1CCCCCCCCCCCCCA
;

H
[k;0]
(m) (t) =

0BBBBBBBBBBBB@

0BB@(B
k�1;1
(m) (t))

(l�k+1)
: : : �

(Bk�1
(m) (t))

(l�k+1)
: : : Bk�1

(m) (t)
O : : : O

1CCA
: : : : : : : : : : : : : : :0B@(B
1;1
(m)(t))

(l)
: : : �

(B1
(m)(t))

(l)
: : : �

O : : : O

1CA

1CCCCCCCCCCCCA
;

R
[k;0]
(m) (t) =

0BBBBBBBBBB@

0B@A
k�1
(m) (t) : : : O O

O : : : O O

O : : : O O

1CA
: : : : : : : : : : : : : : :0B@� : : : � A1

(m)(t)
� : : : B1

(m)(t) O

O : : : O O

1CA

1CCCCCCCCCCA
:

�® ¯®áâà®¥­¨î ¢á¥ ¬ âà¨æë, áâ®ïé¨¥ ¢ U [k;0]
(m) (t) ¨ S

[k;0]
(m) (t) ¢ ¡«®ç­ëå áâà®ª å á ®¤¨­ ª®¢ë¬¨

­®¬¥à ¬¨, ¨¬¥îâ ®¤­¨ ¨ â¥ ¦¥ à §¬¥àë 8m 2 N , â. ¥.

dimD1;2
0(m)(t) = dimB1

(m)(t); dimD1;1
0(m)(t) = dimA1

(m)(t); : : : ;

dimD
k;1
0(m)(t) = dimB

k;1
(m)(t) = dimAk

(m)(t)

(ç¨á«® áâ®«¡æ®¢ ¢® ¢á¥å íâ¨å ¬ âà¨æ å à ¢­® n). �®íâ®¬ã ¡«®ç­ë¥ áâà®ª¨ ¬ âà¨æë �[k;0]
l;�(i)(t)

¬®¦­® ¯¥à¥áâ ¢¨âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:
1) áâà®ª¨ ¨§ U [k;0]

(m) (t), ª®â®àë¬ ¢ S[k;0]
(m) (t) ®â¢¥ç îâ ­ã«¥¢ë¥ áâà®ª¨, ¯®áâ ¢¨âì ­  ¬¥áâ® áâà®ª

á â¥¬¨ ¦¥ ­®¬¥à ¬¨ ¢ S[k;0]
(m�1)(t), m = i+ 1; i+ � + 1;

2) á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ áâà®ª¨ ¨§ U [k;0]
(i) (t) ¯¥à¥­¥áâ¨ ­  ¯®á«¥¤­¥¥ ¬¥áâ® ¢ �[k;0]

l;�(i)(t).
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�®á«¥ ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨ ¯®«ãç¨¬

�[k;1]
l;�(i)(t) =

0BBBBBBBB@

U
[k;1]
(i) (t) S

[k;1]
(i) (t) O : : : O O

O U
[k;1]
(i+1)(t) S

[k;1]
(i+1)(t) : : : O O

...
...

... : : :
...

... 
O

M
[k;1]
(i) (t)

! �
O

O

� �
O

O

�
: : :

 
U

[k;1]

(i+�+1)(t)
O

!  
S
[k;1]

(i+�+1)(t)
O

!

1CCCCCCCCA
;

£¤¥
1) ¬ âà¨æë U

[k;1]
(m) (t) ¯®«ãç¥­ë ¨§ U [k;0]

(m) (t), m = i; i+ �, § ¬¥­®© ¡«®ª®¢ Dj1;3
j2(m)(t), j1 = 1; k, j2 =

0; k � 1, ­ã«¥¢ë¬¨ ¡«®ª ¬¨;
2) S[k;1]

(m) (t) ¯®«ãç¥­ë ¨§ S[k;0]
(i) (t), m = i; i+ �, § ¬¥­®© ­ã«¥¢ëå ¡«®ç­ëå áâà®ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨

áâà®ª ¬¨ ¨§ U [k;0]
(m+1)(t), á®¤¥à¦ é¨¬¨ ¡«®ª¨ D

j1;3
j2(m+1)(t);

3) ¬ âà¨æë U
[k;1]

(i+�+1)(t), S
[k;1]

(i+�+1)(t) ¯®«ãç¥­ë ¨§ U [k;0]
(i+�+1)(t), S

[k;0]
(i+�+1)(t) ¢ëç¥àª¨¢ ­¨¥¬ áâà®ª, á®-

¤¥à¦ é¨å ¡«®ª¨ Dj1;3
j2(i+�+1)(t);

4)

 
O

M
[k;1]
(i) (t)

!
= �l�k

26666664

0BBBBBB@

O

Dk;3
0(i)(t)

D
k�1;3
0(i) (t)
: : :

D
1;3
0(i)(t)

1CCCCCCA ;
0BBBBBB@

O

Dk;3
1(i)(t)

D
k�1;3
1(i) (t)
: : :

O

1CCCCCCA ; : : : ;
0BBBBB@

O

D
k;1
k�1(i)(t)
O

: : :

O

1CCCCCA

37777775 :

� §®¡ì¥¬ ¯¥à¢ë¥ n áâà®ª ¬ âà¨æë �[k;1]
l;�(i)(t) ­  (n � n)-¡«®ª¨ ¨ ¢ë¯¨è¥¬ ���, ¤«ï ª®â®à®©

¯®«ãç¥­­ë¥ ¬ âà¨æë ¡ã¤ãâ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. � ¨¬¥­­®, ¡«®ª¨ ¨§ U [k;1]
(i) (t) ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®-

áâ¨ á«¥¢  ­ ¯à ¢® ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ª®íää¨æ¨¥­âë á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¯à¨ x(i�1)(t); x0(i�1)(t); : : : ,

x
(l)
(i�1)(t),   ¡«®ª¨ ¨§ S[k;1]

(i) (t) | ª®íää¨æ¨¥­âë ¯à¨ x(i)(t); x0(i)(t); : : : ; x
(l)
(i)(t). �® ¯®áâ®à®¥­¨î íâ 

��� ¡ã¤¥â ¢¨¤  (24), £¤¥ r; s � l. �á«¨ ¯à¨ íâ®¬ ã¤®¢«¥â¢®àï¥âáï ãá«®¢¨¥ (34), â® ¯®«ãç¥­­ ï
á¨áâ¥¬  ¨ ¥áâì ¨áª®¬ ï.

�®áª®«ìªã

�[k;1]
l;�(i)(t) = V

[k;1]
l;�(i)(t)�l;�(i)(t); detV [k;1]

l;�(i)(t) 6= 0 8t 2 J; 8i 2 N ;

â® ¯¥à¢ë¥ n áâà®ª ¬ âà¨æë V
[k;1]
l;�(i)(t), à §¡¨âë¥ ­  (n� n)-¡«®ª¨, ¬®¦­® ¢§ïâì ¢ ª ç¥áâ¢¥ ª®íä-

ä¨æ¨¥­â®¢ ®¯¥à â®à  V(i) ¢¨¤  (23).
�á«¨ ãá«®¢¨¥ (34) ­¥ ¢ë¯®«­¥­®, â® ¯à®¤®«¦¨¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ­ ¤ ¬ âà¨æ¥© �[k;1]

l;�(i)(t), â. ¥.

á­ ç «  ¨áª«îç¨¬ «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë¥ ­  J áâà®ª¨ ¢ ¬ âà¨æ å S[k;1]
(m) (t), m = i; i+ �. � â¥¬ ®¯¨-

á ­­ë¬ ¢ëè¥ á¯®á®¡®¬ ¯¥à¥áâ ¢¨¬ áâà®ª¨ ¢ ¯®«ãç¥­­®© ¬ âà¨æ¥ �[k2;1]
l;�(i) (t) ¨ â. ¤. �  ­¥ª®â®à®¬

è £¥ � ª®íää¨æ¨¥­âë ���, á®áâ ¢«¥­­®© ¨§ ¯¥à¢ëå (n � n)-¡«®ª®¢ ¬ âà¨æë �[k�;�]
l;�(i) (t), ¡ã¤ãâ

ã¤®¢«¥â¢®àïâì ãá«®¢¨î (34). � íâ®¬ á«ãç ¥ ª®íää¨æ¨¥­âë Vj;k(i)(t) ¨§ (23) ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®©
(n� n)-¡«®ª¨, à á¯®«®¦¥­­ë¥ ¢ ¯¥à¢ëå n áâà®ª å ¬ âà¨æë V

[k�;�]

l;�(i) (t):

�[k�;�]
l;�(i) (t) = V

[k�;�]
l;�(i) (t)�l;�(i)(t); detV [k�;�]

l;�(i) (t) 6= 0 8t 2 J; 8i 2 N :

�® «¥¬¬¥ 4 ç¨á«® ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ®¯¥à â®à  V(i) ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â (l+1)(�+2), ¯®íâ®¬ã k� � l,
� � � + 1.

�®¯ãáâ¨¬, çâ® ¬ âà¨æ  �[l;�+1]
l;�(i) (t) ®ª § « áì â ª®©, çâ® ¤«ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ��� (24) ãá«®-

¢¨¥ (34) ­¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ . �â® §­ ç¨â, çâ® ¢ �[l;�+1]
l;�(i) (t) ¯®ï¢¨« áì ­ã«¥¢ ï áâà®ª , çâ® ­¥¢®§¬®¦­®

¢ á¨«ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï 2) â¥®à¥¬ë.
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�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �ãáâì ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 2. �, ªà®¬¥ â®£®,

rank�[j]
l;�(i)(t) = const 8t 2 J; 8i 2 N ; j = 0; l � 1; (35)

£¤¥

�[0]
l;�(i)(t) =

0BBB@
S(i)(t) O : : : O O

U(i+1)(t) S(i+1)(t) : : : O O
...

... : : :
...

...
O O : : : U(i+�+1)(t) S(i+�+1)(t)

1CCCA ;

�[j]
l;�(i)(t) = �[j�1]

l;�(i)(t)
�
On O

O E

�
; j = 1; l � 1:

�®£¤  ¤«ï á¨áâ¥¬ë (7) áãé¥áâ¢ãîâ ®¯¥à â®àë V(i), i = 1;1, (23), ¯à¨¢®¤ïé¨¥ ¥¥ ª ¢¨¤ã (24),
(26).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥á«®¦­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¢ ãá«®¢¨ïå (35) ¬ âà¨æë bAr(i)(t); : : : ; bA0(i)(t)
(r � l) ¢ á¨áâ¥¬¥ (24), ¯®áâà®¥­­®© ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 2, ¡ã¤ãâ ¯®áâ®ï­­®£® à ­£  ­ 
J ,   á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¡ã¤ãâ ã¤®¢«¥â¢®àïâì ãá«®¢¨î (26).

�«¥¤áâ¢¨¥ 3. � ãá«®¢¨ïå á«¥¤áâ¢¨ï 2 ¤«ï á¨áâ¥¬ë (7) áãé¥áâ¢ãîâ ®¯¥à â®àëW(i), i = 1;1,
(33), ¯à¥®¡à §ãîé¨¥ ¥¥ ª ¢¨¤ã (10).

�¯à ¢¥¤«¨¢®áâì íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á«¥¤áâ¢¨ï 1.
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