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� ¡®â  ¯®á¢ïé¥  ¨áá«¥¤®¢ ¨î ¯®¢¥¤¥¨ï ª®íää¨æ¨¥â®¢ �ãàì¥{�  à  amn(f) ®â äãª-
æ¨© f , ¨â¥£à¨àã¥¬ëå ¯® �¥¡¥£ã   ª¢ ¤à â¥ D = [0; 1]2 ¨ ¨¬¥îé¨å ®£à ¨ç¥ãî ¢ à¨ æ¨î
�¨â «¨ VDf . � ¨¬¥®,  ©¤¥ë â®çë¥ ª®áâ âë C1, C2 ¨ C3 ¢ ®æ¥ª å

jamn(f)j 6 C1 � VDf;
2p+1X

n=2p+1

2k+1X
m=2k+1

jamn(f)j 6 C2 � VDf

(â¥®à¥¬a 3) ¨ ¢ ®æ¥ª¥
1X
n=2

1X
m=2

jamn(f)j 6 C3 � VDf

(â¥®à¥¬a 4).
� ª¨¥ ®æ¥ª¨ ¤«ï äãªæ¨© ®¤®© ¯¥à¥¬¥®© ¢¯¥à¢ë¥ ¯®«ãç¥ë�.�.�«ìï®¢ë¬ ([1], áá. 361,

372). �®çë¥ ª®áâ âë ¤«ï äãªæ¨© ®¤®© ¯¥à¥¬¥®©  ©¤¥ë  ¢â®à®¬ ¢ [2].

�ãáâì D = [0; 1]2 | ¥¤¨¨çë© ª¢ ¤à â, � = [a; b]� [c; d] � D | ¯à®¨§¢®«ìë© ¯àï¬®ã£®«ì-
¨ª ¨§ D, �(�) | á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¢ � ¢¨¤  T = f(xk; yl) j k = 0; : : : ;m, l = 0; : : : ; n;
a = x0 < x1 < � � � < xm = b, c = y0 < y1 < � � � < yn = dg. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®© â®çª¨ (x; y)2�
¥®âà¨æ â¥«ìë¥ ç¨á«  � ¨ � ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¤®¯ãáâ¨¬ë¬¨ ¯à¨à é¥¨ï¬¨ ¢ � ¯® x ¨ y á®®â-
¢¥âáâ¢¥®, ¥á«¨ x+ � 2 [a; b] ¨ y+ � 2 [c; d]. �á«¨ f : �! R | ¥ª®â®à ï äãªæ¨ï, (x; y) 2 � ¨
�, � | ¤®¯ãáâ¨¬ë¥ ¯à¨à é¥¨ï ¢ �, â® ®¯à¥¤¥«¥ë ¢¥«¨ç¨ë

�(1)
� f(x; y) = f(x+ �; y)� f(x; y); �(2)

� f(x; y) = f(x; y + �)� f(x; y)

¨
�(2)

� �(1)
� f(x; y) = f(x+ �; y + �) + f(x; y)� f(x+ �; y)� f(x; y + �):

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1 ([3]). � à¨ æ¨¥© �¨â «¨ äãªæ¨¨ f : �! R ¯® ¯àï¬®ã£®«ì¨ªã �  §ë¢ -
¥âáï ¢¥«¨ç¨ 

V�f = sup
T2�(�)

m�1X
k=0

n�1X
l=0

���(2)
�l
�(1)

�k
f(xk; yl)

��;
£¤¥ �k = xk+1 � xk ¨ �l = yl+1 � yl ¤«ï k = 0; : : : ;m � 1, l = 0; : : : ; n � 1. � à¨ æ¨î V�f ¡ã-
¤¥¬ ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬ V b

a
d
cf . �« áá äãªæ¨©, ¨¬¥îé¨å ª®¥çãî ¢ à¨ æ¨î �¨â «¨ ¯® D,

®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ V (D).

�¥¬¬  1 ([3]). �ãáâì 0 6 a 6 a1 6 a2 6 1 ¨ 0 6 b 6 b1 6 b2 6 1. �®£¤ 

V a2
a

b2
b f = V a1

a
b1
b f + V a2

a1
b1
b f + V a1

a
b2
b1
f + V a2

a1
b2
b1
f:

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ V0(D) ª« áá äãªæ¨© ff 2 V (D) j f(�; 0) � 0; f(0; �) � 0g.
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�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. �ãªæ¨î g : D ! R ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¥ã¡ë¢ îé¥©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå
(x; y) 2 D ¨ ¤®¯ãáâ¨¬ëå ¢ D ¯à¨à é¥¨© �, � ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢® �(2)

� �(1)
� g(x; y) > 0.

�â® ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ®¯à ¢¤ë¢ ¥âáï â¥¬, çâ® «î¡ ï äãªæ¨ï g 2 V0(D), ¥ã¡ë¢ îé ï ¢ á¬ëá«¥
®¯à¥¤¥«¥¨ï 2, ¥ ã¡ë¢ ¥â ¯® x ¯à¨ «î¡®¬ ä¨ªá¨à®¢ ®¬ y ¨ ¥ ã¡ë¢ ¥â ¯® y ¯à¨ «î¡®¬
ä¨ªá¨à®¢ ®¬ x.

�¥¬¬  2. �ãáâì � = [a; b]� [c; d] � D, f : �! R | ¥ã¡ë¢ îé ï äãªæ¨ï. �®£¤ 

V�f = f(b; d)� f(b; c)� f(a; d) + f(a; c):

�«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ f 2 V0(D) ¨ f ¥ã¡ë¢ îé ï, â® VDf = f(1; 1).

�§¢¥áâ® [4], çâ® äãªæ¨ï f : D ! R ¨¬¥¥â ®£à ¨ç¥ãî ¢ à¨ æ¨î �¨â «¨ ¯® D â®£¤ 
¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®  ï¢«ï¥âáï à §®áâìî ¤¢ãå ¥ã¡ë¢ îé¨å äãªæ¨©. � ç áâ®áâ¨, «î-
¡ ï ¥ã¡ë¢ îé ï äãªæ¨ï ¨¬¥¥â ®£à ¨ç¥ãî ¢ à¨ æ¨î �¨â «¨. �â®â à¥§ã«ìâ â ¤®¯ãáª ¥â
á«¥¤ãîé¥¥ ãâ®ç¥¨¥.

�¥®à¥¬  1. �ãáâì f 2 V (D). �®£¤   ©¤ãâáï â ª¨¥ ¥ã¡ë¢ îé¨¥ äãªæ¨¨ f1; f2 : D ! R,

çâ® f = f1 � f2 ¨ VDf = VDf1 + VDf2.

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ VL(D) ª« áá äãªæ¨© ff 2 V (D) j f(�; 0); f(0; �) 2 L1[0; 1]g.
�¥¬¬  3. VL(D) = V (D) \ L1(D).

�¥§ã«ìâ â â¥®à¥¬ë 1 ¯¥à¥®á¨âáï ¨   äãªæ¨¨ ª« áá  VL(D).

�¥®à¥¬  2. �«ï ¢áïª®© äãªæ¨¨ f 2 VL(D)  ©¤ãâáï ¥ã¡ë¢ îé¨¥ äãªæ¨¨ f1; f2 2 VL(D)
â ª¨¥, çâ® f = f1 � f2 ¨ VDf = VDf1 + VDf2.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3. �ãáâì ¤«ï ¥ª®â®àëå M;N 2 N § ¤ ë à §¡¨¥¨ï T1 = fxigMi=0 ¨
T2 = fyjgNj=0 ®âà¥§ª  [0; 1]. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ T = fDijgM;N

i;j=1 á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ à §¡¨¥¨¥ ª¢ ¤à â 
D   ¯àï¬®ã£®«ì¨ª¨ Dij , ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ â ª: D11 = [x0; x1] � [y0; y1], D1j = [x0; x1] � (yj�1; yj ],
Di1 = (xi�1; xi] � [y0; y1], Dij = (xi�1; xi] � (yj�1; yj ] ¯à¨ 2 6 i 6 M , 2 6 j 6 N . �®£¤  äãªæ¨î
P , ¯à¨¨¬ îéãî   ª ¦¤®¬ ¨§ ¯àï¬®ã£®«ì¨ª®¢ Dij ¯®áâ®ïë¥ § ç¥¨ï bij , ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì
áâã¯¥ç â®© äãªæ¨¥© â¨¯  (M;N).

� á«¥¤ãîé¨å ¤¢ãå «¥¬¬ å ¢ëï¢«ï¥âáï áâàãªâãà  § ç¥¨© bij ¥ã¡ë¢ îé¨å áâã¯¥ç âëå
äãªæ¨©   ¯àï¬®ã£®«ì¨ª å Dij .

�¥¬¬  4. �ãáâì P | ¥ã¡ë¢ îé ï áâã¯¥ç â ï äãªæ¨ï â¨¯  (M;N). �¡®§ ç¨¬ ¥¥

¢ à¨ æ¨î �¨â «¨ ¯® § ¬ëª ¨î Dij ¯àï¬®ã£®«ì¨ª®¢ Dij ç¥à¥§ vij. �®£¤  bij =
iP

m=1

jP
n=1

vmn +

bi1 + b1j � b11 ¤«ï ¢á¥å 1 6 i 6M , 1 6 j 6 N .

�¬¥¥â ¬¥áâ® ¨ ®¡à â®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥.

�¥¬¬  5. �ãáâì P | áâã¯¥ç â ï äãªæ¨ï â¨¯  (M;N), ¯à¨¨¬ îé ï   ¯àï¬®ã£®«ì-

¨ª å Dij , 1 6 i 6M , 1 6 j 6 N , ¯®áâ®ïë¥ § ç¥¨ï bij , ¯à¨ç¥¬ bij =
iP

m=1

jP
n=1

vmn+ bi1+ b1j �
b11, £¤¥ ¢á¥ vmn ¥®âà¨æ â¥«ìë,   v11 = 0. �®£¤  P | ¥ã¡ë¢ îé ï äãªæ¨ï ¨ VDij

= vij.

�ãáâì f�mg1m=1 | äãªæ¨¨ �  à  (á¬.,  ¯à., [5], á. 77). �®íää¨æ¨¥âë �ãàì¥-�  à  amn(f)
äãªæ¨¨ f 2 L1(D) ¢ëç¨á«ïîâáï ¯® ä®à¬ã«¥

amn(f) =
Z 1

0

ds

Z 1

0

�m(t)�n(s)f(t; s) dt: (1)

�¬¥áâ® �m ¢®§ì¬¥¬ äãªæ¨¨ e�m, ª®â®àë¥ ®¯¨á ë ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¨¦¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ¨ ï¢«ïîâáï
¥¯à¥àë¢ë¬¨ á«¥¢ . �®áª®«ìªã ¯à¨ ª ¦¤®¬ m = 1; 2; : : : äãªæ¨¨ e�m ¨ �m ®â«¨ç îâáï ¥
¡®«¥¥ ç¥¬ ¢ âà¥å â®çª å, â® à ¢¥áâ¢® (1) ®áâ ¥âáï ¢¥àë¬, ¥á«¨ § ¬¥¨âì ¢ ¥¬ �m   e�m.
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�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4.  ) e�1(t) = 1 ¯à¨ «î¡®¬ t 2 [0; 1].
¡) �á«¨ m = 2k + i, £¤¥ 1 6 i 6 2k, k = 0; 1; : : : , ¨ t 2 [0; 1], â®

e�m(t) =

8>>>>>>><
>>>>>>>:

0 ¯à¨ t =2 [ i�1
2k

; i
2k
]; i = 1;

0 ¯à¨ t =2 ( i�1
2k

; i
2k
]; i 6= 1;

2k=2 ¯à¨ t 2 [ i�1
2k

; 2i�1
2k+1

]; i = 1;

2k=2 ¯à¨ t 2 ( i�1
2k

; 2i�1
2k+1

]; i 6= 1;

�2k=2 ¯à¨ t 2 ( 2i�1
2k+1

; i
2k
]:

�¥¬¬  6. �ãáâì f 2 L1(D). �®£¤  ¤«ï ¥¥ ª®íää¨æ¨¥â®¢ �ãàì¥{�  à  ¢¥à  ä®à¬ã« 

amn(f) = 2(k+p)=2
Z (2j�1)=2p+1

(j�1)=2p
ds

Z (2i�1)=2k+1

(i�1)=2k
�(2)

1=2p+1�
(1)

1=2k+1f(t; s) dt;

£¤¥ m = 2k + i, n = 2p + j; 1 6 i 6 2k, 1 6 j 6 2p; k; p = 0; 1; : : :

�«¥¤áâ¢¨¥. � «î¡®© ¥ã¡ë¢ îé¥© äãªæ¨¨ f 2 L1(D) ª®íää¨æ¨¥âë �ãàì¥{�  à  ¥®â-
à¨æ â¥«ìë.

�¥®à¥¬  3.  ) �á«¨ f 2 VL(D), â® ¯à¨ «î¡ëå m;n > 2 ¤«ï ª®íää¨æ¨¥â®¢ �ãàì¥{�  à 

äãªæ¨¨ f ¢¥àë ®æ¥ª¨ jamn(f)j 6 2�2�(k+p)=2 �VD(f) ¨
2k+1P

m=2k+1

2p+1P
n=2p+1

jamn(f)j 6 2�2�(k+p)=2 �VD(f),
£¤¥ m = 2k + i, n = 2p + j; 1 6 i 6 2k, 1 6 j 6 2p; k; p = 0; 1; : : :

¡) �ãé¥áâ¢ã¥â äãªæ¨ï f 2 VL(D) á ®â«¨ç®© ®â ã«ï ¢ à¨ æ¨¥© �¨â «¨, ¤«ï ª®â®à®© ¢

®æ¥ª å ¯.  ) ¤®áâ¨£ ¥âáï à ¢¥áâ¢®.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 5. �ãáâì M;N 2 N. �®£®ç«¥®¬ �  à  ¯®àï¤ª  (M;N) ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì

äãªæ¨î P : D ! R ¢¨¤  P (x; y) =
MP

m=1

NP
n=1

amn e�m(x)e�n(y), £¤¥ amn 2 R, m = 1; : : : ;M , n =

1; : : : ; N .
�á«¨ amn = amn(f), m = 1; : : : ;M , n = 1; : : : ; N , â® ¡ã¤¥¬ â ª¦¥  §ë¢ âì P ¬®£®ç«¥®¬

�  à  äãªæ¨¨ f .

�á®, çâ® «î¡®© ¬®£®ç«¥ �  à  ¯®àï¤ª  (2M ; 2N ) ï¢«ï¥âáï áâã¯¥ç â®© äãªæ¨¥© â¨¯ 
(2M ; 2N ) ¢ á¬ëá«¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï 3, ¯à¨ç¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ à §¡¨¥¨ï T1 ¨ T2 ¨¬¥îâ ¢¨¤

T1 =
�

i

2M

�2M

i=0

; T2 =
�

j

2N

�2N
j=0

:

�¥¬¬  7. �ãáâì P | ¥ã¡ë¢ îé¨© ¬®£®ç«¥ �  à  ¯®àï¤ª  (2M ; 2N). �®£¤ 

2k+1X
m=2k+1

2p+1X
n=2p+1

jamn(P )j =
2MX
i=1

2NX
j=1

vijlk(i=2M )lp(j=2N );

£¤¥ vij = VDij
P ,   «®¬ ë¥ lk(t), t 2 [0; 1], ¤«ï «î¡®£® k = 0; 1; : : : ®¯à¥¤¥«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¬

®¡à §®¬:

lk(t) =

8>><
>>:
0 ¯à¨ t = p

2k
; p = 0; 1; : : : ; 2k;

2�k=2�1 ¯à¨ t = 1
2k+1

+ q
2k
; q = 0; 1; : : : ; 2k � 1;

«¨¥©  ¯à¨ t 2 [ r�1
2k+1

; r
2k+1

]; r = 1; : : : ; 2k+1:

�¥¬¬  8. �ãáâì P | ¥ã¡ë¢ îé¨© ¬®£®ç«¥ �  à  ¯®àï¤ª  (2M ; 2N). �®£¤ 

1X
m=2

1X
n=2

jamn(P )j =
2MX
i=1

2NX
j=1

vij � LM(i=2
M ) � LN(j=2

N );
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£¤¥ Ln(t) =
n�1P
k=0

lk(t), t 2 [0; 1], n = 1; 2; : : :

�¥¬¬  9. �ãáâì PMN | ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¥ã¡ë¢ îé¨å ¬®£®ç«¥®¢ �  à  P ¯®àï¤ª 

(2M ; 2N ) â ª¨å, çâ® VDP 6= 0. �®£¤ 

sup
P2PMN

1P
m=2

1P
n=2

jamn(P )j
VDP

= max
16i62M

LM (i=2
M ) � max

16j62N
LN(j=2

N ):

�¥¬¬  10. �ãáâì P =
1S

M=1

1S
N=1

PMN | ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬®£®ç«¥®¢ �  à  P â ª¨å, çâ®

VDP 6= 0. �®£¤ 

sup
P2P

1P
m=2

1P
n=2

jamn(P )j
VDP

=
�
2 +

p
2

3

�2
:

�¥¬¬  11. �ãáâì f 2 L1(D) ¨ PN (x; y) | ¬®£®ç«¥ �  à  ¯®àï¤ª  (2N ; 2N ) äãªæ¨¨ f .
�®£¤  ¤«ï «î¡ëå x 2 � i�1

2N
; i
2N

�
¨ y 2 � j�1

2N
; j
2N

�
¯à¨ 1 6 i; j 6 2N ¢¥à® à ¢¥áâ¢®

PN(x; y) = 22N
Z j=2N

(j�1)=2N
ds

Z i=2N

(i�1)=2N
f(t; s) dt:

�¥¬¬  12. �ãáâì f 2 L1(D) | ¥ã¡ë¢ îé ï äãªæ¨ï. �®£¤ 

 ) ¬®£®ç«¥ �  à  PN(x; y) =
2NP
m=1

2NP
n=1

amn(f)e�m(x)e�n(y) ¯®àï¤ª  (2N ; 2N ) äãªæ¨¨ f |

â ª¦¥ ¥ã¡ë¢ îé ï äãªæ¨ï;
¡) ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢® VDPN 6 VDf .

�¥®à¥¬  4.  ) �«ï «î¡®© äãªæ¨¨ f 2 VL(D) ¢¥à  ®æ¥ª 

1X
m=2

1X
n=2

jamn(f)j 6
�
2 +

p
2

3

�2
� VDf:

¡) � ©¤¥âáï äãªæ¨ï f 2 VL(D) á ®â«¨ç®© ®â ã«ï ¢ à¨ æ¨¥© �¨â «¨, ¤«ï ª®â®à®© ¢

®æ¥ª¥ ¯.  ) ¤®áâ¨£ ¥âáï à ¢¥áâ¢®.
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