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Введение 

 
          Теория струй является одним из наиболее развитых разделов 

гидромеханики. Первые задачи по теории струй были поставлены и решены 

Г. Гельмгольцем (1868) и Г. Кирхгофом (1868). Существенный вклад в эту 

теорию был внесен Н. Е. Жуковским (1890) и С. А. Чаплыгиным. 

Современное состояние теории струй описано в книжках [1]-[2]. С. А. 

Чаплыгин поражал современников искусством находить решения сложных 

задач теории струй в уме. При этом он использовал так называемый метод 

особых точек. С. А. Чаплыгин нигде не формулировал этот метод в качестве 

принадлежащего ему метода, как бы считал этот метод само собой 

разумеющимся. Метод С. А. Чаплыгина позволяет получить решение многих 

задач теории струй в достаточно простой аналитической форме. К числу 

таких задач относится и задача о натекании струи жидкости конечной 

ширины на пластинку. Постановку этой задачи можно найти во многих 

монографиях по теории струй [3]-[5]. Однако следует отметить 

удивительный факт: числовых расчетов по данной задаче  в случае 

несимметричного натекания струи проведено не было. Либо рассматривали 

симметричный случай натекания струи на пластинку, перпендикулярную 

потоку, либо выведены лишь общие формулы без числовых примеров [4]. 

Целью данной работы работы является восполнение этого пробела. 
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Постановка задачи 

 
          Плоская горизонтальная струя ширины δ натекает на пластинку DF, 

расположенную под углом атаки α (рис.1). Начало координат помещено в 

точку F. В точке Е поток разделяется, и струя делится на две струйки – 

верхнюю, ширины δ 1, и нижнюю, ширины δ 2. Оси верхней и нижней струй 

наклонены под углами α 1 и α 2, соответственно, к горизонтальному 

направлению. Начало координат помещено в точку F. Через А, В и С 

обозначены бесконечно удаленные точки потока. Через h обозначено рас - 

стояние от оси струи до точки F. Это расстояние мы считали положи -

тельным, если точка F находится выше оси струи. Обозначим через l длину 

пластинки FD, через V0 и P0 – постоянные скорость и давление на границах 

струй. Заданными параметрами в этой задаче являются V0, l, δ, h и α. 

Безразмерными заданными геометрическими параметрами будут α и δ� = δ
𝑙
, 

ℎ� = ℎ
𝑙
. Необходимо определить силу воздействия струи на пластинку и 

момент этой силы относительно точки F, толщины струй δ1 и δ 2, углы 

наклона осей струй α1 и α2. 
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Применение интегральных соотношений для вычисления силы 

и момента 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          Выделим в области течения контрольный объем, проведя через 

удаленные точки А, В и С сечения, перпендикулярные осям струй. Границу 

Ƶ 

E 

F 

D B 

A 

C δ2 

δ 

h 

n 

V0 

δ1 

α1 

α 

l 

α2 

x 

y 

рис.1 

η 

ξ 

E 

F A C D B 
a c σ 

t 

рис.2 

n 



6 
 

контрольного объема обозначим Σ. Запишем уравнение об изменении 

количества движения применительно к этому объему [6] (стр. 53). 

 

�𝜌𝑉�𝑉𝑛
𝛴

𝑑𝑠 =  −�𝑃
𝛴

𝑛�𝑑𝑠                                             (1) 

          Здесь ρ – плотность жидкости, 𝑉�  - вектор скорости, 𝑉𝑛 - нормальная 

скорость, 𝑛� - внешняя нормаль, 𝑃 – давление на границе. Заметим, что, если 

Σ – любой замкнутый контур, то 

�𝑛�
𝛴

𝑑𝑠 = 0                                                               (2) 

          В самом деле, пусть 𝑛� = (𝑛𝑥,𝑛𝑦). Надо доказать, что 

 

�𝑛𝑥
𝛴

𝑑𝑠 = 0,                �𝑛𝑦
𝛴

𝑑𝑠 = 0                                          (3) 

          Рассмотрим векторное поле 𝑄� = (1,0). По теореме Гаусса – 

Остроградского 

 

�𝑛𝑥
𝛴

𝑑𝑠 =  �𝑄�
𝛴

𝑛�𝑑𝑠 =  ��
𝜕𝑄𝑥
𝜕𝑥 +

𝜕𝑄𝑦
𝜕𝑦 �

𝑆

𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0 ,                              

где через 𝑆 мы обозначили область, ограниченную контуром Σ. Аналогичным 

способом, для векторного поля 𝑄� = (0,1) выводим второе равенство в (3). С 

помощью (2) уравнение (3) можно записать так: 

 

�𝜌𝑉�𝑉𝑛
𝛴

𝑑𝑠 =  −�(𝑃 − 𝑃0)
𝛴

𝑛�𝑑𝑠 

         Сила, действующая на пластинку со стороны жидкости очевидно равна 

𝑅� =  �(𝑃 − 𝑃0)
𝐹

𝐷

𝑛�𝑑𝑠 
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          Так как всюду на струях 𝑃 =  𝑃0, то 

 

�𝜌𝑉�𝑉𝑛
𝛴

𝑑𝑠 =  −𝑅� 

          Но 𝑉𝑛 = 0 всюду на границах контрольного объема, за исключением 

сечений, проведенных в точках А, В и С. 

Имеем 

в точке В: 𝑉� =  𝑉0, 𝑉𝑛 =  −𝑉0; 

в точке С: 𝑉� =  𝑉0𝑒𝑖𝛼2 ,𝑉𝑛 =  𝑉0; 

в точке А: 𝑉� =  𝑉0𝑒𝑖𝛼1 ,𝑉𝑛 =  𝑉0. 

Поэтому 

−𝜌𝑉02𝛿 + 𝜌𝑉02𝛿2𝑒𝑖𝛼2 + 𝜌𝑉02𝛿1𝑒𝑖𝛼1 = −𝑅� 

или 

𝑅� = 𝜌𝑉02�𝛿 − 𝛿1𝑒𝑖𝛼1 − 𝛿2𝑒𝑖𝛼2�                                     (4) 

          Формула (4) позволяет подсчитать силу 𝑅�, если известны 𝛿1, 𝛿2,𝛼1,𝛼2. 

Запишем теперь уравнения моментов количества движения: 

 

�𝜌(𝑟̅ × 𝑉�)𝑉𝑛
𝛴

𝑑𝑠 =  −�(𝑟̅ × 𝑃𝑛�)
𝛴

𝑑𝑠                             (5) 

где 𝑟̅ = (𝑥, 𝑦) – радиус-вектор. Так как задача плоская, то под векторными 

произведениями (𝑟̅ × 𝑉�)и (𝑟̅ × 𝑃𝑛�) будем понимать проекции этого 

векторного произведения на ось z. Искомый момент  

𝑀 =  � 𝑟̅ × 𝑛�(𝑃 − 𝑃0)
𝐹

𝐷

𝑛�𝑑𝑠                                        (6) 

          Покажем, что для любого замкнутого контура 

� 𝑟̅ × 𝑛�
𝛴

𝑑𝑠 = 0                                                    (7) 

          В самом деле, (𝑟̅ × 𝑛�) = 𝑥𝑛𝑦 − 𝑦𝑛𝑥. Рассмотрим векторное поле 

𝑄� = (−𝑦, 𝑥).  
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         Тогда по теореме Гаусса – Остроградского  

�(𝑟̅ × 𝑛�)
𝛴

𝑑𝑠 =  �𝑄�
𝛴

𝑛�𝑑𝑠 =  ��
𝜕𝑄𝑥
𝜕𝑥 +

𝜕𝑄𝑦
𝜕𝑦 �

𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0
𝑆

 

          Комбинируем (5) и (6) и учитываем, что на струях 𝑃 =  𝑃0. Получаем 

�𝜌(𝑟̅ × 𝑉�)𝑉𝑛
𝛴

𝑑𝑠 =  −𝑀 

          Проведем оси струй в удаленных точках А и В и обозначим через h1 и 

h2 расстояния этих осей до точки F. Эти расстояния считаем 

положительными, если точка F лежит выше соответствующей оси. 

Учитываем, что 𝑉𝑛 = 0 всюду, кроме сечений в точках А, В и С. Тогда 

−𝑀 = �𝜌
𝐴

(𝑟̅ × 𝑉�)𝑉𝑛𝑑𝑠 + �𝜌
𝐵

(𝑟̅ × 𝑉�)𝑉𝑛𝑑𝑠 + �𝜌
𝐶

(𝑟̅ × 𝑉�)𝑉𝑛𝑑𝑠 , 

где �𝜌
𝐴

(𝑟̅ × 𝑉�)𝑉𝑛𝑑𝑠,�𝜌
𝐵

(𝑟̅ × 𝑉�)𝑉𝑛𝑑𝑠,�𝜌
𝐶

(𝑟̅ × 𝑉�)𝑉𝑛𝑑𝑠 − это интегралы по 

соответствующим сечениям. Теперь мы можем записать 

−𝑀 =  −𝜌𝑉02𝛿ℎ + 𝜌𝑉02𝛿1ℎ1 + 𝜌𝑉02𝛿2ℎ2 , 

𝑀 = 𝜌𝑉02(𝛿ℎ − 𝛿1ℎ1 − 𝛿2ℎ2)                                                 (8) 

Формула (8) позволяет найти искомый момент, однако кроме δ1 и δ 2 

необходимо теперь знать ℎ1 и ℎ2. 
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Параметризация с помощью полукруга 

 
          Область течения отобразим конформно на верхний полукруг 

параметрической плоскости 𝑡 =  𝜉 + 𝑖𝜂. Соответствие точек видно из рис.1 и 

рис.2. Параметры а, с и σ – это математические параметры задачи, 

подлежащие определению. Методом особых точек С. А. Чаплыгина находим 
𝑑𝑤
𝑑𝑡

. Для этого необходимо выяснить характер особенностей у этой функции в 

параметрической плоскости   𝑡  .  

          У нас в точке В расположен источник, поэтому при 𝑡 = 0 - полюс I 

порядка. В точках А и С расположены стоки, соответственно, при  𝑡 = 𝑎 и 

𝑡 = 𝑐 – тоже полюсы I порядка. 

          С помощью принципа симметрии Римана – Шварца искомая функция 
𝑑𝑤
𝑑𝑡

 аналитически продолжается на всю комплексную плоскость. При этом 

полюсы 𝑡 = 𝑎 и 𝑡 = 𝑐 перейдут в полюсы 𝑡 = 1
𝑎
 и 𝑡 = 1

𝑐
 . 

          Поток разделяется в точке Е. В 𝑡 = 𝑒𝑖𝜎 функция 𝑑𝑤
𝑑𝑡

 имеет нуль I 

порядка (обтекается прямой угол). Кроме того, 𝑑𝑤
𝑑𝑡

 – комплексно-сопряженная 

скорость фиктивного течения, которая на действительном диаметре 

действительна. Отсюда, Im 𝑑𝑤
𝑑𝑡

= 0,−1 ≤ t ≤ 1. И это дает нам возможность 

продолжить функцию с верхнего полукруга на нижний. При этом в 

симметричной точке 𝑡 = 𝑒−𝑖𝜎 также будет нуль I порядка. В точках 𝑡 = 1 и 

𝑡 = −1 тоже будут нули I порядка (т.к. обтекается прямой угол). 

         Таким образом, функция 𝑑𝑤
𝑑𝑡

 примет следующий вид: 

𝑑𝑤
𝑑𝑡 = 𝜑0

�𝑡 − 𝑒𝑖𝜎��𝑡 − 𝑒−𝑖𝜎�(1− 𝑡2)

𝑡(𝑡 − 𝑎) �𝑡 − 1
𝑎� (𝑡 − 𝑐)(𝑡 − 1

𝑐)
 , 

где 𝜑0 > 0  - параметр, имеющий размерность потенциала скорости. 

Обозначим 𝜑0 = 𝑘𝑉0, где 𝑘 – параметр, имеющий размерность длины.  
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         Тогда  

𝑑𝑤
𝑑𝑡 = 𝑘𝑉0

(𝑡2 − 2𝑡 cos𝜎 + 1)(1− 𝑡2)

𝑡(𝑡 − 𝑎) �𝑡 − 1
𝑎� (𝑡 − 𝑐)(𝑡 − 1

𝑐)
= 𝑘𝑉0𝐹(𝑡)                     (9) 

         Тем же методом особых точек находим 𝑑𝑤
𝑉0𝑑𝑧

. 

𝑑𝑤
𝑉0𝑑𝑧

=
1 − 𝑡𝑒−𝑖𝜎

1 − 𝑡𝑒𝑖𝜎
= 𝑓(𝑡)                                        (10) 

          В точке D при 𝑡 = 1 должно быть 𝑑𝑤
𝑉0𝑑𝑧

= 𝑒𝑖𝛼. Отсюда следует, что 

𝛼 = 𝜋 − 𝜎,                   𝜎 = 𝜋 − 𝛼                                  (11) 

          Уравнение (10) позволяет найти параметр σ, если известен угол атаки α. 

Неизвестными в задаче становятся 𝑘,𝑎, 𝑐. 
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Вычисление физических параметров δ, δ1,δ2, α1, α2 через 

математические параметры 𝒂, 𝒄 и 𝒌. 

 
          Обозначим расходы в струях через q, q1 и q2. Тогда 

𝑞 = 𝑉0𝛿,    𝑞1 = 𝑉0𝛿1,   𝑞2 = 𝑉0𝛿2  

          Область изменения комплексного потенциала 𝑤 изображен на рис.3 

 

 

  

 

 

 

 

 

          Интегрируем функцию 𝑑𝑤
𝑑𝑡

 по полуокружностям бесконечно малого 

радиуса против часовой стрелки около точек А, В и С. Тогда 

𝑖𝑞 = �𝑘𝑉0
𝐵

𝐹(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑘𝑉0𝜋𝑖 𝑅𝑒𝑠𝑡=0
𝐹(𝑡), 

−𝑖𝑞2 = �𝑘𝑉0
𝐶

𝐹(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑘𝑉0𝜋𝑖 𝑅𝑒𝑠𝑡=𝑐
𝐹(𝑡), 

−𝑖𝑞1 = �𝑘𝑉0
𝐴

𝐹(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑘𝑉0𝜋𝑖 𝑅𝑒𝑠𝑡=𝑎
𝐹(𝑡). 

          После вычисления вычетов получается 

𝑞 = 𝑘𝑉0𝜋,    𝑞1 = 𝑘𝑉0𝜋𝑐
(1− 2𝑎 cos𝜎 + 𝑎2)

(𝑐 − 𝑎)(1 − 𝑎𝑐)  , 𝑞2 = −𝑘𝑉0𝜋𝑎
(1 − 2𝑐 cos𝜎 + 𝑐2)

(𝑐 − 𝑎)(1− 𝑎𝑐)   

          Отсюда находим 

𝛿 = 𝑘𝜋,    𝛿1 = 𝑘𝜋𝑐
(𝑎2 − 2𝑎 cos𝜎 + 1)

(𝑐 − 𝑎)(1 − 𝑎𝑐)  , 𝛿2 = −𝑘𝜋𝑎
(𝑐2 − 2𝑐 cos𝜎 + 1)

(𝑐 − 𝑎)(1− 𝑎𝑐)     (12) 
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          Теперь найдем углы наклона осей струй. Из формулы (10) следует, что 

1 − 𝑎𝑒−𝑖𝜎

1 − 𝑎𝑒𝑖𝜎
= 𝑒−𝑖𝛼1  ,     

1 − 𝑐𝑒−𝑖𝜎

1 − 𝑐𝑒𝑖𝜎
= 𝑒−𝑖𝛼2                             (13) 

          Отсюда выводим 

𝛼1 = −2arctg
𝑎 sin𝜎

1 − 𝑎 cos𝜎  , 𝛼2 = −2arctg
𝑐 sin𝜎

1 − 𝑐 cos𝜎         (14) 

          Так как у нас −1 < 𝑎 < 0 , 0 < 𝑐 < 1 , то всегда будет 𝛼1 > 0 ,𝛼2 < 0. 
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Построение конформного отображения z(t) 

 
          Имеем 

𝑑𝑧
𝑑𝑡  =  

𝑑𝑧
𝑑𝑤

𝑑𝑤
𝑑𝑡 =  

1
𝑉0
𝑉0𝑑𝑧
𝑑𝑤

𝑑𝑤
𝑑𝑡 = 𝑘

𝐹(𝑡)
𝑓(𝑡) . 

         После элементарных выкладок получаем 

𝑑𝑧
𝑑𝑡 = 𝑘

(1 − 𝑡2)(1 − 𝑡𝑒−𝑖𝜎)2

𝑡(𝑡 − 𝑎)(𝑡 − 1
𝑎)(𝑡 − 𝑐)(𝑡 − 1

𝑐)
= 𝑘𝐺(𝑡) 

         Раскладываем функцию 𝐺(𝑡) на простейшие дроби: 

𝐺(𝑡) =  
𝐴0
𝑡 +

𝐴1
𝑡 − 𝑎 +

𝐴2

𝑡 − 1
𝑎

+
𝐶1
𝑡 − 𝑐 +

𝐶2

𝑡 − 1
𝑐

 ,         где 

𝐴0 = 1 , 

𝐴1 =  −
𝑐�1 − 𝑎𝑒𝑖𝜎�2

(𝑐 − 𝑎)(1 − 𝑎𝑐) , 

𝐴2 =  −
𝑐�𝑒𝑖𝜎 − 𝑎�

2

(𝑐 − 𝑎)(1− 𝑎𝑐) , 

𝐶1 =  
𝑎�1 − 𝑐𝑒𝑖𝜎�2

(𝑐 − 𝑎)(1 − 𝑎𝑐) , 

𝐶2 =  
𝑎�𝑒𝑖𝜎 − 𝑐�

2

(𝑐 − 𝑎)(1 − 𝑎𝑐)  

         После интегрирования находим, что 

𝑧(𝑡) = 𝑘[𝜔(𝑡) − 𝐴] , где  

𝜔(𝑡) = 𝐴0 ln 𝑡 + 𝐴1 ln(𝑡 − 𝑎) +𝐴2 ln �𝑡 −
1
𝑎� +𝐶1 ln(𝑡 − 𝑐) +𝐶2 ln �𝑡 −

1
𝑐� (15) 

𝐴 =  𝜔(−1)                                                                                                                       (16) 
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Вывод системы уравнений для определения математических 

параметров 𝒂 , 𝒄 ,𝒌 

 

          Будем рассматривать вектор 𝐷𝐵������⃗  как комплексное число. Тогда 

 arg𝐷𝐵������⃗ =  𝜋 − 𝛼 =  𝜎. Отсюда вытекает, что 𝑙 = 𝑘[𝜔(−1) −𝜔(1)]𝑒−𝑖𝜎 =

𝑘𝐼(𝑎, 𝑐,𝛼),        где I(𝑎, 𝑐,𝛼) =  
4𝑐(1+𝑎2)arcth𝛼−4𝑎(1+𝑐2)arcth𝑐 cos𝛼−4𝑐 ln�(𝑎−1)(1+𝑐)

(𝑐−1)(1+𝑎)�

(𝑎−𝑐)(𝑎𝑐−1)
+ 

+ 2(𝑎−𝑐)𝑐𝜋 sinα
(𝑎−𝑐)(𝑎𝑐−1)

; 

          Отсюда получим первое уравнение:  

𝛿̅ =
𝛿
𝑙 =

𝜋
I(𝑎, 𝑐,𝛼)                                                    (17) 

          Кроме того,  

ℎ =  −� lim
𝜉→+0

Im 𝑘[𝜔(𝜉)− 𝐴] + 𝑘
𝜋
2� = 𝑘I1(𝑎, 𝑐,𝛼) , 

          Вычисляем предел и получаем 

 I1(𝑎, 𝑐,𝛼) = − 1
2(𝑎−𝑐)(𝑎𝑐−1)

(𝑐 + 𝑎)(1− 𝑎𝑐 + 𝑐2)𝜋 + 2𝑎𝑐(2𝜋 cos𝛼) + 𝛼𝜋 cos 2𝛼 

+2�ln(−
1
𝑎𝑐) + 2 ln �−

𝑎(1 + 𝑐)
1 + 𝑎 �� sin𝛼) − 2(𝑐(ln(1 + 𝑎) + 𝑎(𝑎 ln �−

1 + 𝑎
𝑎 � 

+𝑐 ln �
𝑐

1 + 𝑐�
))− 𝑎 ln(1 + 𝑐)) sin 2𝛼 

 

          Отсюда выводим второе уравнение: 

ℎ� =  
I1(𝑎, 𝑐,𝛼)
I(𝑎, 𝑐,𝛼)                                                    (18) 

          Система (17), (18) представляет собой замкнутую систему 

трансцендентных уравнений для определения параметров 𝑎 и 𝑐. Эта система 

решалась численно с помощью стандартной функции FindRoot пакета 

Математика 8. 
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Вычисление коэффициента нормального давления на 

пластинку и коэффициента момента 

 
          Пусть параметры 𝑎 и 𝑐 определены. Воспользуемся формулой (4), но 

учтем формулы (13). Получаем 

𝑅 =  𝜌𝑉02 �𝛿 − 𝛿1
1 − 𝑎𝑒𝑖𝜎

1 − 𝑎𝑒−𝑖𝜎
−  𝛿2

1 − 𝑐𝑒𝑖𝜎

1 − 𝑐𝑒−𝑖𝜎�
 

          Подставим снова выражения (12). Получим 

𝑅�⃗ =  𝜌𝑉02
𝑎𝑐(𝑒2𝑖𝜎 − 1)𝑘𝜋

1 − 𝑎𝑐 = 𝜌𝑉02
2𝑖𝑒𝑖𝜎 sin𝜎 𝑘𝜋

1 − 𝑎𝑐 𝑎𝑐 

          Тогда коэффициент нормального давления на пластинку будет  

𝑅𝑛 =  −
4 sin𝜎 𝜋𝑎𝑐

(1 − 𝑎𝑐)I(𝑎, 𝑐,𝛼) =  −
4 sin𝛼 𝜋𝑎𝑐

(1 − 𝑎𝑐)I(𝑎, 𝑐,𝛼) 

          Если 𝑎 → 0, 𝑐 → 0, то мы получим пластинку в безграничном потоке.          

Вычислив предел, приходим к формуле Релея: 

𝑅𝑛 =   lim
𝑎→0
𝑐→0

−
4 sin𝛼 𝜋𝑎𝑐

(1 − 𝑎𝑐)I(𝑎, 𝑐,𝛼) =  
2𝜋 sin𝛼

4 + πsin𝛼 

          Для вычисления коэффициента момента, необходимо найти расстояния 

ℎ1 и ℎ2 от осей струй до точки F. 

          Ясно, что 

ℎ1 =  −� lim
𝜉→𝑎−0

Im𝑘[𝜔(𝜉) − 𝐴]𝑒−𝑖𝛼1 +
𝛿1
2 �

= 𝑘𝐻1(𝑎, 𝑐,𝛼) 

ℎ2 =  −� lim
𝜉→𝑐−0

Im𝑘[𝜔(𝜉) − 𝐴]𝑒−𝑖𝛼2 +
𝛿2
2 �

= 𝑘𝐻2(𝑎, 𝑐,𝛼) 

Эти пределы были вычислены аналитически с помощью пакета Математика. 

Установлено, что  

𝐻1(𝑎, 𝑐,𝛼) =
1

2(1− 𝑎𝑐)(𝑎 − 𝑐) 𝑐𝜋(−1 − 𝑎2 + 2 cos𝛼1 + 2𝑎(𝑎 cos(𝛼1 − 𝜎) − 

2 cos(𝛼1 − 𝜎) + cos𝜎)) + 4𝑎2𝑐arccth(1− 2a) sin𝛼1 − (2c ln�−a(1 + a)� + 
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𝑎(ln(𝑎 − 𝑐)2) − 2 ln�−𝑎(1 + 𝑐)�+ 𝑐2 (ln��−
𝑎(1 − 𝑐)

𝑐 �
2

� − 

−2 ln(−
𝑎(1 + 𝑐)

𝑐 )))) sin𝛼1 − (−2𝑐 ln(1 − 𝑎) + 𝑎(−4arccth(1 + 2c) + 

ln �𝑎 −
1
𝑐�

2

+ 𝑐(2𝑎 ln(1 + 𝑎) + 𝑐 ln(𝑎 − 𝑐)2 − 2𝑐 ln(1 + 𝑐)))) sin(𝛼1 − 2𝜎) + 

2𝑎𝑐 �−2 ln(1 − 𝑎2) + ln �𝑎 −
1
𝑐�

2

+ ln(𝑎 − 𝑐)2 + 2 ln 𝑐 − 4 ln �
1 + 𝑐
1 + 𝑎��

∗ 

∗ sin(𝛼1 − 𝜎)) 

𝐻2(𝑎, 𝑐,𝛼) =
1

2(1 − 𝑎𝑐)(𝑎 − 𝑐) (𝑎(1 + 𝑐2)𝜋 + 2(𝑎𝑐(𝑐 − 𝑎)𝜋 cos𝛼2�� + 𝑎(𝑎 − 𝑐) 

∗ 𝑐𝜋 cos(𝛼2 − 2𝜎) − 𝑎𝑐𝜋 cos𝜎 − 𝑎𝑐2 ln �−1 +
1
𝑐� sin𝛼2 + aln�𝑐(1 + 𝑐)� ∗ 

∗ sin𝛼2 + ln �
−𝑎 + 𝑐
𝑐 + 𝑎𝑐 �

sin𝛼2 + 𝑎2𝑐 ln �
1 − 𝑎𝑐
𝑐 + 𝑎𝑐�

sin𝛼2 − 𝑎 ln(1 − 𝑐) ∗ 

∗ sin(𝛼2 − 2𝜎) + 𝑎𝑐2 ln(1 + 𝑐) sin(𝛼2 − 2𝜎) 𝑐𝑎2 ln �
−𝑎 + 𝑐
1 + 𝑎 �

sin(𝛼2 − 2𝜎) + 

𝑐 ln �
1 − 𝑎𝑐
1 + 𝑎 �

sin(𝛼2 − 2𝜎) + 2𝑎𝑐(2 ln(1 + 𝑎) + ln �
−1 + 𝑐

(1 + 𝑐)(𝑐 − 𝑎)(𝑎𝑐 − 1)�
) ∗ 

∗ sin(𝛼2 − 𝜎))). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



17 
 

Код программы на Математика 8: 
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Результаты расчетов 

𝛿̅ – ширина струи, 𝑠𝑚𝑎𝑥 – ось струи, 𝛼 – угол атаки 

1) 𝛿̅ = 1, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 0.5, 𝛼 = 30° 

 
𝛿̅ = 1, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 0.5, 𝛼 = 45° 

 
𝛿̅ = 1, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 0.5, 𝛼 = 60° 

 
𝛿̅ = 1, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 0.5, 𝛼 = 90° 
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Общее 

 
Картина натекания струи жидкости на пластину при углах атаки 𝛼 = 30°, 

𝛼 = 45°, 𝛼 = 60°, 𝛼 = 90°: 
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2) 𝛿̅ = 0.8, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 0.5, 𝛼 = 30° 

 
𝛿̅ = 0.8, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 0.5, 𝛼 = 45° 

 
𝛿̅ = 0.8, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 0.5, 𝛼 = 60° 

 
𝛿̅ = 0.8, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 0.5, 𝛼 = 90° 

 
 

0

0

0

0
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Общее 

 
Картина натекания струи жидкости на пластину при углах атаки 𝛼 = 30°, 

𝛼 = 45°, 𝛼 = 60°, 𝛼 = 90°: 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

0 0
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3) 𝛿̅ = 0.6, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 0.5, 𝛼 = 30° 

 
𝛿̅ = 0.6, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 0.5, 𝛼 = 45° 

 
𝛿̅ = 0.6, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 0.5, 𝛼 = 60° 

 
𝛿̅ = 0.6, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 0.5, 𝛼 = 90° 

 
 

0

0

0

0
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Общее 

 
Картина натекания струи жидкости на пластину при углах атаки 𝛼 = 30°, 

𝛼 = 45°, 𝛼 = 60°, 𝛼 = 90°: 

 

 
 

 

0
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4) 𝛿̅ = 0.4, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 0.5, 𝛼 = 30° 

 
𝛿̅ = 0.4, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 0.5, 𝛼 = 45° 

 
𝛿̅ = 0.4, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 0.5, 𝛼 = 60° 

 
𝛿̅ = 0.4, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 0.5, 𝛼 = 90° 

 
 

 

0

0

0

0
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Общее 

 
Картина натекания струи жидкости на пластину при углах атаки 𝛼 = 30°, 

𝛼 = 45°, 𝛼 = 60°, 𝛼 = 90°: 

 

 
 

 

 

 

 

 

0
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5) 𝛿̅ = 0.2, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 0.5, 𝛼 = 30° 

 
𝛿̅ = 0.2, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 0.5, 𝛼 = 45° 

 
𝛿̅ = 0.2, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 0.5, 𝛼 = 60° 

 
𝛿̅ = 0.2, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 0.5, 𝛼 = 90° 

 
 

 

0 0

0

0

0 0
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Общее 

 
Картина натекания струи жидкости на пластину при углах атаки 𝛼 = 30°, 

𝛼 = 45°, 𝛼 = 60°, 𝛼 = 90°: 

 
 

 

 
 

 

 

 

0 0



36 
 

6) 𝛿̅ = 0.4, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 1, 𝛼 = 30° 

 
𝛿̅ = 0.4, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 1, 𝛼 = 45° 

 
𝛿̅ = 0.4, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 1, 𝛼 = 60° 

 
𝛿̅ = 0.4, 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 1, 𝛼 = 90° 

 

0

0

0
0

0
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Общее 

 
Картина натекания струи жидкости на пластину при углах атаки 𝛼 = 30°, 

𝛼 = 45°, 𝛼 = 60°, 𝛼 = 90°: 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

0


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Заключение 

 
         Решена задача о натекании струи жидкости на наклонную пластинку. С 

помощью интегральных теорем найдены сила и момент, действующие на 

пластинку. Проведены числовые расчеты, демонстрирующие влияние 

толщины струи и сдвига ее оси на геометрию течения и силовые 

характеристики. 
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