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�ãáâì M(n) | £àã¯¯  ¢á¥å ¨§®¬¥âà¨© n-¬¥à®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  En ¨ SM(n) |
£àã¯¯  ¢á¥å ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¤¢¨¦¥¨© ¢ En (â. ¥. ¯®¤£àã¯¯  ¢ M(n), ¯®à®¦¤¥ ï ¢à é¥¨ï¬¨ ¨
¯ à ««¥«ìë¬¨ ¯¥à¥®á ¬¨ ¢ En). �à ¢¥¨ï �à¥¥{�¥àà  ¤«ï ªà¨¢®© ¢ En ¤ îâ äãªæ¨¨
ªà¨¢¨§ë k1(s); : : : ; kn�1(s) ªà¨¢®© ([1], á. 158{160; [2], á. 140{149). �à¨¢¨§ë k1(s); : : : ; kn�2(s)
ï¢«ïîâáïM(n)-¨¢ à¨ âë¬¨. �¤ ª® ªà¨¢¨§  kn�1(s) ï¢«ï¥âáï SM(n)-¨¢ à¨ â®©, ® ¥
ï¢«ï¥âáïM(n)-¨¢ à¨ â®©. � ¯à¨¬¥à, ªàãç¥¨¥ ªà¨¢®© ¢ E3 ï¢«ï¥âáï SM(3)-¨¢ à¨ â®©,
® ¥ ï¢«ï¥âáï M(3)-¨¢ à¨ â®©. �®íâ®¬ã á¨áâ¥¬  ªà¨¢¨§ k1(s); : : : ; kn�1(s) ¤ ¥â à¥è¥¨¥
G-íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ªà¨¢ëå â®«ìª® ¤«ï £àã¯¯ë G = SM(n) ([1], á. 61{64). �à®¬¥ â®£®, ¬¥â®¤
®àâ®£® «ì®£® à¥¯¥à  ¤ ¥â â®«ìª® ãá«®¢¨ï «®ª «ì®© G-íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ªà¨¢ëå.

�« áá¨ç¥áª ï â¥®à¨ï ªà¨¢ëå ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨§«®¦¥  ¢ ([1], á. 158{160; [2],
á. 140{149; [3], á. 13{15; [4], á. 185{194; [5], á. 61{64). �¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥ ¨¢ à¨ âë, ¨¢ à¨-
 âë¥ ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨¨ ¨ £«®¡ «ìë¥ á¢®©áâ¢  ªà¨¢ëå ¨ ¯ãâ¥© ¢ n-¬¥à®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®-
áâà áâ¢¥ à áá¬®âà¥ë ¢ à ¡®â å [5]{[16] ¨ ª¨£ å [2], [17].

�  ï à ¡®â  ¯®á¢ïé¥  ¨§ãç¥¨î £«®¡ «ì®© G-íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ªà¨¢ëå ¤«ï £àã¯¯ G =
M(n) ¨ G = SM(n).

�«ãç © ªà¨¢ëå ¢ íª¢¨ ää¨®© ¨ æ¥âà® ää¨®© £¥®¬¥âà¨ïå à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¢ à ¡®â å
� ¤¦¨¥¢  �¦. ¨ �¥ªè¥  �. [18], [19].

� ¤ ®© à ¡®â¥ ¢á¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ¯ãâ¨ ¨ ªà¨¢ë¥ ï¢«ïîâáï ¡¥áª®¥ç® ¤¨ää¥à¥æ¨àã-
¥¬ë¬¨.

1. �¢ª«¨¤®¢ â¨¯ ¨ ¨¢ à¨ â ï ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨ï ªà¨¢®©

�ãáâì R | ¯®«¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥« ¨ I = (a; b) | ®âªàëâë© ¨â¥à¢ « ¢ R. �¥ «¨§ã-
¥¬ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà áâ¢® En ª ª n-¬¥à®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® Rn ¢¬¥áâ¥ á® áª «ïàë¬

¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ hx; yi =
nP
k=1

xkyk ¢¥ªâ®à®¢ x = (x1; : : : ; xn) ¨ y = (y1; : : : ; yn).

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. C1-®â®¡à ¦¥¨¥ x : I ! Rn  §®¢¥¬ I-¯ãâ¥¬ (¯ãâ¥¬) ¢ Rn.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2 (á¬. [18]). I1-¯ãâì x(t) ¨ I2-¯ãâì y(r) ¢ Rn  §®¢¥¬ D-íª¢¨¢ «¥âë¬¨, ¥á«¨
áãé¥áâ¢ã¥â C1-¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ' : I2 ! I1 â ª®©, çâ® '0(r) > 0 ¨ y(r) = x('(r)) ¤«ï ¢á¥å r 2 I2.
�« áá D-íª¢¨¢ «¥âëå ¯ãâ¥© ¢ Rn  §®¢¥¬ ªà¨¢®© ¢ Rn (á¬. [17], á. 9). �ãâì x 2 �  §®¢¥¬
¯ à ¬¥âà¨§ æ¨¥© ªà¨¢®© �.

� ¬¥ç ¨¥ 1. �ãé¥áâ¢ãîâ ¤àã£¨¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ªà¨¢®© (á¬. [20]; [1], á. 2; [17], á. 25; [21], á. 20{
22).
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�ãáâì O(n;R) ®§ ç ¥â £àã¯¯ã ¢á¥å ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ®àâ®£® «ìëå ¬ âà¨æ n� n-¯®àï¤ª .
�®£¤ M(n)=fF : Rn ! Rn j Fx = gx+ b, g 2 O(n;R), b 2 Rng ¨ SM(n) = fF 2M(n) : det g = 1g,
£¤¥ gx ®§ ç ¥â ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¬ âà¨æë g   ¢¥ªâ®à-áâ®«¡¥æ x 2 Rn. �ãáâì x(t) ¥áâì I-¯ãâì. �®£¤ 
Fx(t) ¥áâì â ª¦¥ I-¯ãâì ¢ Rn ¤«ï «î¡®£® F 2M(n). � «¥¥ ¢¥§¤¥ G ®§ ç ¥â M(n) ¨«¨ SM(n).

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3. I-¯ãâ¨ x(t) ¨ y(t) ¢ Rn  §ë¢ îâáï G-íª¢¨¢ «¥âë¬¨, ¥á«¨ y(t) = Fx(t)

¤«ï ¥ª®â®à®£® F 2 G. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì x G
� y.

�ãáâì � = fh� ; � 2 Qg | ªà¨¢ ï ¢ Rn, £¤¥ h� | ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨ï ªà¨¢®© �. �®£¤  F� =
fFh� ; � 2 Qg ¥áâì ªà¨¢ ï ¢ Rn ¤«ï «î¡®£® F 2M(n).

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4 (á¬. [18]). �à¨¢ë¥ � ¨ � ¢ Rn  §®¢¥¬ G-íª¢¨¢ «¥âë¬¨ (G-ª®£àãíâë-

¬¨), ¥á«¨ � = F� ¤«ï ¥ª®â®à®£® F 2 G. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì � G
� �.

� ¬¥ç ¨¥ 2. �¯à¥¤¥«¥¨¥ ª®£àãíâ®áâ¨ ªà¨¢ëå ¤«ï £àã¯¯ë ¢á¥å ¨§®¬¥âà¨©, áãé¥áâ¢¥-
® ®â«¨ç®¥ ®â ®¯à¥¤¥«¥¨ï 4, ¤ ® ¢ ([1], á. 21). � á¨«ã ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨§ [1] ªà¨¢ë¥ á à §«¨çë¬¨
¤«¨ ¬¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ª®£àãíâë¬¨.

�ãáâì x(t) = (x1(t); : : : ; xn(t)) | I-¯ãâì ¢ Rn ¨ x0(t) = (x01(t); : : : ; x
0

n(t)) | ¯à®¨§¢®¤ ï ¯ãâ¨
x(t). �«ï p; q 2 I = (a; b), p < q, ¯®«®¦¨¬

lx(p; q) =
Z q

p

hx0(t); x0(t)i
1
2dt;

£¤¥ hx0(t); x0(t)i| áª «ïàë© ª¢ ¤à â ¢¥ªâ®à  x0(t). �ç¥¢¨¤®, ª®¥çë¥ ¨ ¡¥áª®¥çë¥ ¯à¥¤¥«ë
lx(a; q) = lim

p!a
lx(p; q) � +1 ¨ lx(p; b) = lim

q!b
lx(p; q) � +1 áãé¥áâ¢ãîâ. �¬¥îâáï á«¥¤ãîé¨¥ ç¥âëà¥

¢®§¬®¦®áâ¨:

(i) lx(a; q) < +1; lx(p; b) < +1; (ii) lx(a; q) < +1; lx(p; b) = +1;

(iii) lx(a; q) = +1; lx(p; b) < +1; (iv) lx(a; q) = +1; lx(p; b) = +1:

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ®¤¨ ¨§ íâ¨å á«ãç ¥¢ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï ¥ª®â®àëå p; q 2 I. �®£¤  íâ®â
á«ãç © ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â ª¦¥ ¨ ¤«ï «î¡ëå p; q 2 I. � á«ãç ¥ (i) ç¨á«® l = lx(a; q) + lx(p; b)� lx(p; q)
¥ § ¢¨á¨â ®â p; q 2 I, ¨ ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¯ãâì x ¨¬¥¥â ¥¢ª«¨¤®¢ë© â¨¯ (0; l). � á«ãç ïå (ii),
(iii) ¨ (iv) £®¢®à¨¬, çâ® ¯ãâì x ¨¬¥¥â ¥¢ª«¨¤®¢ â¨¯ (0;+1), (�1; 0) ¨ (�1;+1) á®®â¢¥âáâ¢¥®.
�¢ª«¨¤®¢ â¨¯ ¯ãâ¨ x ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ L(x). �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ ¯ãâ¨ ¢á¥å â¨¯®¢ (0; l),
£¤¥ 0 < l < +1, (0;+1), (�1; 0) ¨ (�1;+1).

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1. (i). �ãáâì ¯ãâ¨ x(t) ¨ y(t) ¢ Rn ï¢«ïîâáï M(n)-íª¢¨¢ «¥âë¬¨. �®£¤ 
L(x) = L(y).

(ii). �ãáâì � | ªà¨¢ ï ¢ Rn ¨ x; y 2 �. �®£¤  L(x) = L(y).

�®ª § â¥«ìáâ¢® ®ç¥¢¨¤®.

�¢ª«¨¤®¢ â¨¯ ¯ãâ¨ x, £¤¥ x 2 �,  §®¢¥¬ ¥¢ª«¨¤®¢ë¬ â¨¯®¬ ªà¨¢®© �. � á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1

¨§ �
M(n)
� � á«¥¤ã¥â L(�) = L(�). �«¥¤®¢ â¥«ì®, L(�) ï¢«ï¥âáï M(n)-¨¢ à¨ â®¬ ªà¨¢®© �.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 5. I-¯ãâì x(t)  §®¢¥¬ à¥£ã«ïàë¬, ¥á«¨ x0(t) 6= 0 ¤«ï ¢á¥å t 2 I.

�á«¨ x ï¢«ï¥âáï à¥£ã«ïàë¬ ¯ãâ¥¬,   ¯ãâì y ï¢«ï¥âáï D-íª¢¨¢ «¥âë¬ ¯ãâ¨ x, â® y â ª¦¥
ï¢«ï¥âáï à¥£ã«ïàë¬. �à¨¢ãî �  §®¢¥¬ à¥£ã«ïà®©, ¥á«¨ ®  á®¤¥à¦¨â à¥£ã«ïàë© ¯ãâì.

�¥¯¥àì ®¯à¥¤¥«¨¬ ¨¢ à¨ âë© ¯ à ¬¥âà à¥£ã«ïà®£® ¯ãâ¨ ¢ Rn. �ãáâì I = (a; b) ¨ x(t) |
à¥£ã«ïàë© I-¯ãâì ¢ Rn. �¯à¥¤¥«¨¬ ¥¢ª«¨¤®¢ã ¤«¨ã ¤ã£¨ sx(t) ¤«ï ¯ãâ¨ x(t) ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨
®â ¥£® ¥¢ª«¨¤®¢  â¨¯  á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �«ï á«ãç ï L(x) = (0; l), £¤¥ 0 < l � +1, ¯®«®¦¨¬
sx(t) = lx(a; t). �«ï á«ãç ï L(x) = (�1; 0) ¯®«®¦¨¬ sx(t) = �lx(t; b). �ãáâì L(x) = (�1;+1).
� ª ¦¤®¬ ¨â¥à¢ «¥ I = (a; b) ¯àï¬®© R ¢ë¡¥à¥¬ ä¨ªá¨à®¢ ãî â®çªã ¨ ®¡®§ ç¨¬ ¥¥ aI .
�«ï á«ãç ï I = (�1;+1) ¢ë¡¥à¥¬ aI = 0. �®«®¦¨¬ sx(t) = lx(aI ; t). � ª ª ª s0x(t) > 0 ¤«ï
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¢á¥å t 2 I, â® ¤«ï sx(t) áãé¥áâ¢ã¥â ®¡à â ï äãªæ¨ï. �¡®§ ç¨¬ ¥¥ tx(s). �¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï
äãªæ¨¨ tx(s) ¥áâì L(x) ¨ t0x(s) > 0 ¤«ï ¢á¥å s 2 L(x).

�à¥¤«®¦¥¨¥ 2. �ãáâì I = (a; b) ¨ x | à¥£ã«ïàë© I-¯ãâì ¢ Rn. �®£¤ 

(i) sFx(t) = sx(t) ¨ tFx(s) = tx(s) ¤«ï ¢á¥å F 2M(n);
(ii) ¤«ï «î¡®£® C1-¤¨ää¥®¬®àä¨§¬  ' : J = (c; d)! I, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ãá«®¢¨î '0(r) > 0

¤«ï ¢á¥å r 2 J , ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢  sx(')(r) = sx('(r)) + s0 ¨ '(tx(')(s+ s0)) = tx(s),
£¤¥ s0 = 0 ¢ á«ãç ¥ L(x) 6= (�1;+1) ¨ s0 = lx('(aJ); aI) ¢ á«ãç ¥ L(x) = (�1;+1).

�®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï (i) ®ç¥¢¨¤®.
�®ª ¦¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ (ii). �ãáâì L(x) = (�1;+1). �®£¤  ¨¬¥¥¬

sx(')(r) =
Z r

aJ

D d
dr
x('(r));

d

dr
x('(r))

E 1
2

dr =
Z r

aJ

d'

dr

D d

d'
x('(r));

d

d'
x('(r))

E 1
2

dr =

= lx('(aJ ); '(r)) = lx(aI ; '(r)) + lx('(aJ); aI):

� ª¨¬ ®¡à §®¬, sx(')(r) = sx('(r))+ s0, £¤¥ s0 = lx('(aJ ); aI). �âáî¤  «¥£ª® ¯®«ãç ¥¬ '(tx(')(s+
s0)) = tx(s). �«ï á«ãç ï L(x) 6= (�1;+1) «¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® s0 = 0. �

�ãáâì � | à¥£ã«ïà ï ªà¨¢ ï ¨ x 2 �. �®£¤  ¯ãâì x(tx(s)) ï¢«ï¥âáï ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨¥© ªà¨-
¢®© �.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 6 (á¬. [17], [18]). � à ¬¥âà¨§ æ¨î ¢¨¤  x(tx(s)) à¥£ã«ïà®© ªà¨¢®© �  §®¢¥¬
¨¢ à¨ â®© ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨¥© ªà¨¢®© �.

�¡®§ ç¨¬ ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¨¢ à¨ âëå ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨© ªà¨¢®© � ç¥à¥§ Ip(�). � ¦¤®¥
y 2 Ip(�) ¥áâì J-¯ãâì, £¤¥ J = L(�).

�à¥¤«®¦¥¨¥ 3. �ãáâì � | à¥£ã«ïà ï ªà¨¢ ï, x 2 � ¨ x | J-¯ãâì, £¤¥ J = L(�).
�«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

(i) x ï¢«ï¥âáï ¨¢ à¨ â®© ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨¥© ªà¨¢®© �;
(ii) hx0(s); x0(s)i = 1 ¤«ï ¢á¥å s 2 L(�);
(iii) sx(s) = s ¤«ï ¢á¥å s 2 L(�).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. (i)! (ii). �ãáâì x 2 Ip(�). �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¯ãâì y 2 � â ª®©, çâ® x(s) =
y(ty(s)). � á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2 sx(s) = sy(ty)(s) = sy(ty(s)) + s0 = s+ s0, £¤¥ s0 ¨¬¥¥â § ç¥¨¥,
ãª § ®¥ ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 2. � ª ª ª s0 ¥ § ¢¨á¨â ®â s, â®

dsx(s)

ds
= hx0(s); x0(s)i

1
2 = 1. �âáî¤ 

¨¬¥¥¬ hx0(s); x0(s)i = 1 ¤«ï ¢á¥å s 2 L(�).
(ii)! (iii). �ãáâì hx0(s); x0(s)i = 1 ¤«ï ¢á¥å s 2 L(�). �§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï sx(t) ¨¬¥¥¬

dsx(s)
ds

=
hx0(s); x0(s)i

1
2 = 1. �®íâ®¬ã sx(s) = s + c ¤«ï ¥ª®â®à®£® c 2 R. � á«ãç ¥ L(x) 6= (�1;+1) ¨§

ãá«®¢¨© sx(s) = s+ c ¨ sx(s) 2 L(�) ¤«ï ¢á¥å s 2 L(�) ¯®«ãç ¥¬ c = 0. �«¥¤®¢ â¥«ì®, sx(s) = s.
� á«ãç ¥ L(�) = (�1;+1) ¨§ J = (�1;+1) ¨ à ¢¥áâ¢ sx(s) = lx(aJ ; s) = lx(0; s) = s+ c ¨¬¥¥¬
0 = lx(0; 0) = c. �«¥¤®¢ â¥«ì®, sx(s) = s.

(iii)! (i). �§ à ¢¥áâ¢  sx(s) = s á«¥¤ã¥â tx(s) = s. �®íâ®¬ã x(s) = x(tx(s)) 2 Ip(�).

�à¥¤«®¦¥¨¥ 4. �ãáâì � | à¥£ã«ïà ï ªà¨¢ ï ¨ L(�) 6= (�1;+1). �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â

¥¤¨áâ¢¥ ï ¨¢ à¨ â ï ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨ï ªà¨¢®© �.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì x; y 2 �, x ï¢«ï¥âáï J1-¯ãâ¥¬ ¨ y | J2-¯ãâ¥¬. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â
C1-¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ' : J2 ! J1 â ª®©, çâ® '0(r) > 0 ¨ y(r) = x('(r)) ¤«ï ¢á¥å r 2 J2. �§
¯à¥¤«®¦¥¨ï 2 ¨ ãá«®¢¨ï L(�) 6= (�1;+1) ¯®«ãç ¥¬ y(ty(s)) = x('(ty(s))) = x('(tx(')(s))) =
x(tx(s)).

�à¥¤«®¦¥¨¥ 5. �ãáâì � | à¥£ã«ïà ï ªà¨¢ ï, L(�) = (�1;+1) ¨ x 2 Ip(�). �®£¤ 
Ip(�) = fy : y(s) = x(s+ c), c 2 (�1;+1)g.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì x; y 2 Ip(�). �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨¨ h; k 2 � â ª¨¥, çâ®
x(s) = h(th(s)), y(s) = k(tk(s)), £¤¥ h | J1-¯ãâì ¨ k | J2-¯ãâì. � ª ª ª h; k 2 �, â® áãé¥áâ¢ã¥â
' : J2 ! J1 â ª®©, çâ® '0(r) > 0 ¨ k(r) = h('(r)) ¤«ï ¢á¥å r 2 J2. � á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2 ¨¬¥¥¬
y(s) = k(tk(s)) = h('(tk(s))) = h('(th(')(s))) = h(th(s� s0)) = x(s� s0).

�ãáâì x 2 Ip(�) ¨ c 2 (�1;+1). �®ª ¦¥¬, çâ® x( ) 2 Ip(�), £¤¥  (s) = s + c. � á¨«ã
¯à¥¤«®¦¥¨ï 3 hx0(s); x0(s)i = 1 ¨ sx(s) = s. �®«®¦¨¬ z(s) = x( (s)). � ª ª ª  | C1-¤¨ää¥®-
¬®àä¨§¬ ¨§ (�1;+1)   (�1;+1), â® z = x( ) 2 �. �á¯®«ì§ãï ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 2 ¨ sx(s) = s,
¯®«ãç ¥¬ sz(s) = sx( )(s) = sx( (s)) + s1 = (s+ c) + s1, £¤¥

s1 =
Z 0

 (0)

hx0(s); x0(s)i
1
2 ds:

�âáî¤  ¢¢¨¤ã hx0(s); x0(s)i = 1 ¯®«ãç ¥¬ s1 = � (0) = �c ¨ sz(s) = (s + c) � c = s. �®£¤  ¢
á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3 ¨¬¥¥¬ z 2 Ip(�).

� ª ª ª â¨¯ ªà¨¢®© ï¢«ï¥âáï ¥¥ M(n)-¨¢ à¨ â®¬, â® ªà¨¢ë¥ á à §«¨çë¬¨ â¨¯ ¬¨ ¥
¬®£ãâ ¡ëâì M(n)-íª¢¨¢ «¥âë¬¨. �®íâ®¬ã ¯à¨ ¨§ãç¥¨¨M(n)-íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ªà¨¢ëå � ¨ �
¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® L(�) = L(�).

�¥®à¥¬  1. �ãáâì G = M(n) ¨«¨ G = SM(n) ¨ �, � | à¥£ã«ïàë¥ ªà¨¢ë¥ ¨ x 2 Ip(�),
y 2 Ip(�). �®£¤ 

(i) ¢ á«ãç ¥ L(�) = L(�) 6= (�1;+1) �
G
� � â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  x

G
� y;

(ii) ¢ á«ãç ¥ L(�) = L(�) = (�1;+1) �
G
� � â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  x

G
� y( c) ¤«ï

¥ª®â®à®£® c 2 (�1;+1), £¤¥  c(s) = s+ c.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬ â¥®à¥¬ã ¤«ï á«ãç ï G =M(n).

(i). �ãáâì �
M(n)
� � ¨ h 2 �. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â F 2 M(n) â ª®¥, çâ® � = F�. �âáî¤  ¨¬¥¥¬

Fh 2 �. �á¯®«ì§ãï ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2 ¨ 4, ¨¬¥¥¬ x(s) = h(th(s)), y(s) = (Fh)(tFh(s)) ¨ Fx(s) =

F (h(th(s))) = (Fh)(th(s)) = (Fh)(tFh(s)) = y(s). � ª¨¬ ®¡à §®¬, x
M(n)
� y. �¡à â®, ¯ãáâì x

M(n)
� y,

â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥â F 2M(n) â ª®¥, çâ® Fx = y. �âáî¤  �
M(n)
� �.

(ii). �ãáâì �
M(n)
� �. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ J-¯ãâ¨ h 2 �, k 2 � ¨ F 2M(n) â ª¨¥, çâ® k(t) = Fh(t).

�¬¥¥¬ k(tk(s)) = k(tFh(s)) = k(th(s)) = (Fh)(th(s)). � á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 5 x(s) = k(tk(s+ s1)),
y(s) = h(th(s + s2)) ¤«ï ¥ª®â®àëå s1; s2 2 (�1;+1). �âáî¤  x(s � s1) = Fy(s � s2) ¨ x(s) =

Fy(s + s1 � s2). �«¥¤®¢ â¥«ì®, x
M(n)
� y( c), £¤¥  c(s) = s + c ¨ c = s1 � s2. �¡à â®, ¯ãáâì

x
M(n)
� y( c) ¤«ï ¥ª®â®à®£® c 2 (�1;+1), £¤¥  c = s + c. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â F 2 M(n) â ª®©,

çâ® y(s+ c) = Fx(s). � á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 5 ¨¬¥¥¬ y( c) 2 �. �âáî¤  �
M(n)
� �. �®ª § â¥«ìáâ¢®

â¥®à¥¬ë ¤«ï á«ãç ï G = SM(n)   «®£¨ç®.

�¥®à¥¬  1 á¢®¤¨â ¯à®¡«¥¬ã G-íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ªà¨¢ëå ª ¯à®¡«¥¬¥ G-íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯ãâ¥©
¢ á«ãç ¥ L(�) = L(�) 6= (�1;+1). �¤ ª® íâ®£® ¥«ì§ï áª § âì ¤«ï á«ãç ï L(�) = L(�) =
(�1;+1).

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 7. I-¯ãâ¨ x(t) ¨ y(t) ¢ Rn  §®¢¥¬ (G; (�1;+1))-íª¢¨¢ «¥âë¬¨, ¥á«¨ áã-
é¥áâ¢ãîâ F 2 G ¨ c 2 (�1;+1) â ª¨¥, çâ® y(t) = Fx(t+ c).

� á«ãç ¥ L(�) = L(�) = (�1;+1) â¥®à¥¬  1 á¢®¤¨â ¯à®¡«¥¬ã G-íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ªà¨¢ëå ª
¯à®¡«¥¬¥ (G; (�1;+1))-íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯ãâ¥©.
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2. �¨áâ¥¬  ®¡à §ãîé¨å ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ¯®«ï G-¨¢ à¨ âëå
¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå à æ¨® «ìëå äãªæ¨© ¯ãâ¨

�à¨¢¥¤¥¬ ¥ª®â®àë¥ ®¡®§ ç¥¨ï ¨ ä ªâë ¨§ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®©  «£¥¡àë (á¬. [22], [17]) ¢
ä®à¬¥, ã¤®¡®© ¤«ï ¨á¯®«ì§®¢ ¨ï ¢ ¤ «ì¥©è¥¬. �ãáâì R| ¯®«¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥«. � á-
á¬®âà¨¬ ª®«ìæ® R[x0; x1; : : : ; xn; : : : ; ] ¬®£®ç«¥®¢ ®â áç¥â®£® ç¨á«  ¥¨§¢¥áâëå x0; x1; :::; xn; :::,
á ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨. �®«®¦¨¬ x0 = x, x1 = x0; : : : ; xm+1 = (xm)0 = xm+1. �¯¥à -
æ¨î 0 : xm ! x0m  §®¢¥¬ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥¬ í«¥¬¥â  xm. �âã ®¯¥à æ¨î, ¨á¯®«ì§ãï ¯à ¢¨«®
�¥©¡¨æ , ¬®¦® ®¤®§ ç® à á¯à®áâà ¨âì   ª®«ìæ® R[x0; x1; : : : ; xn; : : : ]. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®-
«ãç¨¬ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìãî R- «£¥¡àã (d- «£¥¡àã), ª®â®àãî ®¡®§ ç¨¬ Rfxg. �«¥¬¥âë íâ®©
d- «£¥¡àë  §ë¢ îâáï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬¨ ¬®£®ç«¥ ¬¨ ®â x á ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¨§ R ¨ § -
¯¨áë¢ îâáï ¢ ¢¨¤¥ ffxg. �«¥¬¥â x  §ë¢ ¥âáï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ¯¥à¥¬¥®© (¥¨§¢¥áâ®©).

� «®£¨ç® ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥ ¬®£®ç«¥ë ffz1; : : : ; zng ¨ d- «£¥¡àë
Rfz1; : : : ; zng ®â ª®¥ç®£® ç¨á«  ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ¯¥à¥¬¥ëå z1; : : : ; zn.

�¥à¥§ C1(J) ®¡®§ ç¨¬ ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¡¥áª®¥ç® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ëå äãªæ¨©   ¨â¥à-
¢ «¥ J = (a; b). �ãáâì ffxg ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬ ¬®£®ç«¥®¬ ®â ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®©
¯¥à¥¬¥®© ¨ x(t) 2 C1(J). � ¢ëà ¦¥¨¨ ffxg § ¬¥¨¬ í«¥¬¥â x   x(t) ¨ í«¥¬¥â x(n) |
  dnx(t)

dtn
(n = 1; 2; 3; : : : ). �®«ãç¥ë¥ ¢ëà ¦¥¨ï ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ ffx(t)g. �ëà ¦¥¨¥ ffx(t)g

ï¢«ï¥âáï ¬®£®ç«¥®¬ ®â x(t) ¨ ª®¥ç®£® ç¨á«  ¯à®¨§¢®¤ëå ®â x(t). �«ï f1; f2 2 Rfxg ¨¬¥¥¬
f1 = f2 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  f1fx(t)g = f2fx(t)g ¤«ï ¢á¥å x(t) 2 C1(J).

�®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¢ëà ¦¥¨© ffx(t)g, £¤¥ f 2 Rfxg, ®¡®§ ç¨¬ Rfx(t)g, ®® ï¢«ï¥âáï R- «-
£¥¡à®© ®â®á¨â¥«ì® áâ ¤ àâëå ®¯¥à æ¨© á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï äãªæ¨©, ã¬®¦¥¨ï äãª-
æ¨©   ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®¥ ç¨á«®. Rfx(t)g ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìãî R- «£¥¡àã, ¥á«¨ ¢
ª ç¥áâ¢¥ ®¯¥à æ¨¨ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ¢®§ì¬¥¬ d

dt
. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ ffxg !

ffx(t)g ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå R- «£¥¡à Rfxg ¨ Rfx(t)g. � «®£¨ç®¥
¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨ ¤«ï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ¬®£®ç«¥®¢ ffz1; : : : ; zng ®â ¥áª®«ìª¨å ¯¥à¥¬¥ëå
z1; : : : ; zn. � ¬¥¨¬ ¢ ffz1; : : : ; zng í«¥¬¥â zi (i = 1; : : : ; n) í«¥¬¥â®¬ zi(t) 2 C1(J) ¨ í«¥¬¥â
z
(m)
i | äãªæ¨¥© dmzi(t)

dtm
(m = 1; 2; 3; : : : ). �®«ãç¥®¥ ¢ëà ¦¥¨¥ ®¡®§ ç¨¬ ffz1(t); : : : ; zn(t)g.

�¥à¥§ Rfz1(t); : : : ; zn(t)g ®¡®§ ç¨¬ ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ffz1(t); : : : ; zn(t)g, £¤¥ f 2 Rfz1; : : : ; zng.
Rfz1(t); : : : ; zn(t)g ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®©R- «£¥¡à®© ®â®á¨â¥«ì® áâ ¤ àâëå ®¯¥à æ¨©
 ¤ äãªæ¨ï¬¨ ¨ ®¯¥à æ¨¨ d

dt
. �¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥  «£¥¡àë Rfz1; : : : ; zng ¨ Rfz1(t); : : : ; zn(t)g

¨§®¬®àäë, ¯à¨ íâ®¬ ®¯¥à æ¨¨ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ¢ Rfz1; : : : ; zng á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ®¯¥à æ¨ï d

dt

¢ Rfz1(t); : : : ; zn(t)g.
�¥à¥å®¤ ®â ffz1; : : : ; zng ª ffz1(t); : : : ; zn(t)g  §®¢¥¬ ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥¬ ¤¨ä-

ä¥à¥æ¨ «ì®£® ¬®£®ç«¥  ffz1; : : : ; zng. �¡à âë© ¯¥à¥å®¤  §®¢¥¬  ¡áâà ªâë¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥-
¨¥¬ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ¬®£®ç«¥  ffz1(t); : : : ; zn(t)g. �¯®àï¤®ç¥ãî á¨áâ¥¬ã (x1; x2; : : : ; xn)
¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ¢¥ªâ®à®¢ ¤«ï ªà âª®áâ¨ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ x. �®«®¦¨¬ Rfx1; x2; : : : ; xng =
Rfxg. Rfxg ï¢«ï¥âáï ®¡« áâìî æ¥«®áâ®áâ¨. �¥ ¯®«¥ ®â®è¥¨© ®¡®§ ç¨¬ Rhxi. �¨ää¥à¥æ¨-
à®¢ ¨¥ ¢ Rfxg ®¤®§ ç® ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ïRhxi, ¨ Rhxi ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥-
à¥æ¨ «ìë¬ ¯®«¥¬ [22]. �«¥¬¥â ¨§ Rhxi  §ë¢ ¥âáï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© à æ¨® «ì®© äãª-
æ¨¥© ®â x ¨ ®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§ hhxi.

�ãáâì G | ¯®¤£àã¯¯  £àã¯¯ë M(n).

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 8. �¨ää¥à¥æ¨ «ì ï à æ¨® «ì ï äãªæ¨ï hhxi  §ë¢ ¥âáï G-¨¢ à¨-
 â®©, ¥á«¨ hhgxi = hhxi ¤«ï ¢á¥å g 2 G.

�®¦¥áâ¢® ¢á¥å G-¨¢ à¨ âëå ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå à æ¨® «ìëå äãªæ¨© ¯ãâ¨ x ®¡à -
§ã¥â ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥ ¯®¤¯®«¥ ¢ Rhxi. �¡®§ ç¨¬ ¥£® ç¥à¥§ RhxiG.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 9. �®¤¬®¦¥áâ¢® S ¢ RhxiG  §ë¢ ¥âáï á¨áâ¥¬®© ®¡à §ãîé¨å ¤¨ää¥à¥-
æ¨ «ì®£® ¯®«ï RhxiG, ¥á«¨  ¨¬¥ìè¥¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥ ¯®¤¯®«¥ ¢ RhxiG, á®¤¥à¦ é¥¥ S,
á®¢¯ ¤ ¥â á RhxiG.
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�¯à¥¤¥«¥¨¥ 10. �¨áâ¥¬  ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ¯®«¨®¬®¢ p1fxg; : : : ; pmfxg  §ë¢ ¥âáï ¤¨ä-
ä¥à¥æ¨ «ì®- «£¥¡à ¨ç¥áª¨ ¥§ ¢¨á¨¬®©, ¥á«¨ ¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¥ã«¥¢®£® ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£®
¯®«¨®¬  ffy1; : : : ; ymg â ª®£®, çâ®

ffp1fxg; : : : ; pmfxgg = 0 ¤«ï ¢á¥å x:

�¥®à¥¬  2. �ãáâì G =M(n). �®£¤  á¨áâ¥¬ 

hx(k)(t); x(k)(t)i; k = 1; 2; : : : ; n;

ï¢«ï¥âáï á¨áâ¥¬®© ®¡à §ãîé¨å ¢ RhxiG ¨ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®- «£¥¡à ¨ç¥áª¨ ¥§ ¢¨á¨¬ .

�®ª § â¥«ìáâ¢® á¬. ¢ ([17], á. 109{112).

�¥à¥§ (C1(J))n ®¡®§ ç¨¬ n-ªà â®¥ ¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  C1(J)   á¥¡ï.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ãáâì y1; y2; : : : ; yn | ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥ ¯¥à¥¬¥ë¥ ¨ f 2 Rfy1; y2; : : : ; yng.
�®£¤  ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ¬®£®ç«¥ ffy1(t); y2(t); : : : ; yn(t)g ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¨¬¨
§ ç¥¨ï¬¨   äãªæ¨ïå y1(t); y2(t); : : : ; yn(t) ¢¨¤ 

yi(t) = hx(i)(t); x(i)(t)i; (1)

£¤¥ x(t) ¯à®¡¥£ ¥â ¯à®áâà áâ¢® (C1(J))n.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ f1; f2 2 Rfy1; y2; : : : ; yng â ª¨¥, çâ® f1 6= f2
¨

f1fy1(t); y2(t); : : : ; yn(t)g = f2fy1(t); y2(t); : : : ; yn(t)g (2)

¤«ï ¢á¥å äãªæ¨© y1(t); y2(t); : : : ; yn(t) ¢¨¤  (1). �§ (2) ¯®«ãç ¥¬ à ¢¥áâ¢®

ffy1(t); y2(t); : : : ; yn(t)g = 0 (3)

¤«ï ¢á¥å äãªæ¨© y1(t); y2(t); : : : ; yn(t) ¢¨¤  (1), £¤¥ f = f1�f2 ï¢«ï¥âáï ¥ã«¥¢ë¬ ¤¨ää¥à¥æ¨-
 «ìë¬ ¬®£®ç«¥®¬ ¢¢¨¤ã f1 6= f2. � ¢¥áâ¢® (3) ®§ ç ¥â, çâ® ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥ ¬®£®ç«¥ë
hx(1)(t); x(1)(t)i; : : : ; hx(n)(t); x(n)(t)i ï¢«ïîâáï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®- «£¥¡à ¨ç¥áª¨ § ¢¨á¨¬ë¬¨. �®
íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â â¥®à¥¬¥ 2.

�¥à¥§ [a1a2 : : : an] ®¡®§ ç¨¬ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ a1; a2; : : : ; an ¢ Rn. �®£¤  [x0x(2) : : : x(n)]
¥áâì ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¯à®¨§¢®¤ëå ®â x.

�¥®à¥¬  3. �ãáâì G = SM(n). �®£¤ 

hx(k)(t); x(k)(t)i; [x0(t); : : : ; x(n)(t)]; k = 1; : : : ; n� 1;

ï¢«ï¥âáï á¨áâ¥¬®© ®¡à §ãîé¨å ¢ RhxiG ¨ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®- «£¥¡à ¨ç¥áª¨ ¥§ ¢¨á¨¬ .

�®ª § â¥«ìáâ¢® á¬. ¢ ([17], á. 111{112).

� ¬¥ç ¨¥ 3. �¥¦¤ã í«¥¬¥â ¬¨ á¨áâ¥¬ ¢ â¥®à¥¬ å 2 ¨ 3 ¨¬¥îâáï á®®â®è¥¨ï ¢ ¢¨¤¥
¥à ¢¥áâ¢. �¨ ¡ã¤ãâ  ©¤¥ë ¤ «ìè¥.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 6. �ãáâì 1 � i; j; i + j � 2n+ 1. �®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ¯®-

«¨®¬  hx(i); x(j)i áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ¯®«¨®¬ Pijfy1; : : : ; ykg â ª®©,
çâ®

hx(i); x(j)i = Pijfhx
0; x0i; : : : ; hx(k); x(k)ig;

£¤¥ k =
�
i+j
2

�
.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ Pij ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã q = i + j. �¢¨¤ã i�1,
j � 1 ¨¬¥¥¬ i + j � 2. � á«ãç ¥ i + j = 2 áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ®ç¥¢¨¤®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤¨ää¥-
à¥æ¨ «ìë© ¯®«¨®¬ Pij áãé¥áâ¢ã¥â ¤«ï ¢á¥å i, j â ª¨å, çâ® i + j < q. �ãáâì i � j ¨ q = 2b,
£¤¥ b æ¥«®¥. �®£¤  hx(i); x(j)i = hx(b�h); x(b+h)i ¤«ï ¥ª®â®à®£® h � 0. �á¯®«ì§ãï à ¢¥áâ¢®

hx(b�h); x(b+h)i = hx(b�h�1); x(b+h)i0 � hx(b�h�1); x(b+h+1)i;

¨¤ãªæ¨î ¯® q = i+ j ¨ ¨¤ãªæ¨î ¯® h, ¯®«ãç ¥¬, çâ® hx(i); x(j)i ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬
¯®«¨®¬®¬ ®â hx0; x0i; : : : ; hx(k); x(k)i, £¤¥ k � b.

�ãáâì q = 2b+ 1. �®£¤  hx(b); x(b)i0 = 2hx(b); x(b+1)i. �á¯®«ì§ãï à ¢¥áâ¢®

hx(b�h); x(b+h+1)i = hx(b�h�1); x(b+h+1)i0 � hx(b�h�1); x(b+h+2)i;

¨¤ãªæ¨î ¯® q = i+ j ¨ ¨¤ãªæ¨î ¯® h, ¯®«ãç ¥¬, çâ® hx(i); x(j)i ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬
¯®«¨®¬®¬ ®â hx0; x0i; : : : ; hx(k); x(k)i, £¤¥ k � b. �¤¨áâ¢¥®áâì ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ¯®«¨®¬ 
Pij á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 2.

�à¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥àë ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ¯®«¨®¬®¢ Pij . � ª ª ª Pij = Pji ¤«ï ¢á¥å i, j, ã¤®¢«¥-
â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬ 1 � i; j; i+ j � 2n+1, â® ¤®áâ â®ç® à áá¬ âà¨¢ âì á«ãç © i � j. �à®áâë¥
¢ëç¨á«¥¨ï ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® P11fy1g = y1, P12fy1g = 0;5y(1)1 , P22fy1; y2g = y2, P23fy1; y2g = 0;5y(1)2 ,
P13fy1; y2g = 0;5y(2)1 � y2.

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �ãáâì § ª 0 ®§ ç ¥â ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ ¢ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®©  «£¥¡à¥
Rfy1; : : : ; yng. �®£¤ 

(Pijfy1; : : : ; yng)
0 = Pi+1jfy1; : : : ; yng+ Pij+1fy1; : : : ; yng (4)

¤«ï ¢á¥å i, j, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬ 1 � i; j; i + j � 2n.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ¬®£®ç«¥®¢ Pijfy1; : : : ; yng ¨¬¥¥¬
à ¢¥áâ¢®

hx(i)(t); x(j)(t)i = Pijfy1(t); : : : ; yn(t)g;

£¤¥ yk(t) = hx(k)(t); x(k)(t)i, k = 1; : : : ; n, 1 � i; j; i + j � 2n + 1. �¨ää¥à¥æ¨àãï íâ® à ¢¥áâ¢®,
¯®«ãç ¥¬

d

dt
hx(i)(t); x(j)(t)i =

d

dt
Pijfy1(t); : : : ; yn(t)g:

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® 1 � i; j; i + j � 2n. � ª ª ª

d

dt
hx(i)(t); x(j)(t)i = hx(i+1)(t); x(j)(t)i+ hx(i)(t); x(j+1)(t)i;

¨¬¥¥¬

d

dt
Pijfy1(t); : : : ; yn(t)g = Pi+1jfy1(t); : : : ; yn(t)g+ Pij+1fy1(t); : : : ; yn(t)g: (5)

�â® à ¢¥áâ¢® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï ¢á¥å y1(t); : : : ; yn(t) ¢¨¤  (1). �á¯®«ì§ãï á«¥¤áâ¢¨¥ 1, ¯®«ãç ¥¬,
çâ® à ¢¥áâ¢® (5) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï ¢á¥å y1(t); : : : ; yn(t) 2 C1(J). �¥à¥å®¤ï ®â ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®£®
¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ¬®£®ç«¥®¢ ¢ à ¢¥áâ¢¥ (5) ª ¨å  ¡áâà ªâë¬ ¤¨ää¥à¥-
æ¨ «ìë¬ ¯®«¨®¬ ¬, ¯®«ãç ¥¬ à ¢¥áâ¢® (4).

�«¥¤áâ¢¨¥ 3. �ãáâì x(t) ¨ y(t) | I-¯ãâ¨ ¢ Rn â ª¨¥, çâ®

hx(i)(t); x(i)(t)i = hy(i)(t); y(i)(t)i (6)

¤«ï ¢á¥å t 2 I ¨ i = 1; 2; : : : ; n. �®£¤ 

hx(l)(t); x(m)(t)i = hy(l)(t); y(m)(t)i

¤«ï ¢á¥å l;m = 1; 2; : : : ; n, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î l +m � 2n+ 1.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì l, m â ª¨¥, çâ® l + m � 2n + 1. �®£¤  ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6 ¨
ãá«®¢¨ï (6) ¨¬¥¥¬

hx(l); x(m)i = Plmfhx
0; x0i; : : : ; hx(k); x(k)ig = Plmfhy

0; y0i; : : : ; hy(k); y(k)ig = hy(l); y(m)i: �

3. �á«®¢¨ï G-íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯ãâ¥© ¨ ªà¨¢ëå

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 11. I-¯ãâì x(t) ¢ Rn  §®¢¥¬ ¥¢ëà®¦¤¥ë¬, ¥á«¨ [x0(t) : : : x(n)(t)] 6= 0 ¤«ï
¢á¥å t 2 I. �à¨¢ãî �  §®¢¥¬ ¥¢ëà®¦¤¥®©, ¥á«¨ ®  á®¤¥à¦¨â ¥¢ëà®¦¤¥ë© ¯ãâì.

�¥¬¬  1 ([17], á. 72). �«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ y1; : : : ; yn; z1; : : : ; zn ¢ Rn ¢¥à® à ¢¥áâ¢®

[y1 : : : yn][z1 : : : zn] = det khyi; zjik:

�¥®à¥¬  4. �ãáâì x(t) ¨ y(t) | ¥¢ëà®¦¤¥ë¥ I-¯ãâ¨ ¢ Rn ¨ ¢ë¯®«¥ë à ¢¥áâ¢  (6)

¤«ï ¢á¥å t 2 I ¨ i = 1; : : : ; n. �®£¤  x
M(n)
� y.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¨¬¥ïï «¥¬¬ã 1 ª ¢¥ªâ®à ¬ yi = x(i)(t), zj = x(j)(t), i; j = 1; : : : ; n,
¯®«ãç ¥¬

[x0(t) : : : x(n)(t)]2 = det khx(i)(t); x(j)(t)ik: (7)

�®¢  ¯à¨¬¥ïï «¥¬¬ã 1 ª ¢¥ªâ®à ¬ x0; : : : ; x(i�1); x(n+1); x(i+1); : : : ; x(n); x0; : : : ; x(n), ¯®«ãç ¥¬

[x0 : : : x(i�1)x(n+1)x(i+1) : : : x(n)][x0 : : : x(n)] = det khx(k); x(l)ik; (8)

£¤¥ k = 1; : : : ; i� 1; n+ 1; i+ 1; : : : ; n; l = 1; 2; : : : ; n. �§ (6){(8) ¨ à ¢¥áâ¢ 

[x0 : : : x(i�1)x(n+1)x(i+1) : : : x(n)]
[x0 : : : x(n)]

=
[x0 : : : x(i�1)x(n+1)x(i+1) : : : x(n)][x0 : : : x(n)]

[x0 : : : x(n)]2

¯®«ãç ¥¬

[x0 : : : x(i�1)x(n+1)x(i+1) : : : x(n)]
[x0 : : : x(n)]

=
[y0 : : : y(i�1)y(n+1)y(i+1) : : : y(n)]

[y0 : : : y(n)]
(9)

¤«ï ¢á¥å i = 1; : : : ; n. �ãáâì Ax(t) = kx0 : : : x(n)k. � á¨«ã ¥¢ëà®¦¤¥®áâ¨ ¯ãâ¨ x(t) detAx(t) =
[x0 : : : x(n)] 6= 0. �®íâ®¬ã áãé¥áâ¢ã¥â ®¡à â ï ¬ âà¨æ  A�1x (t) ¤«ï ¢á¥å t 2 I.

� áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥A�1x (t)A0x(t) = kcxij(t)k, £¤¥ A
0

x |¯à®¨§¢®¤ ï ¬ âà¨æë Ax(t). �¥£ª®
¢¨¤¥âì, çâ®

(i) cxj+1j(t) = 1 ¤«ï ¢á¥å t 2 I ¨ 1 � j � n� 1;
(ii) cxij(t) = 0 ¤«ï ¢á¥å t 2 I ¨ j 6= n, i 6= j + 1, 1 � i � n;

(iii) cxin(t) =
[x0(t):::x(i�1)(t)x(n+1)(t)x(i+1)(t):::x(n)(t)]

[x0(t):::x(n)(t)]
¤«ï ¢á¥å t 2 I ¨ 1 � i � n.

�§ à ¢¥áâ¢  (9) ¯®«ãç ¥¬ cxij(t) = c
y
ij(t) ¤«ï ¢á¥å t 2 I ¨ i; j = 1; : : : ; n. �®íâ®¬ã A�1x (t)A0x(t) =

A�1y (t)A0y(t). �®£¤  ¨¬¥¥¬ (AyA�1x )0 = A0yA
�1
x +Ay(A�1x )0 = A0yA

�1
x +Ay(�A�1x A0xA

�1
x ) = Ay(A�1y A0y�

A�1x A0x)A
�1
x = 0.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, Ay(t)A�1x (t) ¥ § ¢¨á¨â ®â t. �®«®¦¨¬ g = Ay(t)A�1x (t). �§ ¥¢ëà®¦¤¥®áâ¨
¯ãâ¥© x(t) ¨ y(t) ¨¬¥¥¬ detAx(t) 6= 0 ¨ detAy(t) 6= 0 ¤«ï ¢á¥å t 2 I. �âáî¤  ¯®«ãç ¥¬ det g 6= 0 ¨
Ay(t) = gAx(t). �§ íâ®£® ¬ âà¨ç®£® à ¢¥áâ¢ , ¢ ç áâ®áâ¨, ¯®«ãç ¥¬ y0(t) = gx0(t).

�®ª ¦¥¬, çâ® g 2 O(n). �ãáâì §¤¥áì ¨ ¤ «¥¥ § ª ? ®§ ç ¥â ®¯¥à æ¨î âà á¯®¨à®¢ ¨ï.
�¬¥¥¬ A?x(t)Ax(t) = khx(i)(t); x(j)(t)ik = khy(i)(t); y(j)(t)ik = A?y(t)Ay(t). �§ íâ®£® à ¢¥áâ¢  ¨
à ¢¥áâ¢  Ay(t) = gAx(t) ¯®«ãç ¥¬ g?g = e, £¤¥ e | ¥¤¨¨ç ï ¬ âà¨æ . � ª¨¬ ®¡à §®¬, g 2
O(n). �§ y0(t) = gx0(t) ¨¬¥¥¬ y(t) = gx(t) + b ¤«ï ¥ª®â®à®£® b 2 Rn.

�«¥¤áâ¢¨¥ 4. �ãáâì �, � | ¥¢ëà®¦¤¥ë¥ ªà¨¢ë¥ ¢ Rn ¨ x 2 Ip(�); y 2 Ip(�). �®£¤ 
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(i) ¢ á«ãç ¥ L(�) = L(�) 6= (�1;+1), �
M(n)
� � â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

hx(i)(s); x(i)(s)i = hy(i)(s); y(i)(s)i (10)

¤«ï ¢á¥å s 2 L(�) ¨ i = 2; : : : ; n;

(ii) ¢ á«ãç ¥ L(�) = L(�) = (�1;+1), �
M(n)
� � â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

hx(i)(s); x(i)(s)i = hy(i)(s+ s1); y
(i)(s+ s1)i

¤«ï ¥ª®â®à®£® s1 2 (�1;+1), ¢á¥å s 2 L(�) ¨ i = 2; : : : ; n.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. (i). �ãáâì �
M(n)
� �. �®£¤  ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 1 x

M(n)
� y ¨ ¢ë¯®«¥¨¥

à ¢¥áâ¢ (10) ®ç¥¢¨¤®. �¡à â®, ¯ãáâì à ¢¥áâ¢  (10) ¢ë¯®«¥ë. �§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3 ¨¬¥¥¬
hx0(s); x0(s)i = hy0(s); y0(s)i = 1 ¤«ï s 2 L(�). �âáî¤  ¯®«ãç ¥¬, çâ® à ¢¥áâ¢  (10) ¢ë¯®«¥ë

¤«ï ¢á¥å i = 1; : : : ; n. �®£¤  ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 4 x
M(n)
� y. �á¯®«ì§ãï â¥®à¥¬ã 1, ¨¬¥¥¬ �

M(n)
� �.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï (ii) ¯®«ãç ¥âáï   «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï (ii)
â¥®à¥¬ë 1.

� ¬¥ç ¨¥ 4. � á¨«ã ãâ¢¥à¦¤¥¨ï (i) á«¥¤áâ¢¨ï 4 äãªæ¨¨ hx(2)(s); x(2)(s)i; :::; hx(n)(s); x(n)(s)i
ï¢«ïîâáï M(n)-¨¢ à¨ â ¬¨ ªà¨¢®© � ¢ á«ãç ¥ L(�) 6= (�1;+1). �¤ ª® ®¨ â ª®¢ë¬¨ ¥
ï¢«ïîâáï ¢ á«ãç ¥ L(�) = (�1;+1) ¨ § ¢¨áïâ ®â ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨¨ ªà¨¢®©.

�¥®à¥¬  5. �ãáâì �, � | ¥¢ëà®¦¤¥ë¥ ªà¨¢ë¥ ¢ Rn ¨ x 2 Ip(�); y 2 Ip(�). �®£¤ 

(i) ¢ á«ãç ¥ L(�) = L(�) 6= (�1;+1) �
SM(n)
� � â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

[x0(s) : : : x(n)(s)] = [y0(s) : : : y(n)(s)]; (11)

hx(i)(s); x(i)(s)i = hy(i)(s); y(i)(s)i (12)

¤«ï ¢á¥å s 2 L(�) ¨ i = 2; : : : ; n� 1;

(ii) ¢ á«ãç ¥ L(�) = L(�) = (�1;+1) �
SM(n)
� � â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â

s1 2 (�1;+1) â ª®¥, çâ®

[x0(s) : : : x(n)(s)] = [y0(s+ s1) : : : y(n)(s+ s1)];

hx(i)(s); x(i)(s)i = hy(i)(s+ s1); y(i)(s+ s1)i

¤«ï ¢á¥å s 2 L(�) ¨ i = 2; : : : ; n� 1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. (i). �ãáâì �
SM(n)
� �. �®£¤  «¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® à ¢¥áâ¢  (11) ¨ (12) ¢ë¯®«-

¥ë. �¡à â®, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® à ¢¥áâ¢  (11) ¨ (12) ¨¬¥îâ ¬¥áâ®. �§ «¥¬¬ë 1 ¨¬¥¥¬

[x0(s) : : : x(n)(s)]2 = det khx(i)(s); x(j)(s)iki;j=1;:::;n:

�¡®§ ç¨¬  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¤®¯®«¥¨¥ í«¥¬¥â  hx(i); x(j)i ¢ ¬ âà¨æ¥ khx(i); x(j)iki;j=1;:::;n ç¥à¥§
Aij(x). �®£¤  ¨¬¥¥¬

[x0 : : : x(n)]2 = hx(n); x0iAn1(x) + � � �+ hx(n); x(n)iAnn(x): (13)

� ª ª ª � | ¥¢ëà®¦¤¥ ï ªà¨¢ ï, â® ¢¥ªâ®àë x0(s); : : : ; x(n)(s) «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë ¤«ï
«î¡®£® s 2 L(�). � ç áâ®áâ¨, ¢¥ªâ®àë x0(s); : : : ; x(n�1)(s) «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë ¤«ï «î¡®£® s 2
L(�). �âáî¤  ¨¬¥¥¬

Ann(x) = det khx(i)(s); x(j)(s)iki;j=1;:::;n�1 6= 0

¤«ï ¢á¥å s 2 L(�). �§ à ¢¥áâ¢  (13) ¯®«ãç ¥¬

hx(n); x(n)i =
[x0 : : : ; x(n)]2 � hx(n); x0iAn1(x)� � � � � hx(n); x(n�1)iAnn�1(x)

Ann(x)
: (14)
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� «®£¨ç®, ¯®«ãç ¥¬ ¤«ï ¯ãâ¨ y

hy(n); y(n)i =
[y0 : : : y(n)]2 � hy(n); y0iAn1(y)� � � � � hy(n); y(n�1)iAnn�1(y)

Ann(y)
; (15)

Anj(x) ï¢«ï¥âáï ¯®«¨®¬®¬ ®â hx(i)(s); x(j)(s)i, £¤¥ i+j < 2n. �á¯®«ì§ãï ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6, ¯®«ãç -
¥¬, çâ® Anj(x) ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬ ¯®«¨®¬®¬ ®â hx0(s); x0(s)i; :::; hx(n�1)(s); x(n�1)(s)i.
� «®£¨ç®, Anj(y) ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬ ¯®«¨®¬®¬ ®â

hy0(s); y0(s)i; : : : ; hy(n�1)(s); y(n�1)(s)i:

� á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3 hx0(s); x0(s)i = hy0(s); y0(s)i = 1 ¤«ï ¢á¥å s 2 L(�). �âáî¤  ¨ ¨§ à ¢¥áâ¢
(12) ¯®«ãç ¥¬ Anj(x) = Anj(y) ¤«ï ¢á¥å j = 1; : : : ; n. �á¯®«ì§ãï íâ® à ¢¥áâ¢® ¨ à ¢¥áâ¢ 
(12){(15), ¯®«ãç ¥¬ hx(n)(s); x(n)(s)i = hy(n)(s); y(n)(s)i. �§ ¯®á«¥¤¥£® ¨ (12) ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 4
á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ F 2 M(n) â ª®£®, çâ® y(s) = Fx(s) = gx(s) + b. �§ [x0(s) : : : x(n)(s)] =
[y0(s) : : : y(n)(s)] á«¥¤ã¥â

[x0(s) : : : x(n)(s)] = [(Fx(s))0 : : : (Fx(s))(n)] = [gx0(s) : : : gx(n)(s)] = det g[x0(s) : : : ; x(n)(s)]:

�¢¨¤ã [x0(s) : : : x(n)(s)] 6= 0 ¤«ï ¢á¥å s 2 L(�) ¯®«ãç ¥¬ det g = 1, â. ¥. F 2 SM(n). �â® ¤®ª -
§ë¢ ¥â ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ (i) â¥®à¥¬ë. �â¢¥à¦¤¥¨¥ (ii) â¥®à¥¬ë   «®£¨ç® á«¥¤ã¥â ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï
(ii) â¥®à¥¬ë 1.

�ãáâì � | ªà¨¢ ï ¨ x 2 Ip(�).

� ¬¥ç ¨¥ 5. �¨áâ¥¬  hx(2)(s); x(2)(s)i; : : : ; hx(n�1)(s); x(n�1)(s)i; [x0(s) : : : ; x(n)(s)] ¨ á¨áâ¥¬ 
ªà¨¢¨§ k1(s); : : : ; kn�1(s) (á¬. [2], á. 140{149) ¢ëà ¦ îâáï ¤àã£ ç¥à¥§ ¤àã£ . � á¨«ã â¥®à¥¬ë 5 íâ¨
á¨áâ¥¬ë ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ï¢«ïîâáï SM(n)-¨¢ à¨ â ¬¨ ªà¨¢®© � ¢ á«ãç ¥ L(�) 6= (�1;+1).
�¤ ª® íâ® ¥ â ª ¢ á«ãç ¥ L(�) = (�1;+1).

� ¬¥ç ¨¥ 6. �§¢¥áâ  â¥®à¥¬  �.�.�®à¨á®¢  (á¬. [23], á. 17) ® â®¬, çâ® ªà¨¢¨§  kn�1
ï¢«ï¥âáï ¨¢ à¨ â®¬ ®â®á¨â¥«ì® § ¬¥ë ¯ à ¬¥âà  ¤«¨ë ¤ã£¨ ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥
En â®«ìª® ¯à¨ n, áà ¢¨¬ë¬ á 0 ¨«¨ 3 (mod 4).

� á¨«ã â¥®à¥¬ë 1 ¯à®¡«¥¬ G-íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ (G = SM(n)) ªà¨¢ëå â¨¯®¢ L(�) 6= (�1;+1)
á¢¥¤¥  ª ¯à®¡«¥¬¥ G-íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯ãâ¥©. � á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¢ â¥®à¥¬ å G-íª¢¨¢ «¥â®áâ¨
ªà¨¢ëå â¨¯  â¥®à¥¬ë 5 ¢ ¦  â®«ìª® G-¨¢ à¨ â®áâì äãªæ¨© ki, ¨¢ à¨ â®áâì ¨«¨ ¥¨-
¢ à¨ â®áâì ¨å ®â®á¨â¥«ì® § ¬¥ë ¯ à ¬¥âà  ¥ áãé¥áâ¢¥ . G-¨¢ à¨ â®áâì äãªæ¨©
ki á«¥¤ã¥â ¨§ ¨å ï¢®£® ¢¨¤  (á¬. [2], á. 147{149).

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 12. �¨áâ¥¬ã hx0; x0i; : : : ; hx(n); x(n)i  §®¢¥¬ ¯®«®© á¨áâ¥¬®© M(n)-¨¢ à¨ -
â®¢ ¯ãâ¨; á¨áâ¥¬ã L(�), hx(2); x(2)i; : : : ; hx(n); x(n)i, £¤¥ x 2 Ip(�), | ¯®«®© á¨áâ¥¬®© M(n)-¨¢ -
à¨ â®¢ ªà¨¢®©; á¨áâ¥¬ã hx0; x0i; : : : ; hx(n�1); x(n�1)i, [x0 : : : ; x(n)] | ¯®«®© á¨áâ¥¬®© SM(n)-¨¢ -
à¨ â®¢ ¯ãâ¨; á¨áâ¥¬ã L(�), hx(2); x(2)i; : : : ; hx(n�1); x(n�1)i, [x0 : : : ; x(n)], £¤¥ x 2 Ip(�), | ¯®«®©
á¨áâ¥¬®© SM(n)-¨¢ à¨ â®¢ ªà¨¢®©.

4. �®®â®è¥¨ï ¬¥¦¤ã í«¥¬¥â ¬¨ ¯®«®© á¨áâ¥¬ë ¨¢ à¨ â®¢ ¯ãâ¨
¨ ªà¨¢®©

�«ï ¥¢ëà®¦¤¥®£® ¯ãâ¨ x(t) ¬ âà¨æ  A?x(t)Ax(t) ï¢«ï¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì®-®¯à¥¤¥«¥®©.
�â® ¤ ¥â ¥ª®â®àãî á¨áâ¥¬ã á®®â®è¥¨© (¥à ¢¥áâ¢) ¬¥¦¤ã hx0(t); x0(t)i; : : : ; hx(n)(t); x(n)(t)i
¨ ¨å ¯à®¨§¢®¤ë¬¨. � «ìè¥ ¤®ª ¦¥¬, çâ® ¯à®¨§¢®«ì®¥ á®®â®è¥¨¥ ¬¥¦¤ã hx0(t); x0(t)i; : : : ;
hx(n)(t); x(n)(t)i ¨ ¨å ¯à®¨§¢®¤ë¬¨ ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ íâ¨å á®®â®è¥¨©. �ãáâì f1(t); : : : ; fn(t)
| ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¡¥áª®¥ç® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë¥ äãªæ¨¨   I = (a; b). �«ï ã¤®¡áâ¢  ¨¤¥ªáë
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íâ¨å äãªæ¨© § ¯¨è¥¬ ¢ ¢¨¤¥ fi(t) = fii(t). �ãáâì Pijfz1; : : : ; zkg| ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ¯®«¨®¬
¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6. � ¯®¬®éìî äãªæ¨© fii(t), i = 1; : : : ; n, ®¯à¥¤¥«¨¬ äãªæ¨¨

fij(t) = Pijff11(t); : : : ; fkk(t)g; 1 � i; j � n; k =
�
i+j
2

�
: (16)

�à¥¤«®¦¥¨¥ 7. �«ï «î¡ëå 1 � i; j � n� 1 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

f 0ij(t) = fi+1j(t) + fij+1(t):

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®« £ ï ¢ á«¥¤áâ¢¨¨ 2 y1 = f11(t); : : : ; yn = fnn(t) ¯®«ãç ¥¬ ã¦®¥ à -
¢¥áâ¢®.

�¥®à¥¬  6. �ãáâì f11(t); : : : ; fnn(t) | ¡¥áª®¥ç® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë¥ äãªæ¨¨   I â ª¨¥,

çâ®

(i) det kfij(t)k 6= 0 ¤«ï ¢á¥å t 2 I, £¤¥ fij(t) ®¯à¥¤¥«¥ë ä®à¬ã«®© (16);
(ii) ¬ âà¨æ  kfij(t)k ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥  ¤«ï ¥ª®â®à®£® t0 2 I.

�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¢ëà®¦¤¥ë© ¯ãâì x(t) ¢ Rn â ª®©, çâ® hx(i)(t); x(i)(t)i = fii(t) ¤«ï ¢á¥å

t 2 I ¨ i = 1; : : : ; n.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¯à¥¤¥«¨¬ n � n-¬ âà¨çãî äãªæ¨î Q(t) = kfij(t)k, £¤¥ kfij(t)k ®¯à¥-
¤¥«¥ë ä®à¬ã«®© (16). �§ á¢®©áâ¢  Pij = Pji ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ¯®«¨®¬®¢ Pij ¯®«ãç ¥¬
Q?(t) = Q(t).

�¥¬¬  2. �ãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ à¥è¥¨¥ B(t) = kbij(t)k ¬ âà¨ç®£® ãà ¢¥¨ï

Q0(t) = B?(t)Q(t) +Q(t)B(t); (17)

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨ï¬

(1) bj+1j(t) = 1 ¤«ï ¢á¥å t 2 I ¨ 1 � j � n� 1;
(2) bij(t) = 0 ¤«ï ¢á¥å t 2 I ¨ j 6= n; i 6= j + 1, 1 � i � n:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨«ã ¯à¥¤¯®«®¦¥¨© (1) ¨ (2) ¥¨§¢¥áâë¬¨ ï¢«ïîâáï â®«ìª® í«¥-
¬¥âë b1n(t); : : : ; bnn(t) ¬ âà¨æë B(t). �§ (17) ¨ Q?(t) = Q(t), ¨á¯®«ì§ãï ãá«®¢¨ï (1) ¨ (2),
¯®«ãç ¥¬

f 0ij(t) = fi+1j(t) + fij+1(t)

¤«ï 1 � i; j � n� 1 ¨

f 0ni(t) = f 0in(t) = fi+1n(t) +
nX
k=1

fik(t)bkn(t)

¤«ï 1 � i � n� 1,

f 0nn(t) =
nX
k=1

bkn(t)fkn(t) +
nX
k=1

fnk(t)bkn(t) = 2
nX
k=1

fnk(t)bkn(t):

�âáî¤  ¤«ï í«¥¬¥â®¢ b1n(t); : : : ; bnn(t) ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîéãî á¨áâ¥¬ã n «¨¥©ëå ãà ¢¥¨© á
n ¥¨§¢¥áâë¬¨:

nX
k=1

fik(t)bkn(t) = f 0ni(t)� fi+1n(t); 1 � i � n� 1;

nX
k=1

fnk(t)bkn(t) = 0;5f 0nn(t):

(18)

�¯à¥¤¥«¨â¥«ì íâ®© á¨áâ¥¬ë detQ(t) = det kfij(t)k, ¨ ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î (i) â¥®à¥¬ë ®â-
«¨ç¥ ®â ã«ï ¤«ï ¢á¥å t 2 I. �«¥¤®¢ â¥«ì®, á¨áâ¥¬  (18) ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ à¥è¥¨¥
(b1n(t); : : : ; bnn(t)).
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�¥¬¬  3. �ãáâì B(t) ¥áâì à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï (17). �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®¥ç® ¤¨ää¥-

à¥æ¨àã¥¬ ï n� n-¬ âà¨ç ï äãªæ¨ï A(t)   I â ª ï, çâ®

(�1) A(t) = ka(t)a0(t) : : : ; a(n�1)(t)k ¤«ï ¥ª®â®à®£® I-¯ãâ¨ a(t) ¢ Rn;

(�2) detA(t) 6= 0 ¤«ï ¢á¥å t 2 I;
(�3) A0(t) = A(t)B(t) ¤«ï ¢á¥å t 2 I;
(�4) A?(t)A(t) = Q(t) ¤«ï ¢á¥å t 2 I.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨© (1) ¨ (2) «¥¬¬ë 2 ¨ ¨§ â¥®à¨¨ «¨¥©ëå ¤¨ää¥à¥-
æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨© ¯®«ãç ¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï (�3) â ª®£®, çâ® detA(t) 6= 0
¤«ï ¢á¥å t 2 I. �§ á¢®©áâ¢ (1) ¨ (2) ¬ âà¨æë B(t) á«¥¤ã¥â, çâ® ¬ âà¨æ  A(t) ¨¬¥¥â ¢¨¤
A(t) = ka(t)a0(t) : : : ; a(n�1)(t)k ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¯ãâ¨ a(t) ¢ Rn. �¬¥¥¬ det(A?(t)A(t)) 6= 0 ¤«ï
¢á¥å t 2 I. �ãáâì t0 2 I â ª®¥, çâ® detQ(t0) 6= 0 ¨ ¬ âà¨æ  Q(t0) ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥ . �§
detQ(t0) 6= 0 ¨ ¯®«®¦¨â¥«ì®© ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨ Q(t0), det(A?(t)A(t)) 6= 0 ¨ Q?(t) = Q(t) ¤«ï ¢á¥å
t 2 I, á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¥¢ëà®¦¤¥®© n� n-¬ âà¨æë g 2 GL(n;R) â ª®©, çâ®

(g?)�1(A?(t0))�1Q(t0)A�1(t0)g�1 = E;

£¤¥ E | ¥¤¨¨ç ï ¬ âà¨æ . �âáî¤  ¨¬¥¥¬ A?(t0)g?gA(t0) = Q(t0). � âà¨ç ï äãªæ¨ï gA(t)
â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï à¥è¥¨¥¬ ãà ¢¥¨ï (�3). � âà¨ç ï äãªæ¨ï H(t) = A?(t)g?gA(t) ã¤®¢«¥â¢®-
àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬: H?(t) = H(t), H 0(t) = B?(t)H(t) +H(t)B(t) ¤«ï ¢á¥å t 2 I. �¤ ª®
íâ¨ ãá«®¢¨ï ¢ë¯®«¥ë ¨ ¤«ï äãªæ¨¨ Q(t). �âáî¤  ¨ ¨§ à ¢¥áâ¢  H(t0) = Q(t0), ¨á¯®«ì-
§ãï â¥®à¥¬ã áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ à¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå
ãà ¢¥¨©, ¯®«ãç ¥¬ à ¢¥áâ¢® H(t) = Q(t) ¤«ï ¢á¥å t 2 I.

�à®¤®«¦¨¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë. � á¨«ã «¥¬¬ë 3 áãé¥áâ¢ã¥â ¬ âà¨æ 

A(t) = ka(t) : : : a(n�1)(t)k

â ª ï, çâ® A0(t) = A(t)B(t), A?(t)A(t) = Q(t). �á¯®«ì§ãï A?(t)A(t) = kha(i)(t); a(j)(t)ik, ¯®«ã-

ç ¥¬ ha(i)(t); a(j)(t)i = fi+1j+1(t) ¤«ï ¢á¥å i; j = 0; : : : ; n � 1. �®«®¦¨¬ x(t) =
tR
t0

a(t)dt. �®£¤ 

hx(i)(t); x(i)(t)i = fii(t), i = 1; : : : ; n. � ª ª ª [x0(t) : : : ; x(n)(t)]2 = detA?(t)A(t) = detQ(t) 6= 0 ¤«ï
¢á¥å t 2 I, â® ¯ãâì x(t) ï¢«ï¥âáï ¥¢ëà®¦¤¥ë¬.

� ¬¥ç ¨¥ 7. �â¬¥â¨¬, çâ® ãá«®¢¨¥ (ii) â¥®à¥¬ë 6 ®â®á¨âáï â®«ìª® ª ®¤®© â®çª¥. � á¨«ã
à ¢¥áâ¢ 

hx(i)(t); x(i)(t)i = fii(t)

¨§ â¥®à¥¬ë 6 á«¥¤ã¥â ¯®«®¦¨â¥«ì®áâì äãªæ¨© fii(t) ¤«ï ¢á¥å t 2 I ¨ ¢á¥å i = 1; 2; : : : ; n. �â®
á¢®©áâ¢® ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ ãá«®¢¨© (i) ¨ (ii) â¥®à¥¬ë 6, ¢¬¥áâ¥ ¢§ïâëå.

�ãáâì I ¥áâì ®¤¨ ¨§ ¨â¥à¢ «®¢ (0; l), 0 < l � +1, (�1; 0), (�1;+1).

�«¥¤áâ¢¨¥ 5. �ãáâì f11(s); : : : ; fnn(s) | ¡¥áª®¥ç® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë¥ äãªæ¨¨   I â -
ª¨¥, çâ®

(i) f11(s) = 1 ¤«ï ¢á¥å s 2 I;
(ii) det kfij(s)k 6= 0 ¤«ï ¢á¥å s 2 I, £¤¥ äãªæ¨ï fij(s) ®¯à¥¤¥«¥  ä®à¬ã«®© (16);
(iii) ¬ âà¨æ  kfij(s0)k ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥  ¤«ï ¥ª®â®à®£® s0 2 I.

�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¢ëà®¦¤¥ ï ªà¨¢ ï � â¨¯  L(�) = I â ª ï, çâ® hx(i)(s); x(i)(s)i = fii(s)
¤«ï ¥ª®â®à®£® x 2 Ip(�) ¨ ¤«ï ¢á¥å s 2 I, i = 2; : : : ; n.

�â® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¥áâì ç áâë© á«ãç © â¥®à¥¬ë 6.
�ãáâì I | ¯à®¨§¢®«ìë© ¨â¥à¢ « ¢ R.

�¥®à¥¬  7. �ãáâì f11(t); : : : ; fn�1n�1(t) ¨ d(t) ï¢«ïîâáï ¡¥áª®¥ç® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë¬¨

äãªæ¨ï¬¨   I â ª¨¬¨, çâ®
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(1) det kfij(t)k 6= 0 ¤«ï ¢á¥å t 2 I, £¤¥ äãªæ¨ï fij(t) ®¯à¥¤¥«¥  ä®à¬ã«®© (16);
(2) ¬ âà¨æ  kfij(t)ki;j=1;:::;n�1 ï¢«ï¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì®-®¯à¥¤¥«¥®© ¤«ï ¢á¥å t 2 I;
(3) d(t) 6= 0 ¤«ï ¢á¥å t 2 I.

�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¢ëà®¦¤¥ë© ¯ãâì x(t) ¢ Rn â ª®©, çâ®

hx(i)(t); x(i)(t)i = fii(t); [x0(t) : : : x(n)(t)] = d(t)

¤«ï ¢á¥å t 2 I ¨ i = 1; : : : ; n� 1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ¬ âà¨æã Fn = kfij(t)ki;j=1;:::;n, £¤¥ äãªæ¨¨ fij(t), i+ j < 2n,
®¯à¥¤¥«¥ë á®£« á® ¯à¥¤«®¦¥¨î 6 á ¯®¬®éìî äãªæ¨© f11; : : : ; fn�1n�1 ä®à¬ã«®© (16). �ãª-
æ¨î fnn ®¯à¥¤¥«¨¬ ¨¦¥. �ãáâì Ani |  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¤®¯®«¥¨¥ í«¥¬¥â  fni ¢ ¬ âà¨æ¥ Fn.
�® ¢ëç¨á«ï¥âáï á ¯®¬®éìî í«¥¬¥â®¢ fpq â ª¨å, çâ® p+q < 2n. �®íâ®¬ã ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6
Ani ¬®¦® ¢ëà §¨âì ª ª ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë© ¬®£®ç«¥ ®â f11; : : : ; fn�1n�1. �® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î
(2) â¥®à¥¬ë Ann = detFn�1 = det kfij(t)ki;j=1;:::;n�1 6= 0 ¤«ï ¢á¥å t 2 I.

�®«®¦¨¬

fnn =
d2(t)� fn1(t)An1 � � � � � fnn�1(t)Ann�1

Ann
: (19)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥ í«¥¬¥âë ¬ âà¨æë Fn ®¯à¥¤¥«¥ë. �®ª ¦¥¬, çâ® ¬ âà¨æ  Fn ¯®«®¦¨â¥«ì-
® ®¯à¥¤¥«¥  ¤«ï ¢á¥å t 2 I. �® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î (2) â¥®à¥¬ë ¬ âà¨æ  Fn�1 ¯®«®¦¨â¥«ì®
®¯à¥¤¥«¥  ¤«ï ¢á¥å t 2 I. �®íâ®¬ã ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯®«®¦¨â¥«ì®© ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨ ¬ -
âà¨æë Fn ®áâ «®áì ¤®ª § âì, çâ® detFn > 0 ¤«ï ¢á¥å t 2 I. �§ à ¢¥áâ¢  (19) ¨ d(t) 6= 0 ¤«ï
¢á¥å t 2 I ¯®«ãç ¥¬ detFn = fn1(t)An1 + � � � + fnn�1(t)Ann�1 + fnn(t)Ann = d2(t) > 0 ¤«ï ¢á¥å
t2I. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ âà¨æ  Fn ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥  ¤«ï ¢á¥å t 2 I. � á¨«ã â¥®à¥¬ë 6
áãé¥áâ¢ã¥â ¥¢ëà®¦¤¥ë© ¯ãâì x(t) ¢ Rn â ª®©, çâ® hx(i)(t); x(i)(t)i = fii(t) ¤«ï ¢á¥å t 2 I

¨ i = 1; : : : ; n. �á¯®«ì§ãï à ¢¥áâ¢® (19) ¨ à ¢¥áâ¢® (7), ¯®«ãç ¥¬ [x0(t) : : : x(n)(t)]2 = d2(t).
� ª ª ª [x0(t) : : : x(n)(t)] 6= 0 ¨ d(t) 6= 0 ¤«ï ¢á¥å t 2 I, â® [x0(t) : : : x(n)(t)] = d(t) ¤«ï ¢á¥å
t 2 I ¨«¨ [x0(t) : : : x(n)(t)] = �d(t) ¤«ï ¢á¥å t 2 I. � ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥-
¬ë § ª ç¨¢ ¥âáï. �® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ à áá¬®âà¨¬ g 2 O(n) â ª®¥, çâ® det g = �1. �®«®-
¦¨¬ y(t) = gx(t). �®£¤  ¨¬¥¥¬ hy(i)(t); y(i)(t)i = hgx(i)(t); gx(i)(t)i = hx(i)(t); x(i)(t)i = fii(t; ) ¨
[y0(t) : : : y(n)(t) 6= 0] = [gx0(t) : : : gx(n)(t)] = d(t). �â® ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¯ãâì y(t) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
ãá«®¢¨ï¬  è¥© â¥®à¥¬ë.
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