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Введение

В математической физике используются достижения математики. Одно из дости-
жений - теория обобщенных функций. Начало этой теории принадлежит советскому
математику С.Л. Соболеву. В 1936 году в своей работе он применил обобщенные
функции для исследования задачи Коши для гиперболических уравнений. Многие
математики, опираясь на его теорию, создавали свою, тем самым развивали теорию
обобщенных функций.

В дипломной работе я буду рассматривать свертки обобщенных функций, свер-
точные алгебры, уравнения сверток в сверточных алгебрах. А в качестве аппарата
исследования возьмем преобразование Карлемана-Фурье, а также теорию уравне-
ния сверток в пространстве обобщенных функций медленного рост, так как в этом
пространстве преобразование Карлемана-Фурье привлекается как метод отыскания
элементарных решений уравнений сверток.
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Целью работы является ознакомление со сверточной алгеброй, с преобразованием
Карлемана-Фурье. Объяснить теорию решения уравнения сверток в S ′

+ с примене-
нием преобразования Карлемана-Фурье и привлечь эту теорию к решению задач.

План

1) Напомнить определение сверточной алгебры и модулей.
2) Определение сверточной алгебры S ′

+.
3) Напомнить теорию уравнений сверток в пространстве обобщенных функций.
4) Преобразование Карлемана-Фурье.
5) Применения преобразования Карлемана-Фурье.
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Метод преобразования Карлемана-Фурье в одной сверточной алгебре

Из курса "У.Ч.П."известно, что пространство D ′+(R) обобщенных функций на оси
R с носителями в R+ := [0,+∞], снабженное операцией свертка, является сверточ-
ной алгеброй, т.е. векторным пространством с операцией свертка, при этом свертка
является внутренним законом композиции в D ′+ и обладает свойством коммутатив-
ности и ассоциативности.

Свертка элементов S и T ∈ D ′+ определяется по формуле :

< S ∗T, ϕ >:=< S⊗T, ϕ(x + y) >:=< S(x), < T(y), ϕ(x + y) >>=

=< T(y), < S(x), ϕ(x + y) >>, ∀ϕ ∈ D(R)

Пространство S ′
+(R) обобщенных функций медленного(умеренного) ро-

ста на бесконечности есть подпространство из D ′+(R) и снабженное опера-
цией - свертка, также является сверточной алгеброй.

В этой сверточной алгебре S ′
+ рассматривается уравнение сверток:

A ∗X = W, (1)

где A и W - заданные обобщенные функции из S ′
+, а X - искомая обобщенная функ-

ция из S ′
+.

Из теории уравнения сверток в сверточных алгебрах известно, если E - эле-
ментарное решение уравнения (1), принадлежащее сверточной алгебре S ′

+, т.е.
E = A−1 ∈ S ′

+, то у уравнения (1) существует, и притом единственное, решение в
этой алгебре и оно имеет вид:

X = E ∗W (2)

Поэтому решение уравнения (1) сводится к построению элементарного решения урав-
нения (1), принадлежащего сверточной алгебре S ′

+.
В зависимости от конкретных ситуаций существуют различные методы построе-

ния элементарных решений.
Остановимся на методе, основанном на преобразование Карлемана-Фурье

(или обобщенное преобразование Фурье) в пространстве обобщенных функций
S ′ медленного(умеренного) роста.

Пусть f(t) - функция медленного роста на оси R, т.е. непрерывная функ-
ция, растущая на бесконечности не быстрее полинома. Тогда преобразование
Карлемана-Фурье функции f(t) определяется по формуле:

K F (f(t))(z) =


∫∞

0
e2πitzf(t)dt, Imz > 0

−
∫ 0

−∞ e
2πitzf(t)dt, Imz < 0

(3)

а обратное преобразование Карлемана-Фурье есть:

K F−1(f(t))(z) =


∫ 0

−∞ e
−2πitzf(t)dt, Imz > 0

−
∫∞

0
e−2πitzf(t)dt, Imz < 0

(4)
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Пусть теперь T есть обобщенная функция медленного роста. Тогда извест-
на структура обобщенной функции медленного роста, т.е. если T ∈ S ′(R), то она
имеет вид:

T =
dm

dtm
f(t),

где dm

dtm
- производная, в смысле обобщенных функций, конечного порядка m, от

функции f(t) медленного роста.
А тогда преобразование Карлемана-Фурье от T ∈ S ′(R) определяется по

формуле:
K F (T)(z) = (−2πiz)mK F (f(t))(z) (5)

Обратное преобразование Карлемана-Фурье для T ∈ S ′(R) имеет вид:

K F−1(T)(z) = (−2πiz)mK F−1(f(t))(z),

если T = dm

dtm
f(t).

Рассмотрим пример.

Пусть T = δ- мера Дирака, где T = dm

dtm
Y (t). Следовательно:

K F (δ)(z) = (−2πiz)K F (Y (t))(z) = 1, Imz > 0.

Откуда:
F (δ)(ξ) = K F (δ)+(ξ)− 0 = 1, ∀ξ ∈ R

Обратно, пусть f(t) = 1. Найдем K F−1(1)(z). Имеем:

K F−1(1)(z) = − 1

2πiz
, Imz 6= 0 = δ̂(z),

и получаем, что :
F−1(1)(ξ) = δ(ξ), ∀ξ ∈ R.

Пробуем рассуждать без элементарного решения! Рассмотрим алгоритм нахож-
дения решения уравнения сверток (1) в пространстве S ′

+. Применяя преобразование
Карлемана-Фурье и учитывая, что оно является аналитическим представлением для
преобразования Фурье, а аналитическое представление определяется с точностью до
аддитивной произвольной целой аналитической функции P(z), имеем:

K F (A)+(z) ·K F (X)+(z) = K F (W )+(z) + P(z), Imz > 0

отсюда находим:

K F (X)+(z) =
1

K F (A)+(z)
· {K F (W )+(z) + P(z)}, Imz > 0 (6)

Для того,чтобы представление (6) было аналитическим представлением для
K F (X)(ξ) необходимо выполнить следующее условие:
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1)Убрать возможные полюсы в {Imz > 0}, которые могут появиться за счет
нулей функции K F (A)(z) в {Imz > 0}.

Выполнив это условие, получим аналитическое представление для F (X)(ξ), т.е.

K F (X)+(z) = H+(z), Imz > 0 (7),

где H+(z) - аналитическая функция в (Imz > 0), полученная из правой части фор-
мулы (6) после выполнения указанного выше условия.

А тогда формула (7) имеет образ Фурье F (X)(ξ) :

< F (X)(ξ), ϕ >= lim
ε→0

∫
R
H+(ξ + iε) · ϕ(ξ)dξ, ∀ϕ ∈ S

Откуда: X = F (FX)(t)
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Примеры.

10) Рассмотрим уравнение в S ′
+ : Y (t) ∗X = δ(t)

Найдем K F (δ)+(z) =?
1) Так как δ(t) = d

dt
Y (t), то

K F +(δ) = (−2πiz) ·
∫ ∞

0

e2πitzdt = (−2πiz)
1

2πiz
e2πitz

∣∣∞
0

= 1,

итак
K F +(δ)(z) = 1,

где Imz > 0
2)

K F +(Y )(z) =

∫ ∞
0

e2πitzdt =
1

2πiz
e2πitz

∣∣∞
0

= − 1

2πiz
, Imz > 0.

Тогда преобразование Карлемана-Фурье от исходного уравнения будет иметь вид:

− 1

2πiz
·K F +(X)(z) = 1 + P (z),

где Imz > 0, P (z)- произвольный полином.
Откуда:

K F +(X)(z) = −2πiz − 2πizP (z), Imz > 0

или:
K F +(X)(z) = −2πiz + P1(z), Imz > 0,

где P1(z) - произвольный полином.
Тогда F (X)(ξ) = limη→+∞K F +(X)(ξ + iη) = −2πiξ,

X = FF (X) = δ′(t) ∈ S ′
+

20) Рассмотрим уравнение в S ′
+:

P

(
d

dt

)
X = W ∈ S ′

+ (I)

где P
(
d
dt

)
- дифференциальный полином с постоянными коэффициентами.

P
(
d
dt

)
= dm

dtm
+ c1

dm−1

dtm−1 + ... + cm−1
d
dt

+ cm =
∑m

k=0 ck
dm−k

dtm−k , где c0 = 1. Найдем образ
Карлемана-Фурье для уравнения (I). Рассмотрим обобщенную функцию dkδ

dtk
,∀k ∈ N.

Так как dkδ
dtk

= dk+1δ
dtk+1 Y (t), то:

K F

(
dkδ

dtk

)+

(z) = (−2πiz)k+1

∫ ∞
0

e2πitzdt = (−2πiz)k+1 1

2πiz
e2πitz

∣∣∞
0

=
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= (−2πiz)k+1

(
− 1

2πiz

)
= (−2πiz)k, Imz > 0

Тогда образ Карлемана-Фурье для (I) будет иметь вид:
m∑
k=0

ck(−2πiz)m−k ·K F (X)+(z) = K F (W )+(z), Imz > 0 (II)

А поскольку образ Карлемана-Фурье есть аналитическое представление для обра-
за Фурье, то аналитическое представление для образа Фурье уравнения (I) в Imz > 0
будет иметь вид:

m∑
k=0

ck(−2πiz)m−k ·K F (X)+(z) = K F (W )+(z) + P (z), Imz > 0.

Это алгебраическое уравнение относительно K F (X)+(z) в Imz > 0, где P (z)-
произвольный полином.

Разрешая его относительно K F (X)+(z), имеем:

K F (X)+(z) =
1

M(z)

{
K F (W )+(z) + P (z)

}
, Imz > 0 (III)

где M(z) =
∑m

k=0 ck(−2πiz)m−k

Для того, чтобы формула (III) была аналитическим представлением для образа
Фурье F (X)(ξ) необходимо выполнить следующее условие: убрать возможные по-
люсы в Imz > 0, которые могут появляться за счет нулей полинома M(z) в Imz > 0.

Это условие дает возможность определить некоторые произвольные коэффи-
циенты полинома P(Z), и его степень.

При отсутствии нулей у полинома M(z) в Imz > 0, степень полинома P(z) должна
быть не выше (m-1), а коэффициенты произвольны.

Выполнив указанное условие, представление (III) будет аналитическим представ-
лением образа Фурье F (X)(ξ).

Откуда переходя к пределу в смысле обобщенных функций в S ′ при Imz > 0
имеем:

< F (X)(ξ), ϕ(ξ) >= lim
ε→+0

∫
R
H+(ξ + iε)ϕ(ξ)dξ, ∀ϕ ∈ S ,

или
F (X)(ξ) = H+(ξ), ∀ξ ∈ R,

где равенство понимается в смысле обобщенных функций из S ′ и H+(z) есть правая
часть формулы (III), после выполнения указанного выше условия.
Откуда, применяя копреобразование Фурье F в S ′, получим решение уравнения:

X(t) = F (H+)(t)

30) Найти частное решение уравнения: d2U
dt2

+ ω2U = δ(t), принадлежащее S ′
+.

Применяя преобразование Карлемана-Фурье к уравнению, получаем

{(−2πiz)2 + ω2} ·K F (U)+(z) = 1, Imz > 0

9



откуда

K F (U)+(z) = − 1

4π2z2 − ω2
, Imz > 0.

Тогда
F (U)(ξ) =

1

2ωi

{
δ+

(
ξ +

ω

2π

)
− δ+

(
ξ − ω

2π

)}
, ∀ξ ∈ R

Следовательно:

U = FF (U) =
1

2ωi

{
Y (t)eiωt − Y e−iωt

}
=

Y (t)

ω
sinωt.

N.B. Отметим, что U есть элементарное решение оператора
(
d2

dt2
+ ω2

)
, принад-

лежащее сверточной алгебре S ′
+.

Следовательно, существует единственное решение уравнения в сверточной алгеб-
ре S ′

+:
d2X

dt2
+ ω2X = W, W ∈ S ′

+

которое имеет вид:

X =
Y (t)

ω
sinωt ∗W

40) Найдем общее решение уравнения, применяя преобразование Карлемана-
Фурье:

d2X

dt2
+ ω2X = 0

Имеем аналитическое представление для преобразования Фурье:

(4π2z2 − ω2)F̂ (X)(z) = P (z), Imz 6= 0,

где P(z) - произвольный полином.Откуда:

F̂ (X)(z) =
b0

−2πi
(
z + ω

2π

) +
b1

−2πi
(
z − ω

2π

) , Imz 6= 0,

где b0 и b1 произвольные константы.Тогда

F (X)(ξ) = b0τ− ω
2π
δ(ξ) + b1τ ω

2π
δ(ξ)

Откуда
X(t) = b0e

iωt + b1e
−iωt

50) d2U
dt2
− ω2U = δ(t). Применяя преобразование Карлемана-Фурье, решить

уравнение в S ′
+. {

(−2πiz)2 − ω2
}

K F (U)+(z) = 1, Imz > 0

откуда:

K F (U)+(z) = − 1

4π2z2 + ω2
= − 1

4π2
[
z2 +

(
ω
2π

)2
] =
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= − 1

4π2

{
1(

z + iω
2π

) · (−iω
π

)−1

+
1(

z − i ω
2π

) · 1
iω
π

}
=

= − 1

4π2
· π
iω

{
1

z − i ω
2π

− 1

z + i ω
2π

}
, Imz > 0.

То есть
K F (U)+(z) = − 1

4πiω

{
1

z − i ω
2π

− 1

z + i ω
2π

}
, Imz > 0.

N.B. Но в Imz > 0 имеется простой полюс, его необходимо убрать. Это можно
сделать, прибавив решение соответственного однородного уравнения:

1
4πiω

1
z−i ω

2π
, Imz 6= 0. Тогда получим:

K F (U)(z) =

{
1

4πiω
· 1
z+i ω

2π
, Imz > 0

1
4πiω
· 1
z−i ω

2π
, Imz < 0

Откуда:

F (U)(ξ) =
1

2ω

{
1

2πi
(
ξ + iω

2π

) − 1

2πi
· 1

ξ − i ω
2π

}
, ∀ξ ∈ R

Тогда:

U(t) =
1

2ω

{∫
R

e−2πiξt

2πi
(
ξ + i ω

2π

)dξ − ∫
R

e−2πiξt

2πi
(
ξ − i ω

2π

)dξ}
Вычислим интегралы.

a0)
1

2πi

∫
R

e−2πiξt

ξ + i ω
2π

= −Y (t) · resξ=− iω
2π

e−2πiξt(
ξ + i ω

2π

) = −Y (t)e−ωt

b0)
1

2πi

∫
R

e−2πiξt

ξ − i ω
2π

= Y (−t) · resξ= iω
2π

e−2πiξt(
ξ − i ω

2π

) = Y (−t)eωt

а тогда:

U(t) = − 1

2ω

{
e−ωt, t > 0
eωt, t < 0

= − 1

2ω
e−ω|t|

Очевидно, U(t)- есть элементарное решение оператора
(
d2

dt2
− ω2

)
, но оно не принад-

лежит сверточной алгебре S ′
+.

Заметим, что оно принадлежит сверточной алгебре θ′c(R) обобщенных функций
быстрого убывания, на котором пространство S ′ является сверточным модулем. Это
означает, что если рассмотреть дифференциальное уравнение d2X

dt2
− ω2X = W ∈ S ′,

то оно имеет единственное решение, которое определяется следующим образом:

X = − 1

2ω
e−ω(t) ·W, ∀W ∈ S ′.
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60) Пусть f(ξ) = 1
ξ−(a+bi)

, ∀a ∈ R, b < 0. Тогда:

F (f)(t) =

∫
R
e−2πitξf(t)dξ =

∫
R

e−2πitξ

ξ − (a+ bi)
dξ =

=

{
= −2πi · resξ= e−2Πitξ

ξ−(a+bi)
, t > 0

= 0, t < 0

= −Y (t) ·2πi ·e−2πit(a+bi) = −Y (t) ·2πi ·e2πb−2πiat = −Y (t)e2πbt(cos 2πat−i sin 2πat) ·2πi

Таким образом

F (f)(t) = −Y (t)e2Πbt(cos 2Πat− i sin 2πat) · 2πi ∈ S ′
+

Точнее: F (f)(t) ∈ θ′c+ !
70) T (ξ) = τaδ+(ξ), ∀a ∈ R

Тогда:
F (T )(t) = F (τaδ+)(t) = Y (t)e−2πiat

Итак:
F (T )(t) = F (τaδ+(ξ))(t) = Y (t)e−2πiat ∈ S ′

+

80) g(ξ) = 1
ξ−(a+bi)

, ∀a ∈ R, b > 0
Тогда

F (g)(t) =

∫
R

e−2πitξ

ξ − (a+ bi)
dξ =

{
= 0, t > 0

= 2πi · resξ=a+bi
e−2πitξ

ξ−(a+bi)
, t < 0

= Y (−t) · e2πbt−2πiat. Следовательно:

F (g)(t) = Y (−t)e2πbt(cos 2πab− i sin 2πat)

То есть: F (g)(t) ∈ θ′c− !
90)

F (τaδ+(ξ))(t) ∗F (τ−aδ+(ξ))(t) = Y (t)e−2πiat ∗ Y (t)e2πiat =

= Y (t)

∫ t

0

e−2πiaτ · e2πia(t−τ)dτ = Y (t)e2πiat

∫ t

0

e−4πiaτdτ =

= Y (t)e2πiat · 1

4πia
e−4πiaτdτ

∣∣t
0

=
Y (t)e2πiat

4πia

{
1− e−4πiaτ

}
=

=
Y (t)

2πa · 2i
{
e2πiab − e−2πiab

}
=

Y (t)

2πa
sin 2πat.

Итак:
F (τaδ+(ξ))(t) ∗F (τ−aδ+(ξ))(t) =

Y (t)

2πa
sin 2πat, ∀a ∈ R,

где (Fϕ)(ξ) :=
∫
R e
−2πitξϕ(t)dt, ∀ϕ ∈ S .
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Рассмотрим уравнение Y (t) tn−1

(n−1)!
∗ E(t) = δ(t) (1).

Надо найти E(t) =?
I способ. Метод предворительного дифференцирования. Дифференцируя

один раз имеем:

Y (t)
tn−2

(n− 2)!
∗ E = δ′(t)

Дифференцируя второй раз:

Y (t)
tn−3

(n− 3)!
∗ E = δ′′(t)

и так далее, дифференцируя (n-1)-раз имеем:

Y (t) ∗ ∗E = δ(n−1)(t)

и, наконец, еще раз дифференцируя имеем:

E = δ(n)(t)!!!

II способ. Метод преобразования Карлемана-Фурье, основанный на фор-
муле:

K F (ϕ(t))(z) =


∫∞

0
e2πitzϕ(t)dt, Imz > 0

−
∫ 0

−∞ e
2πitzϕ(t)dt, Imz < 0

где ϕ - функция медленного роста.
А если T ∈ S ′, то, как известно, T = dm

dtm
f(t), где f- функция медленного роста,

то есть непрерывная функция, растущая на бесконечности не быстрее полинома.
Тогда:

K F (T )(z) = (−2πiz)mK F (f)(z)

Тогда имеем:
1) Так как δ(t) = d

dt
Y (t), то

K F (δ)(z) = (−2πiz)K F (Y )(z) = (−2πiz)

∫ ∞
0

e2πitzdt = (−2πiz)
e2πitz

2πiz

∣∣∣∣∞
0

= 1,

где Im z > 0. Тогда:

K F (δ)(z) =

{
1, Imz > 0
0, Imz < 0

2)

K F (Y (t)
tn−1

(n− 1)!
)(z) =

1

(n− 1)!

∫ ∞
0

e2πitztn−1dt, Imz > 0

но∫ ∞
0

tn−1e2πitzdt = tn−1 e
2πitz

2πiz

∣∣∣∣∞
0

−(n− 1)

2πiz

∫ ∞
0

tn−2·e2πitzdt = .... =
(n− 1)!

(−2πiz)n−1

∫ ∞
0

e2πitzdt =

13



=
(n− 1)!

(−2πiz)n−1
· 1

2πiz
e2πitz

∣∣∞
0

=
(n− 1)!

(−2πiz)n
, Imz > 0,

где образK F от(1) будет:

1

(−2πiz)n
·K F (E)(z) = 1, Imz > 0

Откуда:
K F (E)(z) = (−2πiz)n, Imz > 0

Следовательно:
F (E)(ξ) = (−2πiξ)n

А тогда, применяя копреобразование Фурье, имеем:

E(t) =
dnδ(t)

dtn
!!!
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Рассмотрим уравнение
∑n

k=1 ak[Y (t)]∗k ∗U = W в S ′
+

n∑
k=1

ak[Y (t)]∗k ∗U = W, (1)

где ak - const.

[Y (t)]∗k = Y (t)
tk−1

(k − 1)!

Тогда уравнение (1) примет вид:

Y (t)
n∑
k=1

ak
tk−1

(k − 1)!
∗ U = W (2)

Применяя преобразование Карлемана-Фурье к (2), получаем:

n∑
k=1

ak
1

(−2πiz)k
·K F (U)(z) = K F (W )(z), Imz > 0 (3)

или, умножая (3) на (−2πiz)n, имеем:

n∑
k=1

ak(−2πiz)n−k ·K F (U)(z) = K F (W )(z) · (−2πiz)n, Imz > 0 (4)

откуда:

n∑
k=1

ak(−2πix)n−k ·F (U)(x) = F (W )(x) · (−2πix)n, ∀x ∈ R (5)

То есть имеем задачу деления на полином относительно (−2πix) в муль-
типликативной алгебре K+ = F (S ′

+).

Эту задачу решаем, применяя копреобразование Фурье F к уравнению (5), име-
ем:

n∑
k=1

ak
dn−k

dtn−k
δ(t) ∗ U = W ∗ d

nδ

dtn

или
n∑
k=1

ak
dn−kU

dtn−k
=
dnW

dtn
∈ S ′

+ (6)

Известно, что у дифференциального оператора
∑n

k=1 ak
dn−k

dtn−k
существует един-

ственное элементарное решение в сверточной алгебре D ′+ и оно имеет вид:E(t) =
Y (t)e(t), где e(t) - решение классической задачи Коши.

∑n
k=1 ake

(n−k)(t) = 0
e(0) = e′(0) = ... = e(n−3)(0) = 0

e(n−2)(0) = 1
a1
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Если E(t) ∈ S ′
+, то существует единственное решение уравнения (6) в S ′

+ и оно
имеет вид:

U = E(t) ∗ d
n

dtn
W (7)

Таким образом имеет место теорема:
У уравнения сверток (1) в сверточной алгебреS ′

+ существует единствен-
ное решение, определяемое по формуле (7), если у дифференциально-
го оператора

∑n
k=1 ak

dn−k

dtn−k существует единственное элементарное решение
E(t), принадлежащее сверточной алгебре S ′

+.
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Рассмотрим несколько примеров.

1)
I) Пусть f(t) = Y (t)e−2πβt, β > 0

df

dt
= δ(t)− 2πβY (t)e−2πβt ⇒ (δ′ + 2πβδ) ∗ f = δ(t)

то есть:
f−1(t) = δ′(t) + 2πβδ(t) ∈ S ′

+

II) K F (f)+(z) =
∫∞

0
e2πitz−2πβtdt =

∫∞
0
e2πit(z+iβ)dt = − 1

2πi(z+iβ)
Imz > 0

III) K F (f−1)+(z) =?

a) K F (δ(t))+(z) = K F
{
d
dt

Y (t)
}

= (−2πiz)
∫∞

0
e2πitzdt =

(−2πiz) 1
2πiz

e2πitz|∞0 = 1, Imz > 0.

b) K F (δ′(t))+(z) = K F
{
d2

dt2
Y (t)

}
= (−2πiz)2

∫∞
0
e2πitz =

(−2πiz)2
(
− 1

2πiz

)
= (−2πiz), Imz > 0. Тогда:

K F (f−1)+(z) = −2Πiz + 2Πβ, Imz > 0.

Итак, имеем:

{
K F (f)+(z)

}−1
=

{
− 1

2πi(z + iβ)

}−1

= −2πi(z+ iβ) = K F (f−1)+(z), Imz > 0,

где :f(t) = Y (t)e−2πβt, β > 0
f−1 = δ′ + 2πβδ

2) Пусть дана следующая функция Хевисайда:

f(t) = Y (k − |t− k|), k > 0 |t− k| ≤ k ⇒ 0 ≤ t ≤ 2k

преобразование Карлемана-Фурье в верхней полуплоскости для этой функции:

K F (f)+(z) =

∫ 2k

0

e2πitzdt =
1

2πiz
e2πitz

∣∣2k
0

=
1

2πiz

{
e2πi2kz − 1

}
=

=
e2πikz(e2πikz − e−2πikz)

πz · 2i
=
e2πikz sin 2πkz

πz
, Imz > 0

находим преобразование Фурье:

F (f)(x) =
e2πikx sin 2πkx

πx
∈ (δ+ ∗A ) ⊂ F (S ′

+)
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3) Рассмотрим такой пример: g(t) = Y (k − |t − 2k|) |t − 2k| ≤ k ⇒ k ≤
t ≤ 3k

K F (g)+(z) =

∫ 3k

k

e2πitzdt =
1

2πiz
e2πitz

∣∣3k
k

=
1

2πiz

{
e2πi3kz − e2πikz

}
=

=
e2πi2kz

2πiz

{
e2πikz − e−2πikz

}
=
e2πi2kz sin 2πkz

πz
, Imz > 0

F (g)(x) =
e2πi2kx sin 2πkx

πx
∈ (δ+ ∗A ) ⊂ F (S ′

+)

N.B. Но f(t) = −Y (k− |t− k|) = Y (t)− Y (t− 2k). Тогда:

K F (f)+(z) =

∫ ∞
0

e2πitzdt−
∫ ∞

2k

e2πitzdt = − 1

2πiz
+

1

2πiz
e2πi2kz = − 1

2πiz

(
1− e2πi2kz

)
, Imz > 0

Преобразование Фурье:
F (f)(x) = δ+

(
1− e2πi2kz

)
,

где f(t) = −Y (k − |t− k|), k > 0. Итак, имеем:

e2πikx sin 2πkx

πx
= δ+ ·

(
1− e2πi2kx

)
∀k > 0 !!!!

Аналогично:

g(t) = δ+ ·
(
e2πikx − e2πi3kx

)
= − 1

2πi
v.p.

1

x

(
e2πikx − e2πi3kx

)
=

=
1

πx
e2πi2kx (e2πikx − e2πi3kx)

2i
= e2πi2kx sin 2πkx

πx
!!!!

То есть

(Fg)(x) = e2πi2kx sin 2πkx

πx
= δ+ ·

(
e2πikx − e2πi3kx

)
∀k > 0 !!!

где
g(t) = Y (k − |t− 2k|), k > 0

А в верхней полуплоскости преобразование Карлемана-Фурье имеет следующий вид:

K F (g)+(z) = − 1

2πiz

(
e2πikz − e2πi3kz

)
, Imz > 0{

δ+ =
e2πikx sin 2πkx

(1− e2πi2kx) πx
= − sin 2πkx

(e2πikx − e−2πikx) πx
= − 1

2πix
!!!

}
{
δ+

(
1− e2πik2x

)}∗2
=

∫
R

e2πik(x−τ) sin 2πk(x− τ)

π(x− τ)
· e

2πikτ sin 2πkτ

πτ
dτ =

=
e2πikx

π2

∫
R

sin 2πk(x− τ) sin 2πkτ

(x− τ)τ
dτ =

1

2π2
e2πikx

∫
R

{cos 2πk(x− 2τ)− cos 2πkx}
(x− τ)(τ)

dτ ;
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N.B. 2 sinα sin β = cos(α− β)− cos(α + β)!

10) 1
2π2 e

2πikx
{∫

R
cos 2πk(x−2τ)

(x−τ)τ
dτ − cos 2πkx

∫
R

dτ
(x−τ)τ

}
; но∫

R

cos 2πk(x− 2τ)

(x− τ)τ
dτ =

1

2

∫
R

e2πik(x−2τ) + e−2πik(x−2τ)

(x− τ)τ
dτ =

=
1

2

{
e2πikx

∫
R

e−2πik2τ

(x− τ)τ
dτ + e−2πikx

∫
R

e2πik2τ

(x− τ)τ
dτ

}
=

=
1

2

{
e2πikx

[
πi

(
resξ=x

e−2πik2ξ

(ξ − x)ξ
+ resξ=0

e−2πik2ξ

(ξ − x)ξ

)]
+

+ e−2πikx

[
−πi

(
resξ=x

e2πik2ξ

(ξ − x)ξ
+ resξ=0

e2πik2ξ

(ξ − x)ξ

)]}
=

= ...
πi

2

{
e2πikx

(
e−2πik2x

x
− 1

x

)
− e−2πikx

(
e2πik2x

x
− 1

x

)}
=

=
πi

2

{
e−2πikx − e2πikx

x
− e2πikx − e−2πikx

x

}
= −πi

2
· 2
(
e2πikx − e−2πikx

)
x

= 2π
sin 2πkx

x

20)∫
R

dτ

(x− τ)τ
= −

∫
R

dτ

(τ − x)τ
= −πi

{
resξ=x

1

(ξ − x)ξ
+ resξ = 0

1

(ξ − x)ξ

}
= −πi

{
1

x
− 1

x

}
= 0

Тогда: {
δ+

(
1− e2πi2kx

)}∗2
=

1

2π2
e2πikx

{
2π

sin 2πkx

x

}
=
e2πikx sin 2πkx

πx
!!!

Итак: {
δ+

(
1− e2πi2kx

)}∗2
= δ+

(
1− e2πi2kx

)
или: {

e2πikx sin 2πkx

πx

}∗2
=
e2πikx sin 2πkx

πx
∀k > 0!!!

N.B. А через копреобразование Фурье F этот результат очивиден!
4) Пусть

h(t) = Y

[
b− a

2
− |t− a+ b

2
|
]
, 0 < a < b a < t < b

K F (h)+(z) =

∫ b

a

e2πitzdt =
1

2πiz

{
e2πibz − e2πiaz

}
⇒

I0. Первое представление.

K F (h)+(z) = − 1

2πiz

{
e2πiaz − e2πibz

}
, Imz > 0
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Откуда:
F (h)(x) = δ+(x)

[
e2πiax − e2πibx

]
, ∀x ∈ R

II0. Второе представление.

K F (h)+(z) =
e2πi b

2
z+2πia

2
z

2πiz

{
e2πi b

2
z−2πia

2
z − e−2πi b

2
z+2πia

2
z
}

=
eπi(b+a)z

πz
·sin π(b−a)z, Imz > 0

Следовательно:

F (h)(x) =
eπi(b+a)x

πx
· sin π(b− a)x, ∀x ∈ R

III0 Итак, имеем:

F

{
Y

[
b− a

2
− |t− a+ b

2
|
]}

(x) = δ+(x)
[
e2πiax − e2πibx

]
=
eπi(b+a)x

πx
·sinπ(b−a)x, ∀x ∈ R

Это граничное значение аналитической функции K F
{
Y
[
b−a

2
− |t− a+b

2
|
]}+

(z) из
Im z > 0 при Imz → +0.
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Дополнительный материал по преобразованию Карлемана-Фурье и
преобразованию Фурье

1) Дана f(t) = Y (k − |t− k|), где k > 0. Найти K F и F .

K F (f)+(z) =

∫ 2k

0

e2πitzdt =
1

2πi

{
e2k·2πiz − 1

}
=

=
e2πikz(e2πikz − e−2πikz)

2πiz
= e2πikz · sin 2Πkz

Πz
, Imz > 0.

Тогда:

F (f)(x) = e2πikx · sin 2πkx

πx
, ∀x ∈ R

a)N.B. Или, вводя функцию sin cx := sinx
x
, функцию F (f)(x) можно записать в

следующем виде:

F (f)(x) = e2πikx · 2k sin c(2πkx), ∀x ∈ R

b)N.B. Учитывая равенство:

K F (f)+(z) = − 1

2πiz

(
1− e2k2πiz

)
, Imz > 0,

и, переходя к пределу( в смысле обобщенных функций из S ′) при Imz → +0, име-
ющее одно представление для F (f)(x):

F (f)(x) =
(
1− e4πkiz

)
δ+(x), ∀x ∈ R,

где δ+(x) - функция Гейзенберга-Н.Н.Боголюбова: δ+(x) = 1
2

{
δ − 1

2πi
v.p. 1

x

}
, ∀x ∈ R

2) Дана функция: G(z) = e2πikz · sin 2πkz
πz

. Рассматриваем ее в Imz > 0. Найти
функцию f(t) ∈ S ′

+ такую, что G(z) = K F (f(t))+(z), Imz > 0.
Решение: в равенстве (πz)G(z) = e2πikz · sin 2πkz, Imz > 0 перейдем к пределу

при Imz → +0. Имеем:

(2πix)G(x) = e2πikx(e2πikx − e−2πikx), ∀x ∈ R

или:
(2πix)F (f)(x) = e2k·2πix − 1,∀x ∈ R

либо:
(−2πix)F (f)(x) = 1− e2k·2πix, ∀x ∈ R

или:
F

{
dδ

dt
∗ f(t)

}
= F [δ − δ2k(t)]

Откуда:
df

dt
= δ − δ2k(t) ∈ S ′

+ (∗)
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Но оператор d
dt

в S ′
+ имеет элементарное решение E(t) = Y (t) ∈ S ′

+, а тогда суще-
ствует единственное решение уравнения сверток (∗), который имеет вид:

f(t) = Y ∗ {δ(t)− δ2k(t)} = Y (t)− Y (t− 2k)

или:
f(t) = Y (k − |t− k|)!!!

N.B. Этот результат можно интерпретировать и так. Функция f(t) есть прооб-
раз при приобразовании Фурье для обобщенной функции

(
1− e4πikx

)
δ+!!!, которая

в свою очередь есть граничное значение (в смысл обобщенной функции из S ′) для
аналитической в Imz > 0 функции G(z) = e2πikz · sin 2πkz

πz
при Imz → +0!
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