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� ¯®á«¥¤­¨¥ £®¤ë ¨­â¥à¥á á¯¥æ¨ «¨áâ®¢ ¯à¨¢«¥ª îâ ¬­®£®¬¥à­ë¥ £à ­¨ç­ë¥  ­ «®£¨ â¥®-
à¥¬ë �®à¥àë [1]{[5]. �á¥ ®­¨, â ª ¨«¨ ¨­ ç¥, ¨¬¥îâ ¤¥«® á ¯®«­®© £à ­¨æ¥© ®¡« áâ¨ ¨ £®¢®àïâ
® ¢®§¬®¦­®áâ¨ £®«®¬®àä­®£® ¯à®¤®«¦¥­¨ï äã­ªæ¨¨ f á £à ­¨æë @D ®¡« áâ¨ D ¨§ Cn ¯à¨
ãá«®¢¨¨ à ¢¥­áâ¢  ­ã«î ¨­â¥£à «®¢ ®â f ¯® £à ­¨æ ¬  ­ «¨â¨ç¥áª¨å ¤¨áª®¢, «¥¦ é¨å ­  @D.

� ¤ ­­®© áâ âì¥ ¨§ãç¥­ £à ­¨ç­ë© ¢ à¨ ­â â¥®à¥¬ë �®à¥àë ¤«ï ¬ âà¨ç­®£® è à . �â¯à ¢-
­®© â®çª®© ¯®á«ã¦¨« à¥§ã«ìâ â � £¥«ï ¨ �ã¤¨­  [1] ® â®¬, çâ® ¥á«¨ äã­ªæ¨ï f ­¥¯à¥àë¢­  ­ 
£à ­¨æ¥ è à  ¢ Cn ¨ Z 2�

0

f('(ei�; 0; : : : ; 0))ei�d� = 0

¤«ï ¢á¥å  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ' è à , â® äã­ªæ¨ï f £®«®¬®àä­® ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¢ è à.
� ­­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ®¡®¡é ¥âáï ¤«ï ¬ âà¨ç­®£® è à  § ¬¥­®© £à ­¨æë ®¡« áâ¨ £à ­¨æ¥©

�¨«®¢  (®áâ®¢®¬). �®ª § â¥«ìáâ¢®, ®á­®¢ ­­®¥ ­  ¨­ëå ¨¤¥ïå, ç¥¬ ¢ [1], ¯®§¢®«ï¥â ¢ á«ãç ¥
è à  ãá¨«¨âì â¥®à¥¬ã � £¥«ï ¨ �ã¤¨­ .

�ãáâì Z = (Z1; : : : ; Zn) | ¢¥ªâ®à, á®áâ ¢«¥­­ë© ¨§ ª¢ ¤à â­ëå ¬ âà¨æ Zj ¯®àï¤ª  m ­ ¤
¯®«¥¬ ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥« C. �®¦­® áç¨â âì, çâ® Z | í«¥¬¥­â ¯à®áâà ­áâ¢  Cnm2

. �¢¥¤¥¬ ¢
íâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢¥ªâ®à®¢ ¬ âà¨ç­®¥ \áª «ïà­®¥" ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥

hZ;W i = Z1W
�
1 + � � � + ZnW

�
n ;

£¤¥W �
j |¬ âà¨æ , á®¯àï¦¥­­ ï ¨ âà ­á¯®­¨à®¢ ­­ ï ¤«ï ¬ âà¨æëWj . �¡« áâì < = fZ; E(m)�

hZ;Zi > 0g ­ §ë¢ ¥âáï ¬ âà¨ç­ë¬ è à®¬ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Cnm2

. �¤¥áì E(m) | ¥¤¨­¨ç­ ï ¬ -
âà¨æ  ¯®àï¤ª  m. �áâ®¢®¬ íâ®© ®¡« áâ¨ ï¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® � = fZ : hZ;Zi = E(m)g, ¨¬¥îé¥¥
¢¥é¥áâ¢¥­­ãî à §¬¥à­®áâì 2nm2 �m2. �¡« áâì < ¥áâì ®£à ­¨ç¥­­ ï ¯®«­ ï ªàã£®¢ ï ®¡« áâì.

�¯à¥¤¥«¨¬ ª« áá H1(<) äã­ªæ¨© f , £®«®¬®àä­ëå ¢ <, ¤«ï ª®â®àëå

sup
0<r<1

Z
�
jf(rZ)jd�(Z) <1;

£¤¥ d�(Z) | ­®à¬¨à®¢ ­­ ï ¬¥à  �¥¡¥£  ­  ®áâ®¢¥ �, ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï ¬¥à®© �  à  ¨, á«¥¤®-
¢ â¥«ì­®, ¨­¢ à¨ ­â­  ®â­®á¨â¥«ì­® ¯®¢®à®â®¢.

�ãáâì S = ft 2 C : jtj < 1g. � ä¨ªá¨àã¥¬ â®çªã U 0 2 � ¨ à áá¬®âà¨¬ ¢«®¦¥­¨¥ ¤¨áª  S ¢
®¡« áâì <

fW 2 Cnm2

:Wj = tU 0
j ; j = 1; : : : ; n; jtj < 1g: (1)

�à ­¨æ  T ¤¨áª  S ¯à¨ íâ®¬ ¢«®¦¥­¨¨ ¯¥à¥©¤¥â ¢ ®ªàã¦­®áâì, «¥¦ éãî ­  �. �á«¨  |
¯à®¨§¢®«ì­ë© (£®«®¬®àä­ë©)  ¢â®¬®àä¨§¬ [6] ®¡« áâ¨ <, â® ¬­®¦¥áâ¢® ¢¨¤  (1) ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬
íâ®£®  ¢â®¬®àä¨§¬  ¯¥à¥©¤¥â ¢ ­¥ª®â®àë©  ­ «¨â¨ç¥áª¨© ¤¨áª á £à ­¨æ¥© ­  �.

�¥®à¥¬  1. �á«¨ äã­ªæ¨ï f 2 C(�) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î
Z
T

f( (tU 0))dt = 0 (2)
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¤«ï ¢á¥å  ¢â®¬®àä¨§¬®¢  ®¡« áâ¨ <, â® äã­ªæ¨ï f £®«®¬®àä­® ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¢ < ¤® äã­ªæ¨¨

F ª« áá  C(<).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¦¤¥ ¢á¥£®, ¯ à ¬¥âà¨§ã¥¬ ¬­®¦¥áâ¢® � á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: Z 2 �
¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ Z = ei�U , U = (U1; : : : ; Un), £¤¥ 0 � ' � 2�. � ¬ âà¨æ¥ U1 í«¥¬¥­â u(1)11 ,
áâ®ïé¨© ¢ «¥¢®¬ ¢¥àå­¥¬ ã£«ã, ï¢«ï¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¬ ç¨á«®¬. �­®£®®¡à §¨¥ â ª¨å ¬ âà¨æ
®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ �+

1 ,   ­®à¬¨à®¢ ­­ãî ¬¥àã �¥¡¥£  ­  ­¥¬ | ç¥à¥§ �+. �®­¥ç­®, â¥¬ á ¬ë¬
¯ à ¬¥âà¨§ã¥âáï ­¥ ¢á¥ ¬­®¦¥áâ¢® �,   ­¥ª®â®à®¥ ¬¥­ìè¥¥ ¬­®¦¥áâ¢®, ®â«¨ç îé¥¥áï ®â � ­ 
¬­®¦¥áâ¢® ¬¥àë 0. �«ï ­ è¨å æ¥«¥© íâ®£® ¢¯®«­¥ ¤®áâ â®ç­®.

�§ â¥®à¥¬ë �ã¡¨­¨ ¨ ¨­¢ à¨ ­â­®áâ¨ ¬¥àë �¥¡¥£  � ®â­®á¨â¥«ì­® ¯®¢®à®â®¢, â ª ¦¥, ª ª
¢ ([7], «¥¬¬  2.6), ¯®«ãç ¥âáï

�¥¬¬  1. �¯à ¢¥¤«¨¢® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥

d� = h(U)dt d�+(U); U 2 �+
1 ; (3)

£¤¥ £« ¤ª ï ¯®«®¦¨â¥«ì­ ï äã­ªæ¨ï h(U) ­¥ § ¢¨á¨â ®â t.

�§ (3) ¨¬¥¥¬

d� =
1
2�i

dt

t
d�1(U);

£¤¥ t = ei�,   ¬¥à  �1 ¯®«®¦¨â¥«ì­  ­  �
+
1 . �¬­®¦ ï à ¢¥­áâ¢® (2) ­  d�1 ¨ ¨­â¥£à¨àãï ¯® �

+
1 ,

¯®«ãç¨¬
Z
�

f( (Z))zlksd�(Z) = 0; (4)

£¤¥ zlks | ª®¬¯®­¥­âë ¢¥ªâ®à  Z = (Z1; : : : ; Zn), k; s = 1; : : : ;m; l = 1; : : : ; n.
� áá¬®âà¨¬  ¢â®¬®àä¨§¬  B , ¯¥à¥¢®¤ïé¨© â®çªã B ¨§ < ¢ 0. �­ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï [6] á â®ç­®áâìî

¤® ®¡®¡é¥­­®£® ã­¨â à­®£® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï. �®¤áâ ¢«ïï ¢ ãá«®¢¨¥ (4) ¢¬¥áâ®   ¢â®¬®àä¨§¬
 �1B ¨ ¤¥« ï § ¬¥­ã ¯¥à¥¬¥­­ëå W =  �1B (Z), ¯®«ãç¨¬

Z
�
f(W ) B;lks (W )d�( B(W )) = 0; (5)

£¤¥  B;lks | ª®¬¯®­¥­âë  ¢â®¬®àä¨§¬   B.
�«¥¤áâ¢¨¥ 4 ¨§ à ¡®âë [6] ¤ ¥â

d�( B(W )) = P (B;W )d�(W );

£¤¥ P (B;W ) | ¨­¢ à¨ ­â­®¥ ï¤à® �ã áá®­  ®¡« áâ¨ <. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨§ ãá«®¢¨ï (5) ¯®«ãç ¥¬
Z
�

f(W ) B;lks (W )P (B;W )d�(W ) = 0 (6)

¤«ï ¢á¥å â®ç¥ª B ¨§ 
 ¨ ¢á¥å k; s = 1; : : : ;m; l = 1; : : : ; n.
�«ï § ¢¥àè¥­¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 1 ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ ­ 

�¥®à¥¬  2. �á«¨ äã­ªæ¨ï f 2 L1(�) ¨ ¤«ï ­¥¥ ¢ë¯®«­¥­® à ¢¥­áâ¢® (6) ¤«ï ¢á¥å  ¢â®¬®à-

ä¨§¬®¢  B ®¡« áâ¨ <, ¯¥à¥¢®¤ïé¨å â®çªã B 2 < ¢ 0, ¨ ¢á¥å k; s = 1; : : : ;m; l = 1; : : : ; n, â®
äã­ªæ¨ï f ï¢«ï¥âáï à ¤¨ «ì­ë¬ £à ­¨ç­ë¬ §­ ç¥­¨e¬ ­¥ª®â®à®© äã­ªæ¨¨ F 2 H1(<).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �­¢ à¨ ­â­®¥ ï¤à® �ã áá®­  ¤«ï ®¡« áâ¨ < ¨¬¥¥â ¢¨¤ [6]

P (B;W ) =
(det(E(m) � hB;Bi))mn

jdet(E(m) � hB;W i)j2mn
=

(det(E(m) � hB;B; i))mn

(det(E(m) � hB;W i))mn(det(E(m) � hW;Bi))mn
:
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�ãáâì B = (B1; : : : ; Bn) = (kb1spk; : : : ; kb
n
spk) ¨ W = (W1; : : : ;Wn) = (k!1spk; : : : ; k!

n
spk), s; p =

1; : : : ;m. � ©¤¥¬ ¢ëà ¦¥­¨¥
mX

s;p=1

nX
l=1

b
l

sp

@P (B;W )

@b
l

sp

: (7)

�¡®§­ ç¨¬ E(m) � hW;Bi = k�qjk, q; j = 1; : : : ;m, £¤¥ �qj = �qj �
mP
k=1

nP
l=1

!lqkb
l

jk, q; j = 1; : : : ;m,

  �qj | á¨¬¢®« �à®­¥ª¥à .
�á¯®«ì§ãï ®¡ëç­®¥ ¯à ¢¨«® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï, ­¥âàã¤­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ®

¤«ï «î¡®£® s = 1; : : : ;m

mX
p=1

nX
l=1

b
l

sp

@ det(E(m) � hW;Bi)

@b
l

sp

=

����������

�11 : : : �1s : : : �1m
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

�s1 : : : �ss � 1 : : : �sm
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

�m1 : : : �ms : : : �mm

����������
=

= det(E(m) � hB;W i)� det(E(m) � hW;Bi)[s; s];

£¤¥ det(E(m)�hW;Bi)[s; s] ®§­ ç ¥â  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ ª í«¥¬¥­âã �ss ¢ ¬ âà¨æ¥ E(m)�
hW;Bi. �®£¤ 

mX
s;p=1

nX
l=1

b
l

sp

@ det(E(m) � hW;Bi)

@b
l

sp

= mdet(E(m) � hW;Bi)�
mX
s=1

det(E(m) � hW;Bi)[s; s]:

�®ç­® â ª ¦¥
mX

s;p=1

nX
l=1

b
l

sp

@ det(E(m) � hB;Bi)

@b
l

sp

= det(E(m) � hB;Bi)�
mX
s=1

det(E(m) � hB;Bi)[s; s]:

�âáî¤  ¨¬¥¥¬ ¤«ï (7) ¢ëà ¦¥­¨¥

m2nP (B;W )

2
664

mP
s=1

det(E(m) � hW;Bi)[s; s]

det(E(m) � hW;Bi)
�

mP
s=1

det(E(m) � hB;Bi)[s; s]

det(E(m) � hB;Bi)

3
775 =

= m2nP (B;W )[Sp(E(m) � hW;Bi)�1 � Sp(E(m) � hB;Bi)�1]: (8)

�¤¥áì SpW , ª ª ®¡ëç­®, ®§­ ç ¥â á«¥¤ ¬ âà¨æë W .
� «¥¥, ¯à¨¬¥­ïï á¯®á®¡ ¢ëç¨á«¥­¨ï, ¯à¥¤«®¦¥­­ë© ¢ [8], ¨¬¥¥¬

mX
s;p=1

nX
l=1

b
l

sp'
B;l
sp = Sph B(W ); Bi = Sp[(E(m) � hW;Bi)�1 � (E(m) � hB;Bi)�1]: (9)

�à ¢­¨¢ ï ä®à¬ã«ë (8) ¨ (9), ¨§ ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë ¯®«ãç¨¬
mX

s;p=1

nX
l=1

b
l

sp

@F (B)

@b
l

sp

= 0; (10)

£¤¥

F (B) =
Z
�
f(W )P (B;W )d�(W ) (11)

| ¨­â¥£à « �ã áá®­  ®â äã­ªæ¨¨ f .
�¥¯¥àì ¯®­ ¤®¡¨âáï á«¥¤ãîé ï «¥¬¬ , ª®â®à ï ¤®ª §ë¢ ¥âáï â ª¨¬ ¦¥ á¯®á®¡®¬, ª ª â¥®-

à¥¬  5.7.1. ¨§ [9].
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�¥¬¬  2. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© ­¥¯à¥àë¢­®© äã­ªæ¨¨ f , § ¤ ­­®© ­  ®áâ®¢¥ �, ¨­â¥£à «

�ã áá®­  (11) ï¢«ï¥âáï äã­ªæ¨¥©, ¢¥é¥áâ¢¥­­®  ­ «¨â¨ç¥áª®© ¢ < n � ¨ ­¥¯à¥àë¢­®© ­  <,
¯à¨ç¥¬ F = f ­  �.

�á¯®«ì§ãï íâã «¥¬¬ã, à §«®¦¨¬ F (B) ¢ àï¤ �¥©«®à  ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨ 0

F (B) =
X

j�j;j�j�0

C�;�b
�b

�
;

£¤¥ � = (k�qj1k; : : : ; k�qjnk) ¨ � = (k�qj1k; : : : ; k�qjnk), q; j = 1; : : : ;m, | ¬ âà¨æë á ­¥®âà¨æ â¥«ì-
­ë¬¨ æ¥«®ç¨á«¥­­ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ ¨

j�j =
mX
l=1

mX
q=1

mX
j=1

�qjl; b� =
nY
l=1

mY
q=1

mY
j=1

b
�qjl

qjl :

�®£¤  ãá«®¢¨¥ (10) ¢«¥ç¥â

mX
s;p=1

nX
l=1

b
l

sp

@F (B)

@b
l

sp

=
X

j�j�0; j�j>0

j�jC�;�b
�b

�
= 0;

®âáî¤  ¢á¥ ª®íää¨æ¨¥­âë C�;� á j�j > 0 à ¢­ë ­ã«î, â. ¥. äã­ªæ¨ï F (B) £®«®¬®àä­  ¢ < ¨
¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã H1(<). �¥®à¥¬  2 ¤®ª § ­ .

�á«¨ ª â®¬ã ¦¥ äã­ªæ¨ï f ­¥¯à¥àë¢­  ­  �, â® ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 2 äã­ªæ¨ï F ¯à¨­ ¤«¥¦¨â
C(<) ¨ ¥¥ £à ­¨ç­ë¥ §­ ç¥­¨ï ­  � á®¢¯ ¤ îâ á f . �¥®à¥¬  1 ¤®ª § ­ .

�®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ 1 ¨ 2 ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ®­¨ ®áâ îâáï ¢¥à­ë¬¨, ¥á«¨ ãá«®¢¨ï (2) ¨
(6) ¢ë¯®«­ïîâáï «¨èì ¤«ï â¥å  ¢â®¬®àä¨§¬®¢  B , ¤«ï ª®â®àëå â®çª  B «¥¦¨â ¢ ­¥ª®â®à®¬
®âªàëâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ V � <. �®íâ®¬ã ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï.

�¥®à¥¬  3. �á«¨ äã­ªæ¨ï f 2 L1(�) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (6) ¤«ï ¢á¥å â®ç¥ª B, «¥¦ -

é¨å ¢ ­¥ª®â®à®¬ ®âªàëâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ V � <, ¨ ¢á¥å ª®¬¯®­¥­â  ¢â®¬®àä¨§¬   B, â® f

ï¢«ï¥âáï à ¤¨ «ì­ë¬ £à ­¨ç­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ ­  � ­¥ª®â®à®© äã­ªæ¨¨ F 2 H1(<).

�¥®à¥¬  4. �ãáâì äã­ªæ¨ï f 2 C(�) ¨ ãá«®¢¨¥ (2) ¢ë¯®«­ï¥âáï ¤«ï ¢á¥å  ¢â®¬®àä¨§-

¬®¢  , ¯¥à¥¢®¤ïé¨å â®çªã 0 ¢ â®çª¨ ¨§ ­¥ª®â®à®£® ®âªàëâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  V � <. �®£¤  f
£®«®¬®àä­® ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¢ ®¡« áâì < ¤® ­¥ª®â®à®© äã­ªæ¨¨ F 2 C(<).

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ �  ­ «¨â¨ç¥áª¨© ¤¨áª fZ; Z =  (tU 0); jtj < 1g, £¤¥ U 0 | ä¨ªá¨à®¢ ­­ ï
â®çª  ¨§ ®áâ®¢  �,    |  ¢â®¬®àä¨§¬ ®¡« áâ¨ <. �®£¤  £à ­¨æ  T íâ®£®  ­ «¨â¨ç¥áª®£® ¤¨áª 
«¥¦¨â ­  �, ¯®áª®«ìªã â®çª¨ ®¡« áâ¨ < ¯¥à¥å®¤ïâ ¢ â®çª¨ ¨§ <,   â®çª¨ ®áâ®¢  � ¯¥à¥å®¤ïâ ¢
â®çª¨ ®áâ®¢  ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬  ¢â®¬®àä¨§¬ .

�§ â¥®à¥¬ 1 ¨ 2 ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬ ¯®«ãç ¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥ ® äã­ªæ¨ïå á ®¤­®¬¥à­ë¬ á¢®©-
áâ¢®¬ £®«®¬®àä­®£® ¯à®¤®«¦¥­¨ï ¢¤®«ì  ­ «¨â¨ç¥áª¨å ¤¨áª®¢.

�«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ äã­ªæ¨ï f 2 C(�) £®«®¬®àä­® (¯® t) ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¢  ­ «¨â¨ç¥áª¨¥
¤¨áª¨ � ¤«ï ¢á¥å  ¢â®¬®àä¨§¬®¢  («¨¡® ¤«ï ¢á¥å  ¢â®¬®àä¨§¬®¢  , ¯¥à¥¢®¤ïé¨å â®çªã 0
¢ â®çª¨ ­¥ª®â®à®£® ä¨ªá¨à®¢ ­­®£® ®âªàëâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  V � <), â® äã­ªæ¨ï f £®«®¬®àä­®
¯à®¤®«¦ ¥âáï ¢ <.

�â® á«¥¤áâ¢¨¥ ï¢«ï¥âáï  ­ «®£®¬ ¤«ï ¬ âà¨ç­®£® è à  â¥®à¥¬ë �â ãâ  [10] ® äã­ªæ¨ïå á
®¤­®¬¥à­ë¬ á¢®©áâ¢®¬ £®«®¬®àä­®£® ¯à®¤®«¦¥­¨ï.
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