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1. �¢¥¤¥­¨¥

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§M m-¬¥à­®¥ C1-¬­®£®®¡à §¨¥, ç¥à¥§ C1M | ª®«ìæ® ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå äã­ª-
æ¨© ­  M . �®«®¦¨¬ T (r;s)M ¢¥ªâ®à­ë¬ à áá«®¥­¨¥¬ r à § ª®¢ à¨ ­â­ëå ¨ s à § ª®­âà ¢ à¨-
 ­â­ëå â¥­§®à®¢ ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ M , ¢ ç áâ­®áâ¨, TM = T (0;1)M ¨ T �M = T (1;0)M . �à¨ íâ®¬
T (r;s)
x M ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ x 2 M ï¢«ï¥âáï ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®«­®© «¨­¥©­®©
£àã¯¯ë GL(m;R). �á«¨ M | à¨¬ ­®¢® ¬­®£®®¡à §¨¥ á ¬¥âà¨ª®© g, â® áãé¥áâ¢ã¥â ª ­®­¨ç¥-
áª¨© ¨§®¬®àä¨§¬ gx : T (r;s)

x M �= T (r+s;0)
x M , ¯à¨ íâ®¬ ª ¦¤®¥ T (p;0)

x M áâ ­®¢¨âáï ¯à®áâà ­áâ¢®¬
¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ®àâ®£®­ «ì­®© £àã¯¯ë �(m;R).

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ r á¢ï§­®áâì �¥¢¨-�¨¢¨â , § ¤ ¢ ¥¬ãî ¬¥âà¨ª®© g,   ç¥à¥§ C1A | ¢¥ª-
â®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® C1-á¥ç¥­¨© ¯®¤à áá«®¥­¨ï A â¥­§®à­®£® à áá«®¥­¨ï T (p;0)M . � ç áâ­®áâ¨,
¢ ª ç¥áâ¢¥ C1A ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì C1�pM ¨ C1SpM | ¯à®áâà ­áâ¢  á¥ç¥­¨© à áá«®¥­¨©
¢­¥è­¨å ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ¨ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å p-ä®à¬.

�¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë© ®¯¥à â®à D ¯®àï¤ª  k, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ á¥ç¥­¨© C1A
à áá«®¥­¨ï A ¨ ¯à¨­¨¬ îé¨© §­ ç¥­¨ï ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ á¥ç¥­¨© C1B à áá«®¥­¨ï B, ­ §ë¢ -
¥âáï äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¬, ¥á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¥£® ®â­®á¨â¥«ì­ëå á¨¬¢®«®¢ (®â­®á¨â¥«ì­®
á¢ï§­®áâ¨ �¥¢¨-�¨¢¨â r) á®áâ®¨â ¨§ O(m;R)-íª¢¨¢ à¨ ­â­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© ®â­®á¨â¥«ì­® ¥áâ¥-
áâ¢¥­­ëå ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨© ®àâ®£®­ «ì­®© £àã¯¯ë ¢ á«®ïå SaT �M 
 A ¨ B ¤«ï a = 1; 2; : : : ; k.
�ë«® ¤®ª § ­® [1] áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¡ §¨á , á®áâ®ïé¥£® ¨§ âà¥å äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¢
¯à®áâà ­áâ¢¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª , ¤¥©áâ¢ãîé¨å ­  C1�pM , ¨ ãª -
§ ­ë âà¨ äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ®¯¥à â®à  ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª , ¤¥©áâ¢ãîé¨å ­ 
¯à®áâà ­áâ¢¥ á¥ç¥­¨© C1S2

0 à áá«®¥­¨ï S2
0M á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ¡¥áá«¥¤®¢ëå 2-ä®à¬.

� [2]{[4] à¥è¥­ë  ­ «®£¨ç­ë¥ § ¤ ç¨ ®âëáª ­¨ï äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ®¯¥-
à â®à®¢ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª , ¤¥©áâ¢ãîé¨å ­  C1�pM ¨ C1S2

0M , ­® ã¦¥ ­ ¤ ¯á¥¢¤®à¨¬ ­®¢ë¬
¬­®£®®¡à §¨¥¬ M . �ë« ­ ©¤¥­ ¢¨¤ íâ¨å ®¯¥à â®à®¢, ãª § ­ë ¨å á¢®©áâ¢ , ¤ ­® ®¯¨á ­¨¥ ï¤¥à
íâ¨å ®¯¥à â®à®¢ ¨ ãª § ­ë ¢®§¬®¦­ë¥ ¯à¨«®¦¥­¨ï ¯®«ãç¥­­ëå à¥§ã«ìâ â®¢ ¢ à¥«ïâ¨¢¨áâáª®©
ä¨§¨ª¥.

� ¤ ­­®© áâ âì¥, ¯à®¤®«¦ îé¥© íâ¨ ¨ááá«¥¤®¢ ­¨ï, à áá¬ âà¨¢ îâáï à áá«®¥­¨ï �pM ¨
SpM ­ ¤ ¬­®£®®¡à §¨¥¬ M á «¨­¥©­®© á¢ï§­®áâìî r ¡¥§ ªàãç¥­¨ï, ¤ îâáï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï äã­-
¤ ¬¥­â «ì­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª , ¤¥©áâ¢ãîé¨å ­  ¯à®áâà ­áâ¢ å
á¥ç¥­¨© íâ¨å à áá«®¥­¨©, ­ å®¤ïâáï ¢á¥ íâ¨ ®¯¥à â®àë ¨ ®¯¨áë¢ îâáï ¨å ï¤à .

2. �ã­¤ ¬¥­â «ì­ë¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ®¯¥à â®àë ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª 

­  ¢­¥è­¨å ä®à¬ å

�ãáâì M | C1-¬­®£®®¡à §¨¥ á «¨­¥©­®© á¢ï§­®áâìî r ¡¥§ ªàãç¥­¨ï. � áá¬®âà¨¬ C1M -
¬®¤ã«ì Di�(�pM;T �M 
 �pM) «¨­¥©­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ­ 
¯à®áâà ­áâ¢¥ C1M -á¥ç¥­¨© C1�pM à áá«®¥­¨ï ¢­¥è­¨å ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå p-ä®à¬ �pM .

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨©
(¯à®¥ªâë 00-01-00553 ¨ 01-01-06275).
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�¨­¥©­ë© ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë© ®¯¥à â®à ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  D ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ C1M -á¥ç¥­¨©
C1�pM ­ §®¢e¬ äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¬, ¥á«¨ ¥£® £« ¢­ë© á¨¬¢®« (®â­®á¨â¥«ì­® á¢ï§­®áâ¨r) ï¢«ï-
¥âáï ¯à®¥ªâ®à®¬ ­  ¯®â®ç¥ç­® GL(m;R)-­¥¯à¨¢®¤¨¬®¥ ¯®¤à áá«®¥­¨¥ â¥­§®à­®£® à áá«®¥­¨ï
T �M 
 �pM . �¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥®à¥¬  2.1. �ãáâì M | ¬­®£®®¡à §¨¥ m ¨§¬¥à¥­¨© á «¨­¥©­®© á¢ï§­®áâìî r ¡¥§ ªàã-

ç¥­¨ï, �pM | à áá«®¥­¨¥ ¢­¥è­¨å ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå p-ä®à¬ ­ ¤ M ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® 1 �
p � m� 1. �ãé¥áâ¢ãîâ ¤¢  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ®¯¥à â®à  ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª 

­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ C1�pM á¥ç¥­¨© à áá«®¥­¨ï �pM . �â¨¬¨ ®¯¥à â®à ¬¨ ¡ã¤ãâ D1 = 1
p+1

d ¨

D2 = r� 1
p+1

d ¤«ï ®¯¥à â®à  ¢­¥è­¥£® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï d : C1�pM ! C1�p+1M . �à¨ç¥¬

ï¤à®¬ ¯¥à¢®£® ®¯¥à â®à  D1 á«ã¦ â § ¬ª­ãâë¥,   ï¤à®¬ ¢â®à®£® ®¯¥à â®à  D2 | ª¨««¨­£®¢ë

p-ä®à¬ë, á®áâ ¢«ïîé¨¥ ¤¢  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  Dp(M;R) ¨ Kp(M;R) ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ 
¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå p-ä®à¬ 


p(M;R) ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ M .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ­ ¤m-¬¥à­ë¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬M â¥­§®à­®¥ à áá«®¥­¨¥ T �M


�pM ¤«ï 1 � p � m � 1. �â ­¤ àâ­ë¬ á«®¥¬ ¯®á«¥¤­¥£® ï¢«ï¥âáï â¥­§®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®
E� 
 �pE,   áâàãªâãà­®© £àã¯¯®© | ¯®«­ ï «¨­¥©­ ï £àã¯¯  GL(m;R). �ãé¥áâ¢ãîâ ¤¢ 
GL(m;R)-­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  S1(E� 
 �pE) = �p+1E ¨ S2(E� 
 �pE) = ker �p+1,
áã¬¬  ª®â®àëå á®áâ ¢«ï¥â ¢áe ¯à®áâà ­áâ¢® E� 
 �pE. �¤¥áì �p+1 : E� 
 �pE ! �p+1E |
¨§¢¥áâ­ë© «¨­¥©­ë© ¯à®¥ªâ®à, ­ §ë¢ ¥¬ë©  ­â¨á¨¬¬¥âà¨§ æ¨¥© ¨«¨  «ìâ¥à­¨à®¢ ­¨¥¬. � à¥-
§ã«ìâ â¥ ¯à¨å®¤¨¬ ª ¯®â®ç¥ç­® GL(m;R)-­¥¯à¨¢®¤¨¬®¬ã à §«®¦¥­¨î à áá«®¥­¨ï T �M 
�pM
¢¨¤ 

T �M 
 �pM = �p+1M � ker �p+1:

�§¢¥áâ­® ([5], á. 87), çâ® §­ ç¥­¨¥ ­  � 2 C1T �M £« ¢­®£® á¨¬¢®«  �(r) ®¯¥à â®à  ª®¢ à¨-
 ­â­®£® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï r : C1�pM ! C1(T �M 
 �pM) ¥áâì £®¬®¬®àä¨§¬ ¯® § ª®­ã
�(r)� : ! 2 C1�pM ! � 
 ! 2 C1(T �M 
 �pM),   §­ ç¥­¨¥ ­  � 2 C1T �M £« ¢­®£® á¨¬¢®« 
�(d) ®¯¥à â®à  ¢­¥è­¥£® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï d : C1�pM ! C1�p+1M ¡ã¤¥â £®¬®¬®àä¨§¬®¬
¯® § ª®­ã ([5], á. 78) �(d)� : ! 2 C1�pM ! � ^! 2 C1�p+1M . �®íâ®¬ã ¢ ¯¥à¢®¬ äã­¤ ¬¥­â «ì-
­®¬ ®¯¥à â®à¥ D1 «¥£ª® ã§­ âì ­®à¬¨à®¢ ­­ë© ®¯¥à â®à ¢­¥è­¥£® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï, â. ¥.
D1 = 1

p+1
d.

�á«¨ ç¥à¥§ �(D2) ®¡®§­ ç¨âì £« ¢­ë© á¨¬¢®« ®¯¥à â®à  ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  D2 = r� 1
p+1

d, â®
¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

�(D2)� : ! 2 C1�pM !

�
� 
 ! �

1
p+ 1

� ^ !

�
2 C1(ker �p+1): (2.1)

�®íâ®¬ã ¢â®àë¬ äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¡ã¤¥â D2 = r� 1
p+1

d.
�¤à®¬ ¯¥à¢®£® äã­¤ ¬¥­â «ì­®£® ®¯¥à â®à  ï¢«ïîâáï § ¬ª­ãâë¥ p-ä®à¬ë, ¬­®¦¥áâ¢® ª®-

â®àëå ­  M ®¡à §ã¥â ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¯à®áâà ­áâ¢  

p(M;R) ¢­¥è­¨å ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå

p-ä®à¬ ­  M . �¡®§­ ç¨¬ ¥£® ç¥à¥§ Dp(M;R); â®£¤ , ª ª ¨§¢¥áâ­®, D�(M) = �
p�0

Dp(M;R)

ï¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à®© £à ¤ã¨à®¢ ­­®©  ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­®©  áá®æ¨ â¨¢­®©  «£¥¡àë � àâ ­ 
��(M) = �

p�0
�p(M;R).

�«ï ¯®«ãç¥­¨ï å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ¢­¥è­¨å ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå p-ä®à¬ ! 2 C1�pM , á®áâ -
¢«ïîé¨å ï¤à® ¢â®à®£® äã­¤ ¬¥­â «ì­®£® ®¯¥à â®à , à áá¬®âà¨¬ ­  M ¯à®¨§¢®«ì­ãî £¥®¤¥§¨-
ç¥áªãî 
, ®â­¥á¥­­ãî ª  ää¨­­®¬ã ¯ à ¬¥âàã t 2 J � R ([6], á. 135), ¨ ¯®«®¦¨¬ X = d


dt
; ¨¬¥¥¬

rXX = 0. �¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ®¡®§­ ç¥­¨¥: (iX!)(X2; : : : ; Xp) = !(X;X2; : : : ;Xp), â®£¤  ãá«®¢¨¥
ª®¢ à¨ ­â­®© ¯®áâ®ï­­®áâ¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© (p� 1)-ä®à¬ë iX! ¢¤®«ì £¥®¤¥§¨ç¥áª®© 
 ¢ á¨-
«ã ¯à®¨§¢®«ì­®áâ¨ ¢ë¡®à  ¯®á«¥¤­¥© ¯à¨¬¥â ¢¨¤ d! = (p+ 1)r!, çâ® ®§­ ç ¥â ! 2 kerD2. �â®
ãà ¢­¥­¨¥ ¢ á«ãç ¥ ¯á¥¢¤®à¨¬ ­®¢  ¬­®£®®¡à §¨ï M á® á¢ï§­®áâìî �¥¢¨-�¨¢¨â  r á®¢¯ ¤ ¥â
á ãà ¢­¥­¨ï¬¨ ¤«ï ª¨««¨­£®¢ëå p-ä®à¬ ([7], á. 339{340). �®  ­ «®£¨¨ p-ä®à¬ã ! 2 kerD2 ­ 
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¬­®£®®¡à §¨¨ M á «¨­¥©­®© á¢ï§­®áâìî r ­ §®¢e¬ â ª¦¥ ª¨««¨­£®¢®© (á¬. â ª¦¥ [8]). �¥¯®-
áà¥¤áâ¢¥­­® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ª¨««¨­£®¢ëå p-ä®à¬ ­  M ®¡à §ã¥â ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®
¢ 
p(M;R), ª®â®à®¥ ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Kp(M;R).

� [8] ¡ë«® ¤®ª § ­®, çâ® ­  m-¬¥à­®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ M á (�;r)-áâàãªâãà®©, £¤¥ � | ­¥
®¡à é îé ïáï ­  M ¢ ­ã«ì m-ä®à¬  ¨ r | «¨­¥©­ ï á¢ï§­®áâì ¡¥§ ªàãç¥­¨ï â ª ï, çâ®
r� = 0, ¨ à ¢­ë¬ ­ã«î â¥­§®à®¬ ¯à®¥ªâ¨¢­®© ªà¨¢¨§­ë �¥©«ï ([9], á. 165) á ­¥®¡å®¤¨¬®áâìî
¢ëâ¥ª ¥â ­¥à ¢¥­áâ¢®

dimKp(M;R) �
m!

p!(m� p)!
:

�®ç­® ®æ¥­¨âì à §¬¥à­®áâì ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¢­¥è­¨å ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ª¨««¨­-
£®¢ëå ä®à¬ ¬ë ¬®¦¥¬ ­  ¯«®áª®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ M , â. ¥. ¬­®£®®¡à §¨¨ á «¨­¥©­®© á¢ï§­®áâìî
r, çì¨ â¥­§®àë ªàãç¥­¨ï ¨ ªà¨¢¨§­ë à ¢­ë ­ã«î. �¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥®à¥¬  2.2. �ãáâì M ï¢«ï¥âáï ¯«®áª¨¬ m-¬¥à­ë¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬ á «¨­¥©­®© á¢ï§­®-
áâìî r ¨ ¢­¥è­¥© ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© ª¨««¨­£®¢®© p-ä®à¬®© ! ­  M . �®£¤  ¢ «®ª «ì­®© á¨-

áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â x1; : : : ; xm ®ªà¥áâ­®áâ¨ ¯à®¨§¢®«ì­®© â®çª¨ x 2M ,  ää¨­­® ¤¨ää¥®¬®àä­®©

®âªàëâ®¬ã ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ã  ää¨­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ , ª®¬¯®­¥­âë ä®à¬ë ! ¨¬¥îâ á«¥¤ãî-

é¨© ¢¨¤:

!i1:::ip = Aki1:::ipx
k +Bi1:::ip ; (2.2)

£¤¥ Aki1:::ip ¨ Bi1:::ip | ª®¬¯®­¥­âë ¯®áâ®ï­­ëå ª®coá¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å â¥­§®à®¢ A ¨ B, ¨ ¢á«¥¤-

áâ¨¥ íâ®£®

dimKp(M;R) =
(m+ 1)!

(p+ 1)!(m� p)!
:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¬­®£®®¡à §¨¥ � á «¨­¥©­®© á¢ï§­®áâìî r ï¢«ï¥âáï ¯«®áª¨¬, â®-
£¤  ¯® â¥®à¥¬¥ 1.7.18 ¨§ [10] ª ¦¤ ï ¥£® â®çª  x ¨¬¥¥â ®ªà¥áâ­®áâì,  ää¨­­® ¤¨ää¥®¬®àä-
­ãî ®âªàëâ®¬ã ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ã  ää¨­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  �m. � íâ®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ áãé¥áâ¢ã¥â
(á¬. â ª¦¥ [11], á. 136) «®ª «ì­ ï á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â x1; : : : ; xm, ¢ ª®â®à®© rk = @

@xk
¨ á¯à ¢¥¤-

«¨¢® ¯à ¢¨«® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï @2

@xk@xj
= @2

@xj@xk
. �  íâ®¬ ®á­®¢ ­¨¨ ãà ¢­¥­¨ï, ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥

ª¨««¨­£®¢ã ä®à¬ã, ¬®¦­® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

@j!ii2:::ip + @i!ji2:::ip = 0; (2.3)

£¤¥ ¯®«®¦¨¬ @j = @

@xj
. �à®¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ «¥¢ãî ¨ ¯à ¢ãî ç áâ¨ ª ¦¤®£® ¨§ ãà ¢­¥­¨© á¨-

áâ¥¬ë (2.3) ¯® ¯¥à¥¬¥­­®© xk, ¯®«ãç¨¬

@k@j!ii2:::ip + @k@i!ji2:::ip = 0: (2.4)

� à¥§ã«ìâ â¥ æ¨ª«¨ç¥áª®© § ¬¥­ë ¨­¤¥ªá®¢ k, j ¨ i ¯®«ãç¨¬ ¥é¥ ¤¢¥  ­ «®£¨ç­ë¥ á¨áâ¥¬ë
ãà ¢­¥­¨©:

@j@i!ki2:::ip + @j@k!ii2:::ip = 0; (2.5)

@i@k!ji2:::ip + @i@j!ki2:::ip = 0: (2.6)

�«®¦¨¬ ¯®ç«¥­­® ãà ¢­¥­¨ï á¨áâ¥¬ (2.4) ¨ (2.5),   ¨§ à¥§ã«ìâ â  â ª¦¥ ¯®ç«¥­­® ¢ëçâ¥¬ ãà ¢-
­¥­¨ï á¨áâ¥¬ë (2.6). �á«¥¤áâ¢¨¥ íâ¨å ¤¥©áâ¢¨© ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã ãà ¢­¥­¨© ¢¨¤ 

@k@j!ii2:::ip = 0: (2.7)

�§ (2.7) á ­¥®¡å®¤¨¬®áâìî á«¥¤ãîâ à ¢¥­áâ¢  (2.2), ¯à¨ íâ®¬ ãá«®¢¨ï ­  ª®¬¯®­¥­âë â¥­§®à®¢
A ¨ B á«¥¤ãîâ ¨§ ãà ¢­¥­¨© (2.3).

�¥¯¥àì ¬®¦­® ¯®¤áç¨â âì à §¬¥à­®áâì ¯à®áâà ­áâ¢  Kp(�;R) ­  ¯«®áª®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ M ,
ª®â®à ï á®¢¯ ¤ ¥â á ç¨á«®¬ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¢­¥è­¨å ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ª¨««¨­£®¢ëå
p-ä®à¬. � ®­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ç¨á«®¬ ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ª®¬¯®­¥­â â¥­§®à®¢ A ¨ B, ª®â®à®¥
à ¢­® (m+1)!

(p+1)!(m�p)!
.

57



� § ª«îç¥­¨e ®â¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï «î¡®© ¢­¥è­¥© ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© p-ä®à¬ë ! á¯à ¢¥¤«¨-
¢® GL(m;R)-­¥¯à¨¢®¤¨¬®¥ à §«®¦¥­¨¥ r! = D1! + D2!, ¨§ ª®â®à®£® ¢ë¢®¤¨¬, çâ® D1 ¨ D2

ï¢«ïîâáï ®¡®¡é¥­­ë¬¨ GL(m;R)-£à ¤¨¥­â ¬¨ (á¬. [12] ¨ [13]).

3. �ã­¤ ¬¥­â «ì­ë¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ®¯¥à â®àë ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª 

­  á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ä®à¬ å

�ãáâì M | C1-¬­®£®®¡à §¨¥ á «¨­¥©­®© á¢ï§­®áâìî r ¡¥§ ªàãç¥­¨ï. � áá¬®âà¨¬ C1�-
¬®¤ã«ì Di�(SpM;T �M 
 SpM) «¨­¥©­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ­ 
¯à®áâà ­áâ¢¥ C1M -á¥ç¥­¨© C1SpM à áá«®¥­¨ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå p-ä®à¬
SpM .

�¨­¥©­ë© ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë© ®¯¥à â®à ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  D ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ C1M -á¥ç¥­¨©
C1M ­ §®¢e¬ äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¬, ¥á«¨ ¥£® £« ¢­ë© á¨¬¢®« (®â­®á¨â¥«ì­® á¢ï§­®áâ¨ r) ï¢«ï-
¥âáï ¯à®¥ªâ®à®¬ ­  ¯®â®ç¥ç­® GL(m;R)-­¥¯à¨¢®¤¨¬®¥ ¯®¤à áá«®¥­¨¥ â¥­§®à­®£® à áá«®¥­¨ï
T �M 
 SpM .

�¥®à¥¬  3.1. �ãáâì M | ¬­®£®®¡à §¨¥ m ¨§¬¥à¥­¨© á «¨­¥©­®© á¢ï§­®áâìî r ¡¥§ ªàãç¥-

­¨ï, SpM | à áá«®¥­¨¥ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å p-ä®à¬ ­ ¤ M . �ãé¥áâ¢ãîâ ¤¢  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå

¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ®¯¥à â®à  ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ C1SpM á¥ç¥­¨© à áá«®¥­¨ï

SpM . �â¨¬¨ ®¯¥à â®à ¬¨ ¡ã¤ãâ D1 = 1
p+1

�� ¨ D2 = r� 1
p+1

��. �¤à®¬ ¯¥à¢®£® á«ã¦ â ª¨««¨­-

£®¢ë,   ï¤à®¬ ¢â®à®£® | ª®¤ ææ¥¢ë á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ p-ä®à¬ë, á®áâ ¢«ïîé¨¥ ¤¢  ¢¥ªâ®à­ëå

¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  Gp(M;R) ¨ Cp(M;R) ¯à®áâà ­áâ¢  á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å p-ä®à¬ �
p(M;R).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ­ ¤m-¬¥à­ë¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬M â¥­§®à­®¥ à áá«®¥­¨¥ T �M


SpM . �â ­¤ àâ­ë¬ á«®¥¬ ¯®á«¥¤­¥£® ï¢«ï¥âáï â¥­§®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® E�
SpE,   áâàãªâãà­®©
£àã¯¯®© | ¯®«­ ï «¨­¥©­ ï £àã¯¯  GL(m;R). �ãé¥áâ¢ãîâ â®«ìª® ¤¢  GL(m;R)-­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå
¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ : S1(E� 
SpE) = Sp+1E ¨ S2(E�
SpE) = kerSp+1, áã¬¬  ª®â®àëå á®áâ ¢¨â ¢áe
¯à®áâà ­áâ¢® E� 
 SpE. �¤¥áì Sp+1 : E� 
 SpE ! Sp+1E | ¨§¢¥áâ­ë© «¨­¥©­ë© ¯à®¥ªâ®à,
­ §ë¢ ¥¬ë© á¨¬¬¥âà¨§ æ¨¥©.

� à¥§ã«ìâ â¥ ¯à¨å®¤¨¬ ª ¯®â®ç¥ç­®GL(m;R)-­¥¯à¨¢®¤¨¬®¬ã à §«®¦¥­¨î à áá«®¥­¨ï T �M


SpM = Sp+1M�kerSp+1. �®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î (á¬. [15], á. 54) ®¯¥à â®à  á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®£® ¤¨ä-
ä¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï �� : C1SpM ! C1Sp+1M §­ ç¥­¨¥ ­  � 2 C1T �M ¥£® £« ¢­®£® á¨¬¢®«  �(��)
¥áâì £®¬®¬®àä¨§¬ ¯® § ª®­ã �(��)� : ' 2 C1SpM ! � � ' 2 C1Sp+1M ¤«ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®£®
ã¬­®¦¥­¨ï �. �®íâ®¬ã ¯¥à¢ë¬ äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¡ã¤¥â ­®à¬¨à®¢ ­­ë© á¨¬¬¥âà¨-
ç¥áª¨© ¤¨ää¥à¥­æ¨ «, â. ¥. D1 = 1

p+1
��.

�á«¨ ç¥à¥§ �(D2) ®¡®§­ ç¨âì â¥¯¥àì £« ¢­ë© á¨¬¢®« ®¯¥à â®à  ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  D2 = r�
1

p+1
��, â® ¨¬¥¥¬

�(D2)� : ' 2 C1SpM !

�
� 
 '�

1
p+ 1

� � '

�
2 C1(kerSp+1):

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢â®àë¬ äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¡ã¤¥â D2 = r� 1
p+1

��.
�¤à®¬ ¯¥à¢®£® äã­¤ ¬¥­â «ì­®£® ®¯¥à â®à  á«ã¦ â á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ p-

ä®à¬ë ' 2 C1SpM â ª¨¥, çâ® (rX')(X; : : : ;X) = 0 ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® X 2 C1TM . �®¤®¡­ë¥
á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ä®à¬ë ­ §®¢e¬ ª¨««¨­£®¢ë¬¨ ¯®  ­ «®£¨¨ á á¨¬¬¥âà¨ç¥-
áª¨¬¨ ª¨««¨­£®¢ë¬¨ ä®à¬ ¬¨ ­  ¯á¥¢¤®à¨¬ ­®¢®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ (á¬. [7], á. 339). �«ï ª ¦¤®©
á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© ª¨««¨­£®¢®© p-ä®à¬ë ' ¢¤®«ì ¯à®¨§¢®«ì­®© £¥®¤¥§¨ç¥áª®© 
 ­ M , ®â­¥áe­­®©
ª  ää¨­­®¬ã ¯ à ¬¥âàã t 2 J � R, ¨¬¥¥¬ '(X; : : : ;X) = const ¤«ï X = d


dt
.

�¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® ¢áe ¬­®¦¥áâ¢® á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ª¨««¨­£®¢ëå p-ä®à¬ ­ 
¬­®£®®¡à §¨¨ M á «¨­¥©­®© á¢ï§­®áâìî r ®¡à §ã¥â ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¯à®áâà ­áâ¢  �p(M;R)
¢á¥å á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå p-ä®à¬ ­  M . �¡®§­ ç¨¬ ¥£® ç¥à¥§ Gp(M;R) ¨ ¯®«®-
¦¨¬ G�(M) = �

p�0
Gp(M;R). �®áª®«ìªã ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®

Sp+r+1(r(' � '0)) = Sp+r+1(Sp+1(r')
 '0) + Sp+r+1('
 Sr+1(r'0)) = 0
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¤«ï ®¯¥à â®à  á¨¬¬¥âà¨§ æ¨¨ Sq ¨ ¯à®¨§¢®«ì­ëå ' 2 C1SpM ¨ '0 2 C1SrM , â® á¨¬¬¥âà¨ç¥-
áª®¥ ã¬­®¦¥­¨¥ � ¯à¥¢à é ¥âG�(M) ¢ ¯®¤ «£¥¡àã £à ¤ã¨à®¢ ­­®© ª®¬¬ãâ â¨¢­®©  áá®æ¨ â¨¢-
­®©  «£¥¡àë á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ä®à¬ �

�(M;R) = �
p�0

�
p(M;R).

�¤à® ¢â®à®£® ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®£® ®¯¥à â®à  D2 = r � 1
p+1

�� á®áâ ¢«ïîâ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥
¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ p-ä®à¬ë ' 2 C1SpM , ¯®¤ç¨­ïîé¨¥áï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®¬ã ãà ¢­¥­¨î
(p+ 1)r' = ��' ¨«¨ à ¢­®á¨«ì­®¬ã ¥¬ã ãà ¢­¥­¨î (rX')(Y;X2; :::; Xp) = (rY ')(X;X2; :::;Xp)
¤«ï ¢á¥å X;Y;X2; : : : ;Xp 2 C1TM . � §®¢e¬ íâ¨ p-ä®à¬ë ª®¤ ææ¥¢ë¬¨, ¯®áª®«ìªã ¤«ï p = 2
¯®¤®¡­ë¥ ãà ¢­¥­¨ï ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ á «¨­¥©­®© á¢ï§­®áâìî ([11], á. 169) ¨ ­  à¨¬ ­®¢®¬ ¬­®-
£®®¡à §¨¨ á® á¢ï§­®áâìî �¥¢¨-�¨¢¨â  (á¬. [15], á. 590{598) ¯à¨­ïâ® ­ §ë¢ âì ãà ¢­¥­¨ï¬¨ �®-
¤ ææ¨,   ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ¨¬ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ 2-ä®à¬ë | ª®¤ ææ¥¢ë¬¨.

�¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ª®¤ ææ¥¢ëå á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å p-ä®à¬ ­  M
®¡à §ã¥â ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® �p(M;R). �¡®§­ ç¨¬ ¥£® ç¥à¥§ Cp(M;R).

� ¨¡®«¥¥ ®¡é¨© ¯à¨¬¥à á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ª®¤ ææ¥¢ëå p-ä®à¬ ¬®¦­® ¯®áâà®¨âì ­  ¯«®áª®¬
¬­®£®®¡à §¨¨M , £¤¥ ­¥âàã¤­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® p-ä®à¬  ' á ª®¬¯®­¥­â ¬¨ 'i1i2:::ip = @i1@i2 : : : @ipf
¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© f 2 CpM ¢ «®ª «ì­®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â x1; x2; : : : ; xm ¯à®¨§¢®«ì­®© â®çª¨
x 2 � ï¢«ï¥âáï ª®¤ ææ¥¢®©. �¯®á®¡ ¦¥ ¯®áâà®¥­¨ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ª®¤ ææ¥¢ëå 2-ä®à¬ ­  ¬­®-
£®®¡à §¨¨ á® áâàãªâãà®© (�;r) ¨ à ¢­ë¬ ­ã«î â¥­§®à®¬ ¯à®¥ªâ¨¢­®© ªà¨¢¨§­ë �¥©«ï ®¯¨á ­
�.�.�®à¤¥­®¬ ([11], á. 169). � ¨¬¥­­®, «î¡ ï ª®¤ ææ¥¢  á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï 2-ä®à¬  ' ­  ¯®¤®¡­®¬
¬­®£®®¡à §¨¨ M ¨¬¥¥â ¢¨¤ ' = r2f + 1

m�1
f Ric ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© f 2 C2M ¨ â¥­§®à  �¨çç¨

Ric á¢ï§­®áâ¨ r.
�«ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ª¨««¨­£®¢ëå ä®à¬ á¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥®à¥¬  3.2. �  m-¬¥à­®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ M á® áâàãªâãà®© (�;r) ¨ à ¢­ë¬ ­ã«î â¥­§®-

à®¬ ¯à®¥ªâ¨¢­®© ªà¨¢¨§­ë �¥©«ï

dimGp(M;R) �
(m+ p� 1)!
p!(m� 1)!

:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �  m-¬¥à­®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ M á® áâàãªâãà®© (�;r) ¨ à ¢­ë¬ ­ã«î â¥­-
§®à®¬ ¯à®¥ªâ¨¢­®© ªà¨¢¨§­ë �¥©«ï áãé¥áâ¢ã¥â m «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ª¨««¨­£®¢ëå 1-ä®à¬
!(1); : : : ; !(m) [8]. �®£¤  ¤«ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© p-ä®à¬ë ' = Sp(!(i1)
� � �
!(ip)),
£¤¥ i1; : : : ; ip = 1; 2; : : : ;m, ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì Sp(r') = 0. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® ' 2 Gp(M;R).

�®ç­® ®æ¥­¨âì à §¬¥à­®áâì ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ª¨««¨­£®¢ëå ä®à¬
¢®§¬®¦­® ­  ¯«®áª®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ M , ¤«ï íâ®£® ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì à¥§ã«ìâ â ¬¨ ¡®«¥¥ ç¥¬
âà¨¤æ â¨«¥â­¥© ¤ ¢­®áâ¨ (á¬. [16] ¨ [14]), ¬®¦­® áä®à¬ã«¨à®¢ âì â¥®à¥¬ã,  ­ «®£¨ç­ãî â¥®à¥-
¬¥ 2.2.

�¥®à¥¬  3.3. �ãáâì M ï¢«ï¥âáï ¯«®áª¨¬ m-¬¥à­ë¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬ á «¨­¥©­®© á¢ï§­®-

áâìî r ¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© ª¨««¨­£®¢®© p-ä®à¬®© ' ­  M . �®£¤  ¢ «®ª «ì-

­®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â x1; : : : ; xm ®ªà¥áâ­®áâ¨ ¯à®¨§¢®«ì­®© â®çª¨ x 2M ,  ää¨­­® ¤¨ää¥®-

¬®àä­®© ®âªàëâ®¬ã ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ã  ää¨­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ , ª®¬¯®­¥­âë 'i1:::ip ä®à¬ë '
¨¬¥îâ ¢¨¤

'i1:::ip =
pX

q=0

Ai1:::ipj1:::jqx
j1 : : : xjq ;

£¤¥ Ai1:::ipj1:::jq | ª®¬¯®­¥­âë ¯®áâ®ï­­ëå â¥­§®à®¢, á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ ¯® £àã¯¯ ¬ ¨­¤¥ªá®¢

i1; : : : ; ip ¨ j1; : : : ; jq ¨ ¯à¨ íâ®¬ á¨¬¬¥âà¨§ æ¨ï ª ¦¤®£® ¯® ¨­¤¥ªá ¬ i1; : : : ; ip; j1; : : : ; jq�1 ¤«ï
q = 1; : : : ; p ¤®«¦­  ¤ ¢ âì ­ã«ì. �á«¥¤áâ¢¨¥ íâ®£®

dimGp(M;R) =
p(p+ 1)2(p+ 2)2 : : : (m+ p� 1)2(m+ p)

p!(p+ 1)!
:
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�®¯à®á áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ª¨««¨­£®¢ëå ä®à¬ ¤«¨â¥«ì­®¥ ¢à¥¬ï ¡ë«  ªâã «ì-
­ë¬ ¢ ®¡é¥© â¥®à¨¨ ®â­®á¨â¥«ì­®áâ¨ (­ ¯à., [7], á. 340{342). �¥¯¥àì ­ ¬ ¨§¢¥áâ¥­ á¯®á®¡ ¯®-
áâà®¥­¨ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ª¨««¨­£®¢ëå ä®à¬ ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ­  ¯«®áª®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ M ¨
¬­®£®®¡à §¨¨ á® áâàãªâãà®© (�;r) ¨ à ¢­ë¬ ­ã«î â¥­§®à®¬ ¯à®¥ªâ¨¢­®© ªà¨¢¨§­ë �¥©«ï.

� § ª«îç¥­¨e ®â¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï «î¡®© á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© p-ä®à¬ë ' á¯à ¢¥¤«¨¢® á«¥¤ãî-
é¥¥ GL(m;R)-­¥¯à¨¢®¤¨¬®¥ à §«®¦¥­¨¥: r' = D1' +D2', ¨§ ª®â®à®£® ¢ë¢®¤¨¬, çâ® D1 ¨ D2

ï¢«ïîâáï ®¡®¡é¥­­ë¬¨ GL(m;R)-£à ¤¨¥­â ¬¨ (á¬. [12] ¨ [13]).
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