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О МНОЖЕСТВЕ КВАНТОВЫХ СОСТОЯНИЙ И ЕГО УСРЕДНЕННЫХ
ДИНАМИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ

Аннотация. Исследуется множество квантовых состояний и предельные переходы в последо-
вательностях действующих в нем квантовых динамических полугрупп. Изучается структура
множества крайних точек совокупности состояний и получено представление произвольно-
го состояния интегралом по множеству одномерных ортогональных проекторов, подобное
спектральному разложению нормального состояния. Полученные результаты применены к
анализу последовательностей квантовых динамических полугрупп, возникающих при регу-
ляризации вырожденного гамильтониана.
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Abstract. In this paper we consider the set of quantum states and passages to the limit for
sequences of quantum dynamic semigroups in the mentioned set. We study the structure of the
set of extreme points of the set of quantum states and represent an arbitrary state as an integral
over the set of one-dimensional orthogonal projectors; the obtained representation is similar to the
spectral decomposition of the normal state. We apply the obtained results to the analysis of the
limit behavior of sequences of quantum dynamic semigroups which occur in the regularization of
the degenerate Hamiltonian.

Keywords: finitely additive measure, quantum state, dynamic semigroup.

Введение. Вырождение гамильтониана на некотором подмножестве фазового или коор-
динатного пространства приводит к некорректности задачи Коши для уравнения эволюции
как в классической [1], так и в квантовой [2] механике. Динамическое преобразование про-
странства состояний системы с вырожденным гамильтонианом определяется как предел
последовательности регуляризованных динамических полугрупп, задаваемых регуляризо-
ванными гамильтонианами [3]. Предельные переходы в пространстве квантовых состояний
выводят предельную динамику квантовой системы из подмножества нормальных состояний
во множество состояний общего вида ([4], [5]), которые в отличие от нормальных состояний
не могут быть представлены ни ядерными, ни ограниченными линейными операторами в
гильбертовом пространстве квантовой системы ([6]–[8]). Поэтому для изучения указанных
предельных переходов требуется перенести методы анализа ядерных операторов на состо-
яния общего вида — определить отношение коммутативности состояния и оператора или
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двух состояний, исследовать структуру множества крайних точек совокупности состояний
и представимость произвольного состояния интегралом по множеству одномерных ортого-
нальных проекторов в духе спектральной теоремы для нормальных состояний.
Изучению квантовых состояний, весов и мер на проекторах алгебры B(H) посвящены

работы Дж.фон Неймана, Ф.Мюррея, А. Глизона, И.Сигала, Дж.Макки и многих других
авторов ([9] и цитированная там литература). Теорема Глизона устанавливает связь между
вполне аддитивными мерами на проекторах и нормальными состояниями. Теорема 27.16
[9], являющаяся обобщением теоремы Глизона на случай неограниченных мер, утверждает,
что мера, заданная на проекторах алгебры B(H), определяет вес на B(H). Цель настоящей
статьи — изучить представление состояний, не являющихся нормальными, с помощью мер
на множестве одномерных ортогональных проекторов.
Разложение нормального состояния может производиться по множеству попарно ортого-

нальных одномерных проекторов некоторого ортогонального разложения единичного опе-
ратора (теорема Глизона, спектральная теорема), а может — по переполненной системе
одномерных ортогональных проекторов (например, по состояниям Глаубера [10]). В первом
случае разложение состояния называется ортогональным, а во втором — неортогональным.
В настоящей статье для произвольного квантового состояния получено неортогональное
разложение в интеграл Петтиса по множеству векторных состояний. Исследован специ-
альный класс состояний, которые допускают разложение в интеграл по семейству попарно
ортогональных одномерных проекторов.
Полученные результаты применяются к описанию динамики квантовой системы с вы-

рожденным гамильтонианом и ее регуляризации.
При изучении задачи Коши для уравнения Шрёдингера с вырожденным гамильтонианом

i
d

dt
u(t) = Lu(t), t > 0, (1)

u(+0) = u0, u0 ∈ H = L2(R) (2)

(где L — симметрический плотно определенный оператор в пространстве H, заданный вы-
рожденным дифференциальным выражением второго порядка) методом эллиптической ре-
гуляризации исследуется последовательность регуляризованных задач Коши с начальным
условием (2) для уравнений Шрёдингера

i
d

dt
u(t) = Lεu(t), t > 0, ε ∈ E ≡ (0, 1). (3)

Здесь при каждом ε ∈ E оператор Lε самосопряжен и равномерно эллиптичен, а при ε → 0
последовательность операторов {Lε} аппроксимирует оператор L в топологии сходимости
графиков операторов [2].
В качестве примера вырожденного симметрического оператора может быть предложен

оператор L, заданный на максимальной области определения в пространстве H = L2(R)
дифференциальным выражением второго порядка

Lv(x) =
∂

∂x

(
g(x)

∂

∂x
v(x)

)
+

i

2

(
a(x)

∂

∂x
v(x) +

∂

∂x
(a(x)v(x))

)
, (4)

где g(x) — характеристическая функция некоторого промежутка координатной прямой, а
a(x) — вещественнозначная ступенчатая функция на координатной прямой. В этом случае
примером регуляризации может служить оператор Lε, заданный на максимальной обла-
сти определения в пространстве H дифференциальным выражением вида (4) с функцией
gε(x) = g(x) + ε, ε ∈ E, вместо функции g(x).
При каждом значении ε ∈ E оператор Lε генерирует регуляризованную унитарную по-

лугруппу ULε(t) = e−iLεt, t > 0, в пространстве H и определяет регуляризованное решение
uε(t, u0) = ULε(t)u0. Сходимость при ε → 0 последовательности регуляризованных решений
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{uε(t, u0)} в сильной и слабой топологиях пространства H и последовательности регуляри-
зованных полугрупп {ULε(t)} в сильной и слабой операторной топологии пространства
B(H) исследованы в работе [2]. При условии dim(Ker(L∗ + iI)) > dim(Ker(L∗− iI)) установ-
лено отсутствие сходящейся в сильной операторной топологии последовательности регуля-
ризованных полугрупп {e−iLεn t}. Для исследования расходящейся по норме пространства H
последовательности решений {uε(t)} изучим соответствующую ей последовательность ре-
гуляризованных операторов плотности

{ρε(t, ρu0), t > 0, ε ∈ E, ε → 0}, (5)

где при каждом ε ∈ E функционал ρε(t, ρu0) определен равенством
〈ρε(t, ρu0),A〉 = (uε(t, u0),Auε(t, u0))H .

Далее B(H) есть банахово пространство линейных ограниченных операторов в простран-
стве H и B∗(H) его сопряженное. Обозначим через B∗(H) предсопряженное пространство
линейных функционалов на B(H). Через T1(H) будем обозначать банахово пространство
ядерных операторов, действующих в пространстве H, наделенное следовой нормой. Про-
странство, сопряженное к T1(H), изометрически изоморфно пространству B(H), причем
каждый ограниченный оператор A ∈ B(H) задает на пространстве T1(H) функционал,
значение которого на произвольном элементе ρ ∈ T1(H) равно следу Tr (ρA) ядерного опе-
ратора ρA.
Через Σ(H) обозначим множество квантовых состояний — части единичной сферы про-

странства B∗(H), лежащей в положительном конусе функционалов из B∗(H) [4]; через
Σn(H) — множество нормальных квантовых состояний — функционалов из Σ(H), непре-
рывных не только по норме, но и в ультраслабой топологии пространства B∗(H) [9]; че-
рез Σp(H) — множество чистых векторных состояний — множество крайних точек про-
странства Σn(H), задаваемых проекторами на одномерные подпространства пространства
H ([4], [11]). Чистое состояние, отвечающее ортогональному проектору на единичный век-
тор u ∈ H, задает на пространстве B(H) линейный непрерывный функционал по правилу
〈ρu,A〉 = (u,Au)H . В силу изометрического изоморфизма пространств B∗(H) и T1(H) бу-
дем отождествлять нормальное состояние ρ ∈ Σn(H) и ядерный оператор ρ̂ ∈ T1(H) такой,
что ρ(A) = Tr (ρ̂A).

Коммутативность состояния и оператора. Пусть ρ ∈ Σ(H), P ⊂ H — замкнутое
линейное подпространство в H, P⊥ — его ортогональное дополнение, P — оператор ортого-
нального проектирования на подпространство P в пространстве H. Для двух ограниченных
операторов A,B ∈ B(H) обозначим через [A,B] ≡ AB − BA их коммутатор.

Определение 1. Будем говорить, что состояние ρ коммутирует с проектором P, если
ρ([A,P]) = 0 ∀A ∈ B(H). (6)

Обозначать этот факт будем равенством [ρ,P] = 0.

Замечание 1. Если состояние ρ ∈ T1(H) является нормальным, то условие (6) равносильно
равенству [ρ̂,P] = 0 при любом A ∈ B(H). Таким образом, определение 1 расширяет поня-
тие перестановочности состояния и ограниченной наблюдаемой на случай не обязательно
нормальных состояний.

Теорема 1. Состояние ρ коммутирует с проектором P тогда и только тогда, когда
выполняется равенство

ρ = PρP + P⊥ρP⊥, (7)
где функционал PρP ∈ B∗(H) определяется функционалом ρ согласно равенству

〈PρP,A〉 = 〈ρ,PAP〉.
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Доказательство. Условие (6) равносильно требованию

ρ(AP) = ρ(PA) ∀A ∈ B(H). (8)

Для каждого ограниченного оператора C ∈ B(H) положим A = CP⊥ в равенстве (8).
Получим ρ(PCP⊥) = 0 для всехC ∈ B(H). Аналогично и ρ(P⊥CP) = 0 для всехC ∈ B(H).
Поэтому из равенства (6) следует равенство (7). Наоборот, из равенства (7) очевидным
образом вытекает (8). �

Ультрафильтры и двузначные меры. Пусть N — множество натуральных чисел, 2N

— σ-алгебра всех его подмножеств, B(N, 2N) = l∞ и ba(N, 2N) = l∗∞, через ca(N, 2N) и
pba(N, 2N) обозначим соответственно счетно-аддитивную и чисто конечно-аддитавную ча-
сти пространства l∗∞ (ca(N, 2N) = l1 [12]). Через V (N) обозначим пересечение единичной
сферы пространства l∗∞ с конусом его неотрицательных элементов, а через W (N) — пе-
ресечение pba(N, 2N)

⋂
V (N), т. е. множество неотрицательных нормированных мер на N,

которые принимают нулевое значение на любом конечном подмножестве.
Согласно результатам статьи [13] множества V (N) и W (N) — выпуклые компактные

в ∗-слабой топологии пространства из l∗∞, множества крайних точек которых составляют
соответственно множества V0(N) = Extr(V (N)) иW0(N) = Extr(W (N)) мер, принимающих
на алгебре 2N лишь два значения 0 или 1. Таким образом, для каждой меры µ ∈ V0(N)
алгебра 2N представима в виде объединения двух непересекающихся множеств Sµ(0) и
Sµ(1), определяемых равенствами Sµ(s) = µ−1(s). Следовательно, для любой меры µ ∈
V0(N) совокупность Sµ(1) элементов алгебры 2N образует ультрафильтр [12], который будем
обозначать через �µ. Тогда для меры µ ∈ W (N) ультрафильтр �µ является неглавным (т. е.
пересечение всех множеств из �µ пусто), а для меры µ ∈ V (N, 2N)

⋂
ca(N, 2N) — главным.

Различным мерам µ, ν ∈ V0(N) соответствуют различные ультрафильтры �µ, �ν такие,
что найдутся множества A ∈ �µ и B ∈ �ν , имеющие пустое пересечение.
Наоборот, если задан некоторый неглавный ультрафильтр �, то равенство µ(Nα) = 1

∀Nα ∈ � определяет меру µ� ∈ W0(N). При этом если два ультрафильтра �, ג различны,
то они содержат непересекающиеся подмножества Fα ∈ � и Gβ ∈ ,ג а соответствующие
им меры µ�, µג ∈ W0(N) различны. Следовательно, можно отождествить чисто конечно-
аддитивные двузначные меры µ ∈ W0(N) и неглавные ультрафильтры подмножеств � ∈ 2N

([14], гл. 3.5). Если µ = µ�, то будем говорить, что ультрафильтр � является носителем
меры µ ∈ W0(N).

О разложениях элементов множества Σ(H). Согласно теореме Крейна–Мильмана
всякое компактное выпуклое множество в линейном топологическом пространстве совпа-
дает с замыканием выпуклой оболочки множества своих крайних точек.
Например, множество крайних точек совокупности нормальных состояний Σn(H) состав-

ляет множество Σp(H) чистых векторных состояний. Действительно, всякое векторное со-
стояние является, очевидно, крайней точкой множества Σn(H), а любое другое состояние
из множества Σn(H) является выпуклой комбинацией двух ортогональных нормальных
состояний с ненулевыми коэффициентами. Следовательно, множество Σn(H) совпадает с
замыканием выпуклой оболочки множества Σp(H) в топологии нормы пространства B∗(H).
В то же время вся совокупность крайних точек может оказаться избыточной для по-

строения выпуклого компакта с помощью замыкания выпуклой оболочки, что показывает
следующий простой пример. Замкнутый единичный круг в пространстве R2 является за-
мыканием выпуклой оболочки счетного множества элементов окружности с рационально
соизмеримой с числом π угловой координатой, тогда как множество всех крайних точек
образует вся окружность. В случае множества Σ(H) для получения всей совокупности со-
стояний Σ(H) посредством замыкания выпуклой оболочки системы крайних элементов в
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∗-слабой топологии достаточно взять лишь систему векторных чистых состояний Σp(H),
как показывает

Теорема Голдстайна ([12], гл. 5, с. 460, теорема 5). Пусть κ — естественное вложение
банахова пространства B∗(H) в B∗(H). Тогда множество κS1(B∗(H)) всюду плотно в
S1(B∗(H)) в ∗-слабой топологии пространства B∗(H).

Следовательно, множество Σ(H) совпадает с замыканием выпуклой оболочки множества
Σp(H) в ∗-слабой топологии пространства B∗(H) ([5], гл. 2, теорема 6).

Лемма 1. Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство. Тогда существует такая
последовательность нормальных состояний {ρm}, что для каждого состояния ρ ∈ Σ(H)
найдется мера µ ∈ W0(N), с которой

ρ =
∫
N

ρkdµ(k). (9)

Равенство (9) понимается в смысле Петтиса: 〈ρ,A〉 =
∫
N

〈ρk,A〉dµ(k) ∀A ∈ B(H).

Доказательство. Пусть Ωv — множество выпуклых комбинаций чистых состояний вида
m∑

j=1
λjρuj , где u1, . . . , um ∈ S1(H), λ1, . . . , λm ∈ [0, 1] и

m∑
j=1

λj = 1. Через Ωu обозначим мно-

жество выпуклых комбинаций попарно ортогональных чистых состояний вида
m∑

j=1
λjρuj , где

u1, . . . , um ∈ S1(H)— некоторая конечная ортонормированная система векторов, λ1, . . . , λm ∈
[0, 1] и

m∑
j=1

λj = 1. Очевидно, Ωu ⊂ Ωv. Поскольку любой элемент ρ ∈ Ωv при отождествле-

нии его с ядерным оператором ρ̂ ∈ T1(H) есть положительный самосопряженный оператор
конечного ранга с единичным следом, то в силу спектральной теоремы ρ ∈ Ωu и, следова-
тельно, Ωv = Ωu.
Поскольку пространство H сепарабельно, то существует счетное всюду плотное на еди-

ничной сфере S1(H) подмножество векторов единичной сферы {uj , j ∈ N}. Множество Ωc
u

выпуклых комбинаций векторных состояний ρuj с рациональными коэффициентами обра-
зует счетное подмножество множества Ωu.
Множество Ωc

u плотно в Ωu(H) по норме пространства B∗. Чтобы обосновать это утвер-
ждение, следует отождествить состояния ρ ∈ Ωu(H) с операторами плотности ρ̂ ∈ T1(H),
воспользоваться спектральной теоремой и всюду плотностью множества {uj} на единич-
ной сфере S1(H). Пусть последовательность {ρk} задает некоторую нумерацию элементов
множества Ωc

u. Покажем, что эта последовательность является искомой.
Согласно теореме Голдстайна множество Σ(H) совпадает с замыканием в ∗-слабой топо-

логии множества Ωv и, следовательно, множества Ωc
u. Это утверждение означает, что для

любого элемента ρ ∈ Σ(H), любого конечного набора операторов A1, . . . ,Am ∈ B(H) и лю-
бого ε > 0 найдется такое непустое подмножество Nε,A1,...,Am(ρ) ∈ 2N, что для любого k ∈
Nε,A1,...,Am(ρ) выполняются неравенства |〈ρ−ρk,Aj〉| < ε, j ∈ 1,m и ρk 	= ρ. ЕслиA1, . . . ,Ak

и Ak+1, . . . ,As — два различных набора операторов, то множество Nε,A1,...,Ak,Ak+1,...,As ,
во-первых, непусто в силу теоремы Голдстайна и, во-вторых, содержится в множествах
Nε,A1,...,Ak

и Nε,Ak+1,...,As . Тогда совокупность подмножеств {Nε,A1,...,Am(ρ), ε ∈ (0, 1), m ∈
N,Aj ∈ B(H) ∀j ∈ 1,m} образует базу некоторого фильтра �0. Пусть ультрафильтр � ма-
жорирует фильтр �0. Тогда для меры µ� ∈ V0(N) выполнено равенство ρ =

∫
N

ρkdµ�(k), что

доказывает равенство (9). Поскольку для всех k ∈ Nε,A1,...,Am(ρ) выполняются неравенства
ρk 	= ρ, то фильтр � является неглавным. Значит, µ ∈ W0(N) и лемма 1 доказана.
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Теорема 2. Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство. Тогда для всякого со-
стояния ρ ∈ Σ(H) существует такая последовательность единичных векторов {uk} про-
странства H и такая неотрицательная нормированная мера µ ∈ ba(N), что выполнено
равенство

ρ =
∫
N

ρuk
dµ(k), (10)

которое понимается в ∗-слабом смысле Петтиса.

Доказательство. Пусть {uk} — последовательность единичных векторов гильбертова про-
странства H со всюду плотным множеством значений на сфере S1(H) и пусть {ρj} — по-
следовательность нормальных состояний, существование которой утверждает лемма 1.
Для каждого A ∈ B(H) по последовательности {uk} равенствами ak = (uk,Auk), k ∈ N,

определяется числовая последовательность {ak} = α(A) ∈ l∞. Последовательность {ρj} со-
поставляет каждому ограниченному линейному оператору A числовую последовательность
{bj} = β(A) ∈ λ∞: bj = 〈ρj ,A〉. Отображение β : B(H) → l∞ линейно, непрерывно и изо-
метрично, а отображение α : B(H) → l∞ линейно, непрерывно, изометрично и инъективно.
Действительно, если ограниченные операторы A1, A2 различны, то найдется единичный
вектор пространства H, на котором различаются их квадратичные формы. В силу опреде-
ления нормы оператора равенство ‖A‖B(H) = ‖α(A)‖l∞ справедливо при любом A ∈ B(H).
Пусть Λ = (α)−1 — обратный оператор к отображению α, заданный на образе Im (α) опе-
ратора α в пространстве l∞. Тогда отображение Λ линейно, биективно, изометрично и,
следовательно, непрерывно.
Согласно лемме 1 существует такая мера µ ∈ W0(N), что ρ(A) =

∫
N

(ρj ,A)dµ(j) и, следо-

вательно, ρ(A) = 〈µ, β(A)〉 в силу определения отображения β.
Определим меруm как линейный непрерывный функционал на пространстве l∞, который

на линейном многообразии Im (α) задается равенством m = µ ◦ β ◦ Λ как композиция ли-
нейных ограниченных отображений и на пространство l∞ может быть продлен каким-либо
образом по теореме Хана–Банаха. (Тот факт, что единичная функция 1 входит в много-
бразие Im (α) и m(1) = 1, обеспечивает неотрицательность и нормировку любого такого
продолжения.)
Поэтому если m = µ ◦ β ◦ Λ, то

∫
N

(ρj,A)dµ(j) =
∫
N

〈rk,A〉dm, поскольку

ρ(A) =
∫
N

(ρm,A)dµ(m) = 〈µ, β(A)〉 = 〈µ, β(Λ(αA))〉 = 〈m,α(A)〉 =
∫
N

〈rj ,A〉dm.

Следовательно, для любого ρ ∈ Σ(H) найдется мера m ∈ V (N) такая, что ρ =
∫
N

rjdm(j).

�
Пример. В конечномерном пространстве H любое состояние ρ ∈ Σ(H) является нормаль-
ным. При этом любое счетное всюду плотное на единичной сфере S1(H) множество векторов
uk, k ∈ N, удовлетворяет условию теоремы 2, так как всякий вектор u ∈ S1(H) есть пре-
дел некоторой последовательности {ukl

}. Тогда для всякой меры µ ∈ W0(N) такой, что
µ
( ⋃

l∈N

kl

)
= 1, выполнено равенство ρu = lim

N
ρuk

dµ(k).

Таким образом, произвольное квантовое состояние r из множества Σ(H) допускает вид
разложения в интеграл (10) по векторным состояниям с конечно-аддитивной мерой µ на
множестве Σp(H). Полученное разложение является обобщением на состояния общего вида
спектрального разложения и разложения Глаубера–Сударшана [10] для нормального состо-
яния. Заметим, что состояния вида (10) изучались в работах Диксмье по обобщению поня-
тия следа [7], в работе Шриниваза по постулатам редукции в теории квантовых измерений
[8], а также к указанному виду относятся состояния Кубо–Мартина–Швингера ([6], [5]). В
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указанных исследованиях квантовое состояние, не являющееся нормальным, представлено
как инвариантное среднее последовательности чистых векторных состояний, т. е. как инте-
грал вида (9) по мере µ, удовлетворяющей условиям инвариантности относительно группы
сдвигов. Отказываемся от последнего требования, поскольку ставим цель определить не
операцию обобщенного следа (не зависящую от выбора базиса), а конкретное состояние на
B(H), для которого не все базисы в H равноправны.
Если совокупность векторных состояний под знаком интеграла представляет собой систе-

му попарно ортогональных чистых состояний, то такое разложение будем называть орто-
гональным. Выскажем гипотезу: всякое разложение квантового состояния вида (10) может
быть представлено и как ортогональное разложение.

Ортогональные разложения. Пусть Σc(H) есть множество тех квантовых состояний,
с которыми коммутируют (в смысле определения 1) все проекторы, имеющие общее ортого-
нальное разложение единичного оператора в сумму одномерных ортогональных проекторов

I =
∞∑

k=1

Pek
.

Лемма 2. Элемент ρ принадлежит Σc(H) тогда и только тогда, когда существуют
некоторый ортонормированный базис {ek} в пространстве H и некоторая мера µ ∈ V (N)
такие, что

ρµ,{ek} =
∫

N
ρek

dµ. (11)

Доказательство. Пример состояния из множества Σc(H) предоставляется выбором неко-
торого ортонормированного базиса {ek} в пространстве H и некоторой меры µ ∈ V (N).
Тогда состояние (11) коммутирует в смысле определения 1 со всеми проекторами, имею-
щими ортонормированный базис из собственных векторов {ek} и, следовательно, входит в
Σc(H). Наоборот, если некоторое состояние ρ ∈ Σc(H) коммутирует со всеми проекторами

некоторого ортогонального разложения единицы I =
∞∑

k=1

Pek
, то на множестве натуральных

чисел N задана мера µ : µ(B) = ρ
( ∑

k∈B

Pek

)
∀B ∈ 2N, принадлежащая V (N). Тогда со-

стояние ρ допускает представление интегралом Петтиса (11) в том смысле, что для любого
A ∈ B(H) справедливо равенство ρ(A) =

∫
N

(Aek, ek)dµ. �

Множество состояний вида (11) при всевозможном выборе ортонормированных базисов
{ek} пространства H и счетно-аддитивных мер µ ∈ ca(N)

⋂
V (N) представляет согласно

спектральной теореме и теореме Глизона ([9], 24.6) параметризацию множества нормаль-
ных состояний Σn(H). Если же меры µ пробегают множество мер V (N), то соcтояния ρµ,{ek}
пробегают все множество Σc(H). Вопрос о том, существуют ли в Σ(H) состояния, не пред-
ставимые в виде (11), оставим пока открытым.
Состояния ρ1, ρ2 ∈ Σ(H) назовем взаимно ортогональными, если существует такой орто-

гональный проектор P ∈ B(H), что ρ1 = Pρ1P и ρ2 = P⊥ρ2P⊥. Состояния ρ1, ρ2 ∈ Σc(H)
назовем коммутирующими, если они допускают представление в виде интеграла (11) с об-
щим ортонормированным базисом.
Рассмотрим некоторое состояние ρ ∈ Σ(H). Через s(ρ) обозначим множество таких чисел

α ∈ [0, 1], для которых найдется ортогональный проектор P(α) такой, что [ρ,P(α)] = 0
и ρ(P) = α. Заметим, что {0, 1} ⊂ s(ρ) для любого ρ ∈ Σpba(H), поскольку для любого
конечномерного проектора P0 выполняются равенства [ρ,P0] = 0 и ρ(P0) = 0.
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Замечание 2. Если точка ρ из Σ(H) является его крайней точкой, то s(ρ) = {0, 1}.
Действительно, если некоторое число α ∈ s(ρ)

⋂
(0, 1), то состояние ρ не является край-

ней точкой Σ(H), а является выпуклой комбинацией взамно ортогональных состояний
α−1PαρPα и (1 − α)−1P⊥

α ρP⊥
α .

Теорема 3. Совокупность крайних точек множества Σc(H) составляют функционалы
вида ρ =

∫
N

Pek
dµ(k), где {ek} – некоторый ортонормированный базис, а µ ∈ V0(N).

Доказательство. Согласно лемме 2 всякий элемент ρ ∈ Σc(H) представим в виде (11) с
мерой µ ∈ V (N). Если мера µ является нетривиальной выпуклой комбинацией двух других
мер из V (N), то и состояние ρ является нетривиальной выпуклой комбинацией двух других
состояний. Следовательно, условие µ ∈ Extr(V (N)) = V0(N) необходимо для того, чтобы
ρ ∈ Extr(Σc(H)).
Если же функционал ρ ∈ Σc(H) представим в виде (11) с мерой µ ∈ V0(E), то он явля-

ется крайней точкой множества Σc(H). Действительно, пусть функционал ρ мажорирует
некоторый другой функционал r ∈ Σc(H). Тогда существует число σ ∈ (0, 1) такое, что для
любого проектора Q ∈ π(H) выполняется неравенство

ρ(Q) ≥ σr(Q). (12)

Так как µ ∈ V0(N), то мера µ принимает лишь два значения {0, 1} на σ-алгебре 2N [13].
Пусть Sµ(1) = {A ∈ 2N : µ(A) = 1} и Sµ(0) = {A ∈ 2N : µ(A) = 0}. Тогда подмножества
A ∈ Sµ(1) образуют ультрафильтр множества N, а для любого Nα ∈ Sµ(0) выполняется
ρ(Qα) = 0, где Qα — ортогональный проектор, равный сумме ряда

∑
k∈Nα

Pek
в сильной

операторной топологии пространства B(H). Поэтому в силу условия (12) r(QNα) = 0 для
любого Nα ∈ Sµ(0).
Пусть Υ — множество ортогональных H проекторов, равных сумме ряда

∑
k∈Nα

Pek
с ба-

зисом {ek} из представления (11) функционала ρ при всевозможных Nα ∈ Sµ(1). Пусть
Q1 ∈ Υ и r(Q1) = s. Тогда r(Q2) = s для любого Q2 ∈ Υ. Предположим, что r(Q2) =
s′ 	= s. В силу определения множества Υ выполняются равенства ρ(Q1) = ρ(Q2) = 1
и [Q1,Q2] = 0. Поэтому, если Q0 = Q1Q2, Q12 = Q1(I − Q2), Q21 = Q2(I − Q1), то
ρ(Q0) = 1, ρ(Q21) = ρ(Q12) = 0. Тогда в силу неравенства (12) r(Q21) = r(Q12) = 0,
поэтому r(Q1) = r(Q2) = r(Q0) и s′ = s. Так как I ∈ Υ и r(I) = 1, то s = 1.
Тогда функционал r ∈ Σc, мажорируемый оператором ρ, допускает разложение вида (11)

с тем же базисом {ek}, что и функционал ρ (т. е. функционалы r и ρ коммутируют друг с
другом), и для любого проектора P ∈ Υ выполнено равенство r(P) = ρ(P). Поэтому для
любых оператора A ∈ B(H) и проектора P ∈ Υ выполнены равенства r(A) = r(PAP) и
ρ(A) = ρ(PAP), а оператор PAP уже допускает спектральное разложение по проекторам
базиса {ek}. Следовательно, r = ρ. �

В следующем утверждении получены необходимые условия включения ρ ∈ Extr(Σ(H)).

Предложение 1. Если состояние ρ ∈ Extr(Σ(H)) представлено в (10), то µ ∈ W0(N).
Если, кроме того, состояние не является нормальным, то последовательность векторов
{uk} сходится слабо к нулю по фильтру �µ.

Доказательство. В силу теоремы 2 для каждого состояния ρ имеет место представление
состояния ρ интегралом (10). Как и в теореме 3, если ρ =

∫
N

ρvk
dµ(k) — крайняя точка

совокупности Σ(H), то µ ∈ W0(N). Пусть {Nα} — фильтр подмножеств �µ, содержащий
носитель µ.
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Определим среднее значение l =
∫
N

vkdµ ∈ B1(H) случайной величины v на пространстве

с мерой (N, 2N, µ) и ее дисперсию r ∈ B∗
+(H), которая как функционал на множестве

B(H) определяется равенством 〈r,A〉 =
∫
N

(vk − l,A(vk − l))dµ =
∫
N

(vk,Avk)dµ − (l,Al).

Функционал r, очевидно, неотрицателен, а норма его равна r(I) = 1 − ‖l‖2
H .

Тогда для произвольного A ∈ B(H) справедливо равенство

ρ(A) =
∫
N

(vk,Avk)dµ =
∫
N

(vk − l,A(vk − l))dµ+

+
∫
N

(l,A(vk − l))dµ +
∫
N

(vk − l,Al)dµ +
∫
N

(l,Al)dµ.

С учетом того факта, что
∫
N

(vk − l,Al)dµ = lim
k→∞

(vk − l,Al) = 0 имеем

ρ(A) = 〈r,A〉 + (l,Al).

По условию функционал ρ ∈ Σ(H) является крайней точкой, поэтому только одно из
двух слагаемых отлично от нуля. При условии, что состояние ρ не является нормальным,
отлично от нуля только первое слагаемое. Поэтому l = θH , т.е. последовательность {vk}
сходится по фильтру множеств {Nα} к нулевому вектору θH пространства H. �

Приложения к проблеме регуляризации вырожденного гамильтониана. Напом-
ним некоторые результаты по задаче Коши (1)–(3) из работ [15]–[17]. Сделаем предположе-
ние, что индексы дефекта оператора L есть (n−, n+) = (0,m), где m — натуральное число
или бесконечность. Тогда оператор −iL не является генератором полугруппы, а оператор iL
генерирует изометрическую полугруппу eiLt. Пусть H0(t) = Im (eiLt) и H1(t) = Ker(e−iL∗t).
Для изучения последовательности регуляризованных квантовых состояний {ρε(t, ρu0)}

(см. (5)) рассмотрим σ-алгебру 2E всех подмножеств множества параметров регуляриза-
ции E и обозначим через W (E) совокупность всех конечно-аддитивных мер, заданных на
измеримом пространстве (E, 2E), неотрицательных, нормированных (принимающих еди-
ничное значение на элементе E ∈ 2E) и удовлетворяющих условию: мера любого множества
A ∈ 2E , замыкание которого не содержит предельной точки e∗ = 0 = inf E, равна нулю.
Множество W (E) есть непустое выпуклое подмножество в пересечении конуса неотрица-
тельных элементов с единичной сферой в банаховом пространстве ba(E, 2E) = (b(E, 2E))∗

конечно-аддитивных мер на измеримом пространстве (E, 2E), сопряженном к банахову про-
странству ограниченных измеримых функций на (E, 2E) [13].
В работе [18] установлены необходимые и достаточные условия сходимости последова-

тельности регуляризованных квантовых состояний и секвенциальной компактности множе-
ства ее значений в ∗-слабой топологии пространства B∗(H). В случае отсутствия подпо-
следовательностей регуляризованных квантовых состояний, сходящихся в ∗-слабой тополо-
гии пространства B∗(H), в работах [19], [15] расходящаяся последовательность {ρε(t, ρu0)}
исследована как случайный процесс, т. е. как семейство измеримых отображений (пара-
метризованных переменной t > 0) измеримого пространства (E, 2E) с мерой µ ∈ W (E)
в измеримое пространство B∗(H) с алгеброй цилиндрических подмножеств, порожденной
конечными наборами функционалов из B(H). Каждое семейство отображений {ρε(t, ρu0)}
удовлетворяет условию lim

t→+0
sup

A∈B(H), ‖A‖B(H)=1
|ρn(t, ρu0)(A) − ρu0(A)| = 0 при любом ε ∈ E
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(т. е. процесс ρε(t, ρu0) начинается в точке ρu0 пространства B∗(H)). Математическое ожи-
дание случайного процесса ρε(t, ρu0) задается интегралом Петтиса

ρµ(t, ρ0) =
∫

E
ρε(t, ρ0)dµ.

Следовательно, каждой мере µ ∈ W (E) сопоставляется однопараметрическое семейство
усредненных динамических преобразований T µ(t), t > 0, пространства B∗(H), задаваемых
соотношениями T µ(t)ρu0 = ρµ(t, ρu0).

Теорема 4 ([16], [17]). 1. При любом выборе µ ∈ W (E) и любом t > 0 отображение T µ
t

определено на пространстве B∗(H), линейно, непрерывно и изометрично, причем множе-
ство квантовых состояний Σ(H) отображается им в себя.
Для каждого счетного всюду плотного множества Γ ⊂ (0,+∞) существует мера µ ∈

W (E) такая, что при любом t ∈ Γ отображение T µ
t обладает следующими свойствами.

2. При каждом s = 0, 1 образом выпуклого множества Σ(Hs(t)) пространства B∗(H)
при отображении T µ

t является выпуклое множество T µ
t (Σ(Hs(t))) пространства B(H)∗.

Множество образов крайних точек множества Σn(Hs(t)) совпадает с множеством край-
них точек образа T µ

t (Σn(Hs(t))): T µ
t (Extr(Σn(Hs(t)))) = Extr(T µ

t (Σn(Hs(t)))).
3. Сужение отображения T µ

n (t)|Σn(H1(t)) есть взаимно однозначное отображение вы-
пуклого множества Σn(H1(t)) на выпуклое множество T µ

t (Σn(H1(t))). Сужение отобра-
жения T µ

n (t)|Σn(H0(t)) есть биекция выпуклого множества Σn(H1(t)) на себя.

В исследованиях работ [16], [17] использовалось предположение, что начальное состоя-
ние ρ0 принадлежит множеству нормальных состояний Σn(H). Считая отображения T µ(t),
t > 0, заданными на множестве векторных состояний Σp(H), определим продолжение опе-
раторов эволюции T µ(t), t > 0, на множество Σ(H).

Предложение 2. Преобразование T µ(t) сохраняет сходимость последовательности то-
чек в ∗-слабой топологии пространства B∗(H), т. е. если последовательность состояний
{ρn} сходится по некоторому фильтру � к состоянию ρ в ∗-слабой топологии простран-
ства B∗(H), то последовательность состояний {T µ(t)ρn} также сходится к состоянию
T µ(t)ρ по фильтру �.

Доказательство. С отображением T µ(t) ∈ B(B∗(H)) свяжем предсопряженное отображе-
ние T µ

∗ (t) ∈ B(B(H)), определяемое системой равенств:

〈r, T µ
∗ (t)A〉 = 〈T µ(t)r,A〉 ∀r ∈ B∗(H) = T1(H), ∀A ∈ B(H).

При каждом A ∈ B(H) приведенная выше система равенств определяет на банаховом
пространстве ядерных операторов T1(H) линейный непрерывый функционал, т. е. коррект-
но определен образ T µ

∗ (t)A оператора A при отображении T µ
∗ (t). Поскольку отображение

T µ(t) не увеличивает норму образа, то этим же свойством обладает и отображение T µ
∗ (t).

Следовательно, если последовательность {ρ0n} ∈ Σn(H) сходится к элементу ρ0 ∈ Σ(H)
в ∗-слабой операторной топологии по фильтру � ∈ 2N, то для каждого ε > 0 и любого
конечного набора операторов A1, . . . ,Am ∈ B(H) найдется такой элемент Nε,A1,...,Am ∈ �,
что |〈ρ0 − ρk,Aj〉| < ε для любых k ∈ Nε,A1,...,Am и j ∈ 1, . . . ,m. Поэтому последователь-
ность {T µ(t)ρ0n} сходится к элементу T µ(t)ρ0 ∈ Σ(H) в ∗-слабой операторной топологии
по тому же фильтру подмножеств �. Действительно, условие |〈T µ(t)ρ0n − T µ(t)ρ0,A〉| < ε
∀A ∈ {A1, . . . ,Am} при всех n ∈ Nε,A1,...,Am вытекает из условия |〈ρ0n − ρ0,A〉| < ε
∀A ∈ {T µ

∗ (t)A1, . . . , T
µ
∗ (t)Am} при всех n ∈ Nε,T µ

∗ (t)A1,...,T µ
∗ (t)Am

, которое в свою очередь
следует из сходимости последовательности ρ0n к элементу ρ0 по фильтру �. �
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Следовательно, если усредненное динамическое преобразование T µ(t) определено на мно-
жестве Σp(H), то оно однозначно продолжается на множество Σn(H) по непрерывности в то-
пологии T1(H) и на множество Σ(H) по непрерывности в ∗-слабой топологии пространства
B∗(H). Для определения действия отображения T µ(t) на произвольное состояние ρ ∈ Σ(H)
достаточно рассмотреть сужение T µ(t)|Σp(H) и представить состояние ρ интегралом (10).
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