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�®à®è® ¨§¢¥áâ  [1] ¯à®¡«¥¬  ¯®«®âë ª®¥çëå  ¡®à®¢ ç áâ¨ç® à¥ªãàá¨¢ëå äãªæ¨© ¨
¯à¥¤¨ª â®¢. �¥à¢ë¥ ¯®«ë¥  ¡®àë ¡ë«¨ ¯à¨¢¥¤¥ë ¢ [2]. �®«ë¬ ï¢«ï¥âáï,  ¯à¨¬¥à,  ¡®à
f0; x+ 1;=g. � [3] ¯®ª § ®, çâ® ¯à®¡«¥¬  ¯®«®âë  «£®à¨â¬¨ç¥áª¨ ¥à §à¥è¨¬ .

� â¥å á«ãç ïå, ª®£¤  ¤«ï ª ª®£®-«¨¡® ª« áá  ®¡ê¥ªâ®¢ ¥ª®â®à ï ¯à®¡«¥¬  ®ª §ë¢ ¥âáï
 «£®à¨â¬¨ç¥áª¨ ¥à §à¥è¨¬®©, ®¡ëç® áâà¥¬ïâáï ¢ë¤¥«¨âì á®¤¥à¦ â¥«ìë¥ ¯®¤ª« ááë íâ®£®
ª« áá  ®¡ê¥ªâ®¢, ¤«ï ª®â®àëå ¤  ï ¯à®¡«¥¬  ®ª ¦¥âáï ã¦¥ à §à¥è¨¬®©.

� ¤ ®¬ á®®¡é¥¨¨ ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¢ ª« áá¥ ¬®£®ç«¥®¢ á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨
¯à®¡«¥¬  ¯®«®âë à §à¥è¨¬ . � ª ª ª âà ¤¨æ¨®® ç áâ¨ç® à¥ªãàá¨¢ë¥ äãªæ¨¨ ®¯à¥¤¥-
«ïîâáï   ¬®¦¥áâ¢¥  âãà «ìëå ç¨á¥« N , â® ¨ § ç¥¨ï ¬®£®ç«¥®¢ ®£à ¨ç¨¬ ¬®¦¥-
áâ¢®¬ N . �«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¬®£®ç«¥  f á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ äãªæ¨î f(x1; : : : ; xn) =
max(f(x1; : : : ; xn); 0)  §®¢¥¬ ¬®£®ç«¥®¬   N .

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �å¥¬  ¯à®£à ¬¬ á ¬ áá¨¢ ¬¨ ¨ à ¢¥áâ¢®¬ | íâ® ª®¥çë© ®à¨¥â¨à®-
¢ ë© £à ä, ¢á¥ ¢¥àè¨ë ª®â®à®£® ¯®¬¥ç¥ë ¨áâàãªæ¨ï¬¨.

�áâàãªæ¨¨ ¬®£ãâ ¨¬¥âì á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:  ) áâ àâ (x1; : : : ; xn), ¡) y := f(x1; : : : ; xn), ¢) y := x,
£) x = y, ¤) p(x1; : : : ; xn), ¥) i := i+ 1, ¦) i := 0, §) i = j, ¨) M [i] := x, ª) x :=M [i], «) áâ®¯ (x).

�¨â ªá¨á ¨ á¥¬ â¨ª  áå¥¬ ¯à®£à ¬¬ áâ ¤ àâë [4].
�« áá áå¥¬ ¯à®£à ¬¬ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï 1 ®¡®§ ç¨¬ FDA=.
�«ï  ¡®à  L = hf1; : : : ; fn; p1; : : : ; pmi, £¤¥ f1; : : : ; fn | äãªæ¨¨, p1; : : : ; pm | ¯à¥¤¨ª âë,

®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ [L]FDA= § ¬ëª ¨¥L ®â®á¨â¥«ì® ª« áá  FDA=, â. ¥. ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ç áâ¨ç®
à¥ªãàá¨¢ëå äãªæ¨©, ¢ëç¨á«¨¬ëå áå¥¬ ¬¨ ¯à®£à ¬¬ ¨§ FDA= ¯à¨ ¯®¤áâ ®¢ª¥ äãªæ¨© ¨
¯à¥¤¨ª â®¢ ¨§ L ¢¬¥áâ® ¯¥à¥¬¥ëå f , p ¢ áå¥¬ë ¯à®£à ¬¬.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. � ¡®à L  §ë¢ ¥âáï ¯®«ë¬ (®â®á¨â¥«ì® FDA=), ¥á«¨ [L]FDA= ¥áâì ¬®-
¦¥áâ¢® ¢á¥å ç áâ¨ç® à¥ªãàá¨¢ëå äãªæ¨©.

� [5] ¯à¨¢¥¤¥ á«¥¤ãîé¨© ªà¨â¥à¨© ¯®«®âë: L ¯®«® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
1) 8x; y 9� (� â¥à¬ á¨£ âãàë L & �(x) = y),
2) 9a 9� (� ¡¥áª¢ â®à ï ä®à¬ã«  á¨£ âãàë L [ f=g & �(a) & 8y 6= a:�(y)).
�á¯®«ì§ã¥¬ ¥£® ¤«ï ¯®«ãç¥¨ï á«¥¤ãîé¥£® à¥§ã«ìâ â .

�¥®à¥¬ . �ãé¥áâ¢ã¥â  «£®à¨â¬, ª®â®àë© ¯® «î¡®¬ã ª®¥ç®¬ã  ¡®àã ¬®£®ç«¥®¢   N
®¯à¥¤¥«ï¥â, ï¢«ï¥âáï «¨ ® ¯®«ë¬ ¢ äãªæ¨® «ì®© á¨áâ¥¬¥ hF0; FDA=i.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¤   ¡®à L ¬®£®ç«¥®¢. �®¯ãáâ¨¬, çâ® L ¥ á®¤¥à¦¨â ¨ ®¤®£®
«¨¥©®£® ¬®£®ç«¥  ax+b á a > 0. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¬®£®ç«¥    N áâ¥¯¥¨ 2 ¨
¢ëè¥ ¨ «î¡®£® ¬®£®ç«¥  ax+ b, a � 0, ¤®«ï ç¨á¥« ®âà¥§ª  [0; : : : ; n], ï¢«ïîé¨åáï § ç¥¨ï¬¨
íâ¨å ¬®£®ç«¥®¢, áâà¥¬¨âáï ª 0 á à®áâ®¬ n. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¥ ¢á¥  âãà «ìë¥ ç¨á« 
ï¢«ïîâáï § ç¥¨ï¬¨ ¬®£®ç«¥®¢ ¨§ L ¨, § ç¨â, L ¥ ¯®«®, â. ª. ¥ ¢ë¯®«ï¥âáï ãá«®¢¨¥ 1)
ªà¨â¥à¨ï ¯®«®âë.

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®¤  äã¤ ¬¥â «ìëå ¨áá«¥¤®¢ ¨©, £à âë 93-011-

16004, 98-01-00900.
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�«ï  ¡®à  L ¢®§¬®¦ë ¤¢  á«ãç ï:

 ) L á®¤¥à¦¨â ¥ª®â®àë© ¬®£®ç«¥ ¢¨¤  ax + k, a > 1 _ a = 1 & k > 0, ¨ ¥ á®¤¥à¦¨â
¬®£®ç«¥®¢ ¢¨¤  x� l, l > 0,

¡) L á®¤¥à¦¨â ¥ª®â®àë© ¬®£®ç«¥ ¢¨¤  x� l, l > 0.

� áá¬®âà¨¬  ). �ãáâì a1x + b1; : : : ; apx + bp | ¢á¥ ¬®£®ç«¥ë  ¡®à  L ãª § ®£® ¢¨¤ 
(a1; : : : ; ap > 0). �á«¨ L ¥ á®¤¥à¦¨â ¨ ¬®£®ç«¥  0 ¨ ¨ ®¤®£® ¬®£®ç«¥ , áâ àè¨© ª®íä-
ä¨æ¨¥â ª®â®à®£® ®âà¨æ â¥«¥, â®  ©¤¥âáï â ª®¥ ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè®¥ ç¨á«® x0, çâ® 8f 2 L
8y � x0 (f(y) � y) ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ãá«®¢¨¥ 1) ªà¨â¥à¨ï ¯®«®âë ¥ ¢ë¯®«ï¥âáï,  ¯à¨¬¥à,
¤«ï ¯ àë ç¨á¥« hx0; 0i. � íâ®¬ á«ãç ¥ L ¥ ¯®«®.

�ãáâì g 2 L ¨ áâ àè¨© ª®íää¨æ¨¥â ¬®£®ç«¥  g ®âà¨æ â¥«¥. �®£¤   ©¤¥âáï ç¨á«® x0
â ª®¥, çâ® 8y � x0 (g(y) = 0) | ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ¬®£®ç«¥®¢   N .

�ëç¨á«¨¬ § ç¥¨ï ¢á¥å ¬®£®ç«¥®¢ ¨§ L   ç¨á«¥ 0. �á«¨ ¢á¥ ®¨ à ¢ë 0, â® L ¥ ¯®«®,
â. ª. ¥ ¢ë¯®«ï¥âáï ãá«®¢¨¥ 1) ªà¨â¥à¨ï ¯®«®âë.

�á«¨ áà¥¤¨ ¨å ¥áâì ®â«¨çë¥ ®â 0, â® ¯ãáâì x1 | ª®à¥ì ãà ¢¥¨ï a1x+ b1 = x. �á«¨ x1 |
 âãà «ì®¥ ç¨á«®, â® ¢ëç¨á«¨¬ § ç¥¨¥ ¢á¥å ¬®£®ç«¥®¢ ¨§ L   ç¨á«¥ x1. �á«¨ ®ª ¦¥âáï,
çâ® ¨«¨ ¢á¥ ®¨ à ¢ë x1 ¨«¨ ¢á¥ ®¨ ¯à¨ ¤«¥¦ â ¬®¦¥áâ¢ã f0; x1g ¨, ªà®¬¥ â®£®, ¢á¥ § ç¥¨ï
¬®£®ç«¥®¢ ¨§ L   0 â ª¦¥ ¯à¨ ¤«¥¦ â ¬®¦¥áâ¢ã f0; x1g, â® L ¥ ¯®«®, â. ª. ¥ ¢ë¯®«ï¥âáï
ãá«®¢¨¥ 1) ªà¨â¥à¨ï ¯®«®âë.

� ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥, ¯ãáâì h 2 L â ª®¢®, çâ® h(x1) 6= x1 ¨ h(x1) 6= 0 ¨«¨ (¥á«¨ â ª®£® h
¥ áãé¥áâ¢ã¥â) ¯ãáâì h1; h2 2 L ¨ h1(x1) = 0 & h2(0) 6= x1 & h2(0) 6= 0. �®ª ¦¥¬, ª ª ¬®¦¥â
¡ëâì ¢ëç¨á«¥  ª®áâ â  0. �«ï ¢å®¤  x ¢ëç¨á«ï¥¬ y = f(x) = a1x + b1. �á«¨ ®ª ¦¥âáï, çâ®
y = x, â® íâ® ¢®§¬®¦® «¨èì ¢ ¤¢ãå á«ãç ïå { ª®£¤  y = x = x1 ¨ ª®£¤  y = x = 0 (¯à¨ b1 < 0,
¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¬®£®ç«¥®¢   N). � íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ëç¨á«ï¥¬ z = h(x) «¨¡® z = h2h1(x). �®
¢ë¡®àã äãªæ¨© h, h1, h2 ¨¬¥¥¬ z 6= 0 & z 6= x1. �á«¨ ®ª ¦¥âáï, çâ® y = a1x+b1 6= x, â® ¯®« £ ¥¬
z = y.

�á«¨ b1 � 0, â® fx0(z) � x0. �á«¨ b1 < 0 ¨ z > x1, â® f(z) > z ¨ fx0(z) � x0. �á«¨ b1 < 0
¨ z < x1, â® f(z) < z ¨ fmax(x0;x1)(z) = 0, ¯à¨ç¥¬ fmax(x0;x1)(z) = fmax(x0;x1)+1(z). �â® ¯®§¢®«ï¥â
¢ëç¨á«¨âì ª®áâ âã 0 á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¢ëç¨á«ï¥¬ fmax(x0;x1)+1(z). �á«¨ ®ª ¦¥âáï, çâ®
fmax(x0;x1)(z) = fmax(x0;x1)+1(z), â® fmax(x0;x1)(z) = 0 ¨ ¯®¤ ¥¬ íâ® § ç¥¨¥   ¢ëå®¤. � ¯à®â¨¢®¬
á«ãç ¥ fmax(x0;x1)+1(z) > fx0(z) � x0 ¨ g(fmax(x0;x1)+1(z)) = 0 ¯® ¢ë¡®àã ¬®£®ç«¥  g. � ç¥¨¥
g(fmax(x0;x1)+1(z)) ¯®¤ ¥¬   ¢ëå®¤.

� «¥¥ ¢ëïá¨¬, ª ª¨¥ ç¨á«  ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«ãç¥ë ¨§ ç¨á«  0 ¯®áà¥¤áâ¢®¬ áã¯¥à¯®§¨æ¨¨
¬®£®ç«¥®¢ ¨§ L. � áá¬®âà¨¬ á®¢®ªã¯®áâì «¨¥©ëå ¬®£®ç«¥®¢, á®¤¥à¦ é¨åáï ¢ L: a1x+
b1; : : : ; apx + bp. �ãáâì a=�.�.�. (a1; : : : ; ap). �¨¥©ë© ¬®£®ç«¥ aix+bi (i < p) ¨¬¥¥â â® ¦¥
¬®¦¥áâ¢® § ç¥¨©, çâ® ¨ á®¢®ªã¯®áâì ¬®£®ç«¥®¢: ax + bi; ax + (bi + ai); : : : ; ax + (bi + ai �
(a=ai�1)). �®«ì§ãïáì íâ¨¬, § ¬¥ï¥¬ ¨áå®¤ãî á®¢®ªã¯®áâì a1x+b1; : : : ; apx+bp   ¯à¨¢¥¤¥ãî
á®¢®ªã¯®áâì «¨¥©ëå ¬®£®ç«¥®¢ á ®¤¨ ª®¢ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¯à¨ x.

�á«¨ á¢®¡®¤ë¥ ç«¥ë ¬®£®ç«¥®¢ ¯à¨¢¥¤¥®© á®¢®ªã¯®áâ¨ ¥ ®¡à §ãîâ ¯®«ãî á¨áâ¥¬ã
¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î a, â® ¯® ¬¥ìè¥© ¬¥à¥ 1=a ç áâì N ¥ ¯®ªàë¢ ¥âáï § ç¥¨ï¬¨ ¬®£®ç«¥®¢
¨§ ¯à¨¢¥¤¥®© á®¢®ªã¯®áâ¨. � «®£¨ç® â®¬ã, ª ª íâ® ¡ë«® ¯®ª § ® ¢  ç «¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 
â¥®à¥¬ë, ¥ ¢á¥  âãà «ìë¥ ç¨á«  ï¢«ïîâáï § ç¥¨ï¬¨ ª ª¨å-«¨¡® ¬®£®ç«¥®¢ ¨§ L, ¨,
§ ç¨â, L ¥ ¯®«®.

�á«¨ ¦¥ á¢®¡®¤ë¥ ç«¥ë ®¡à §ãîâ ¯®«ãî á¨áâ¥¬ã ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î a, â®  ©¤¥âáï
â ª®¥ ç¨á«® n ( ¯à., ¬ ªá¨¬ «ìë© í«¥¬¥â ¨§ á¢®¡®¤ëå ç«¥®¢ ¯à¨¢¥¤¥®© á®¢®ªã¯®áâ¨
¨ ç¨á«  a), çâ® ¨§ ç¨á¥« ¨â¥à¢ «  [0; n] ¯à¨¬¥¥¨¥¬ (¢®§¬®¦® ¬®£®ªà âë¬) ¬®£®ç«¥®¢
¯à¨¢¥¤¥®© á®¢®ªã¯®áâ¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«ãç¥ë ¢á¥  âãà «ìë¥ ç¨á« , ¡®«ìè¨¥ n.

�áâ ¥âáï à¥è¨âì ¢®¯à®á: ¢á¥ «¨ ç¨á«  ¨â¥à¢ «  [0; n] ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«ãç¥ë ¨§ ç¨á«  0
¯à¨¬¥¥¨¥¬ (¬®£®ªà âë¬) ¬®£®ç«¥®¢  ¡®à  L?

� ª ª ª ¢ L ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ®âáãâáâ¢ãîâ ¬®£®ç«¥ë ¢¨¤  x�l (l > 0), â®  ©¤¥âáï â ª®¥
ç¨á«® n0 > n, çâ® 8y � n0 8g 2 L (g(y) � y). �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® à ® ¨«¨ ¯®§¤® ®áâ ®¢¨âáï
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á«¥¤ãîé¨©  «£®à¨â¬: ¯à¨¬¥ï¥¬ ª ç¨á«ã 0 ¬®£®ç«¥ë ¨§ L, ª â¥¬ ¨§ ¯®«ãç¨¢è¨åáï ç¨á¥«,
ª®â®àë¥ ¬¥ìè¥ n0 ¨ 6= 0, ¢®¢ì ¯à¨¬¥ï¥¬ ¬®£®ç«¥ë ¨§ L ¨ â ª ¤ «¥¥, ¯®ª  ¯à¨¬¥¥¨¥¬
ª à ¥¥ ¢ëç¨á«¨¢è¨¬áï ç¨á« ¬, ¬¥ìè¨¬ n0, ª ª®£®-«¨¡® ¬®£®ç«¥  ¨§ L, ¯®«ãç îâáï ®¢ë¥
ç¨á« , ¬¥ìè¨¥ n0. �á«¨ ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¥£® à ¡®âë ¢ëç¨á«ïâáï ¢á¥ ç¨á«  ¨â¥à¢ «  [0; n], â®
¢ë¯®«¥® ãá«®¢¨¥ 1) ªà¨â¥à¨ï ¯®«®âë ¨ L ¯®«®, ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ L ¥ ¯®«®. �«ãç ©  )
à §®¡à .

¡). �ãáâì ¬®£®ç«¥ f(x) = x � l (l > 0) ¯à¨ ¤«¥¦¨â L. �á¯®«ì§ãï ¥£®, «¥£ª® ¢ëç¨á«¨âì
ª®áâ âã 0, æ¨ª«¨ç¥áª¨ ¯à¨¬¥ïï ª ¢å®¤ã x ¬®£®ç«¥ f(x) ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  ¥ ®ª ¦¥âáï
fn(x) = fn+1(x). �â® à ¢¥áâ¢® ¢®§¬®¦® «¨èì ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  fn(x) = 0. � ç¥¨¥ fn(x)
¯®¤ ¥¬   ¢ëå®¤ | ãá«®¢¨¥ 2) ªà¨â¥à¨ï ¯®«®âë ¢ë¯®«¥®.

�à®¢¥à¨¬, ¨¬¥¥â «¨ ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® N = f�(0) j � | â¥à¬ á¨£ âãàë Lg, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¥¥
¢ë¯®«¥¨¥ ¯¥à¢®£® ãá«®¢¨ï ªà¨â¥à¨ï ¯®«®âë.

�ãáâì x� l1; : : : ; x� lq | ¢á¥ ¬®£®ç«¥ë  ¡®à  L ¢¨¤  x� l á l > 0 ¨ r = �.�.�. (l1; : : : ; lq).

�§ â¥®à¨¨ ç¨á¥« ¨§¢¥áâ®, çâ® 9t 8y � t 9b1; : : : ; bq � 0
�
yr =

qP
i=1

bili
�
. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨

¥ª®â®à®¥ ¬®¦¥áâ¢® ç¨á¥« á®¤¥à¦¨â áª®«ì ã£®¤® ¡®«ìè¨¥ ç¨á« , ¤ îé¨¥ ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   r
®áâ â®ª d, â® ¨§ ç¨á¥« íâ®£® ¬®¦¥áâ¢  ¯à¨¬¥¥¨¥¬ äãªæ¨© x� l1; : : : ; x� lq ¬®¦® ¯®«ãç¨âì
¢á¥ ç¨á« , ¤ îé¨¥ ¯à¨ ¤¥«¥¨¨   r ®áâ â®ª d.

�ëç¨á«¨¬ § ç¥¨ï ¯® ¬®¤ã«î r ¢á¥å ¬®£®ç«¥®¢ ¨§ L   ç¨á« å 0; : : : ; r � 1. �®áâà®¨¬
£à ä á r ¢¥àè¨ ¬¨, ¯®¬¥ç¥ë¬¨ ç¨á« ¬¨ 0; : : : ; r � 1; ¢¥àè¨ë, ¯®¬¥ç¥ë¥ ç¨á« ¬¨ i ¨ j,
á®¥¤¨¨¬ áâà¥«ª®©, ¢¥¤ãé¥© ®â i ª j, ¥á«¨ ¢ L  ©¤¥âáï â ª®© ¬®£®ç«¥ h, çâ® h(i) = j (mod r).

�á«¨ ¢ ¯®«ãç¨¢è¥¬áï £à ä¥ ¥ ¢á¥ ¢¥àè¨ë ¤®áâ¨¦¨¬ë ¨§ ¢¥àè¨ë á ¬¥âª®© 0, â®  ¡®à
L ¥ ¯®«®. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¯à®¤®«¦¨¬   «¨§. �ãáâì x0 | â ª®¥ ç¨á«®, çâ® ¤«ï «î¡®£®
¬®£®ç«¥  g ¨§ L, §  ¨áª«îç¥¨¥¬ ¬®£®ç«¥®¢ x � l1; : : : ; x � lq 8y � x0 (g(y) = 0 _ g(y) > y)
(¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â § ª  ª®íää¨æ¨¥â  ¯à¨ áâ àè¥¬ ç«¥¥).

� áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¬®¦¥áâ¢ M0;M1; : : : M0 = f0g, M1 = fy j 9x; d 9f 2
L (f(0) = xr + d & y � xr + d & y � d (mod r))g, M2 = fy j 9z 2 M1 9x; d 9f 2 L (f(z) =
xr + d & y � xr + d & y � d (mod r))g : : :

�ãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ç¨á«® n, çâ® Mn+1 \ [0; : : : ; x0] = Mn \ [0; : : : ; x0] ¨ 8y � x0 (y 2 Mn+1 !
9y0 � x0 (y0 2 Mn & y0 � y (mod r))). �â® á«¥¤ã¥â ¨§ ª®¥ç®áâ¨ ®âà¥§ª  [0; : : : ; x0] ¨ ç¨á« 
ª« áá®¢ ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î r. �¥ ¦¥ á¢®©áâ¢  ¡ã¤ãâ ¢ë¯®«ïâìáï ¨ ¤«ï «î¡®£® n0, ¡®«ìè¥£® n.

�ää¥ªâ¨¢® ¯®à®¦¤ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì M0;M1; : : : ,  ©¤¥¬ â ª®¥ ç¨á«® n ¨ ¬®¦¥áâ¢®
Mn. �á«¨ Mn \ [0; : : : ; x0] 6= [0; : : : ; x0] ¨«¨ áà¥¤¨ ç¨á¥« Mn, ¡�®«ìè¨å x0, ¯à¨áãâáâ¢ãîâ ¯à¥¤áâ -
¢¨â¥«¨ ¥ ¢á¥å ª« áá®¢ ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î r, â®  ¡®à L ¥ ¯®«®, â. ª. ¥ ¢ë¯®«ï¥âáï ãá«®¢¨¥
1) ªà¨â¥à¨ï ¯®«®âë.

�â ª, ®áâ ¥âáï à §®¡à âì á«ãç ©, ª®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® ª« áá  ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î r ¢ ¬®¦¥-
áâ¢¥ Mn  ©¤¥âáï ç¨á«® ¨§ íâ®£® ª« áá  ¢ëç¥â®¢, ¡®«ìè¥¥ x0. � áá¬®âà¨¬ à ¥¥ ¯®áâà®¥ë©
£à ä. � ¥¬ ¥áâì æ¨ª« (®à¨¥â¨à®¢ ë©), ¢¥¤ãé¨© ¨§ ¢¥àè¨ë á ¯®¬¥âª®© 0 ¢ ¥¥ ¦¥ | íâ®
á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® Mn á®¤¥à¦¨â ç¨á«®, ¡®«ìè¥¥ x0 ¨ ¤¥«ïé¥¥áï   r.

�ãáâì x0 | ç¨á«® ¨§ ¬®¦¥áâ¢  Mn, ¡®«ìè¥¥ x0 ¨ ¤¥«ïé¥¥áï   r. �à¨¬¥ïï ª x0 äãªæ¨¨
¨§ L ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á à¥¡à ¬¨ à ¥¥ ãª § ®£® æ¨ª« , ¯®«ãç¨¬ ç¨á«®, â ª¦¥ ¤¥«ïé¥¥áï   r
¨ áâà®£® ¡®«ìè¥¥ x0 (¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î x0). �âã ®¯¥à æ¨î ¬®¦® ¯à¨¬¥ïâì áª®«ìª® ã£®¤® à §
¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®¦¥áâ¢® S = f�(0) j � | â¥à¬ á¨£ âãàë Lg ¡ã¤¥â á®¤¥à¦ âì áª®«ì ã£®¤®
¡®«ìè¨¥ ç¨á« , ¤¥«ïé¨¥áï   r.

�® ¯® à ¥¥ á¤¥« ®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ¨§ ¢¥àè¨ë á ¯®¬¥âª®© 0 ¤®áâ¨¦¨¬ë ¢á¥ ®áâ «ìë¥
¢¥àè¨ë. �à¨¬¥ïï ª ç¨á« ¬ ¨§ S, ¡�®«ìè¨¬ x0 ¨ ¤¥«ïé¨¬áï   r, äãªæ¨¨ ¨§ L ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨
á à¥¡à ¬¨, ¢¥¤ãé¨¬¨ ¨§ ¢¥àè¨ë á ¯®¬¥âª®© 0 ¢ ®áâ «ìë¥ ¢¥àè¨ë, ¯®«ãç¨¬ ¨ áª®«ì ã£®¤®
¡®«ìè¨¥ ç¨á«  ¢ ¬®¦¥áâ¢¥ S, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¥ ª ¦¤®¬ã ¨§ ª« áá®¢ ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î r. �®
¢ëè¥ ¤®ª § ®¬ã ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® S = N ¨  ¡®à L ¯®«®, â. ª. ¢ë¯®«¥ë ¨ ¯¥à¢®¥, ¨
¢â®à®¥ ãá«®¢¨ï ªà¨â¥à¨ï ¯®«®âë.
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