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N -������������ ���������� � N -�������� �����

� à ¡®â å  ¢â®à  [1], [2] ¡ë«® ¢¢¥¤¥­® ¯®­ïâ¨¥ ãá«®¢­®£® â¥à¬  ¨ ãáâ ­®¢«¥­  á¢ï§ì ª â¥£®à¨©
¢«®¦¨¬®áâ¨ ã­¨¢¥àá «ì­ëå ª« áá®¢  «£¥¡à á ãá«®¢­®© à æ¨®­ «ì­®© íª¢¨¢ «¥­â­®áâìî íâ¨å
ª« áá®¢ (à ¢­ë¬¨ ¢ëà §¨â¥«ì­ë¬¨ ¢®§¬®¦­®áâï¬¨ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¬¨ ­   «£¥¡à å íâ¨å ª« áá®¢
á ¯®¬®éìî ãá«®¢­ëå â¥à¬®¢). � ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¯®«ãç¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë à á¯à®áâà ­ïîâáï ­ 
á«ãç © ãá«®¢¨©, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå ¢ ¡®«¥¥ ®¡é¥¬ á¬ëá«¥.

�ãáâì n | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«® ¨«¨ n = e, £¤¥ e =2 !. �«¥¬¥­â à­ãî ä®à¬ã-
«ã ­¥ª®â®à®© á¨£­ âãàë �, ¨¬¥îéãî ¢ ¯à¥­¥ªá­®© ­®à¬ «ì­®© ä®à¬¥ ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ n ¯¥à¥¬¥­
ª¢ ­â®à®¢, ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì n-ä®à¬ã«®©. �á«¨ n = e, â® ¯®¤ n-ä®à¬ã«®© ¯®­¨¬ ¥¬ «î¡ãî í«¥-
¬¥­â à­ãî ä®à¬ã«ã. �®«­ë¬ ­ ¡®à®¬ n-ãá«®¢¨© ¢ á¨£­ âãà¥ � ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì «î¡®© ­ ¡®à
f�1(x); : : : ; �k(x)g n-ä®à¬ã« íâ®© á¨£­ âãàë á® á¢®¡®¤­ë¬¨ ¯¥à¥¬¥­­ë¬¨ x â ª®©, çâ® ä®à¬ã-

«  8x
kW

i=1
�i(x) ï¢«ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢¥­­® ¨áâ¨­­®©,   ¤«ï «î¡ëå à §«¨ç­ëå l;m � k ä®à¬ã«ë

�l(x)&�m(x) ­¥ ¢ë¯®«­¨¬ë.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. �®­ïâ¨¥ n-ãá«®¢­®£® â¥à¬ , £¤¥ n 2 ! ¨«¨ n = e, á¨£­ âãàë � ¢¢¥¤¥¬ á
¯®¬®éìî á«¥¤ãîé¥© ¨­¤ãªæ¨¨:

 ) ¢á¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ï¢«ïîâáï n-ãá«®¢­ë¬¨ â¥à¬ ¬¨;
¡) ¥á«¨ t1(x); : : : ; tk(x) | ãá«®¢­ë¥ â¥à¬ë á¨£­ âãàë � ¨ f(x1; : : : ; xk) | äã­ªæ¨®­ «ì­ë©

§­ ª íâ®© á¨£­ âãàë, â® f(t1(x); : : : ; tk(x)) | â ª¦¥ n-ãá«®¢­ë© â¥à¬ íâ®© á¨£­ âãàë;
¢) ¥á«¨ t1(x); : : : ; tk(x) | n-ãá«®¢­ë¥ â¥à¬ë,   �1(x); : : : ; �k(x) | ¯®«­ë© ­ ¡®à n-ãá«®¢¨©

á¨£­ âãàë �, â®

t(x) =

8>><
>>:
�1(x)! t1(x);

: : : : : : : : :

�k(x)! tk(x)

â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï n-ãá«®¢­ë¬ â¥à¬®¬ íâ®© á¨£­ âãàë;
£) «î¡®© n-ãá«®¢­ë© â¥à¬ áâà®¨âáï §  ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® è £®¢ á ¯®¬®éìî ¯à ¢¨«  ), ¡), ¢).

�á«¨ A | ã­¨¢¥àá «ì­ ï  «£¥¡à  á¨£­ âãàë �, â® «î¡®© n-ãá«®¢­ë© â¥à¬ t(x) (n 2 ! ¨«¨
n = e) ¤ ­­®© á¨£­ âãàë ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«ï¥â ­¥ª®â®àãî äã­ªæ¨î (n-ãá«®¢­®-
â¥à¬ «ì­ãî äã­ªæ¨î) ­  ®á­®¢­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥  «£¥¡àë A.

�ª ¦¥¬ ­¥®¡å®¤¨¬ãî ¨­â¥à¯à¥â æ¨î «¨èì ¤«ï á«ãç ï ¢) ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 1: ¥á«¨ b; a 2 A ¨
n-ãá«®¢­ë© â¥à¬ t(x) ¯®áâà®¥­ ¨§ n-ãá«®¢­ëå â¥à¬®¢ t1(x); : : : ; tk(x) ¨ n-ãá«®¢¨© �1(x); : : : ; �k(x)
á ¯®¬®éìî ¯à ¢¨«  ¢), â® A � t(b) = a â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  A � �l(b) ¨ A � tl(b) = a ¤«ï
­¥ª®â®à®£® l � k.

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¯®­ïâ¨¥ ãá«®¢­®£® â¥à¬ , ¢¢¥¤¥­­®¥ ¢ [1], á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®­ïâ¨î
0-ãá«®¢­®£® â¥à¬ , ®¯à¥¤¥«¥­­®¬ã ¢ëè¥.

�ç¥¢¨¤­®, çâ® «î¡®© n-ãá«®¢­ë© â¥à¬ («î¡ ï n-ãá«®¢­® â¥à¬ «ì­ ï äã­ªæ¨ï ­  ã­¨¢¥à-
á «ì­®©  «£¥¡à¥) ï¢«ï¥âáï m-ãá«®¢­ë¬ â¥à¬®¬ (m-ãá«®¢­® â¥à¬ «ì­®© äã­ªæ¨¥©), ¥á«¨ n � m.

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨©
(93-011-1520).

36



�ª ¦¥¬, çâ® n-ãá«®¢­ë© â¥à¬ t(x) ¨¬¥¥â ­®à¬ «ì­ãî ä®à¬ã, ¥á«¨

t(x) =

8>><
>>:
�1(x)! t1(x);

: : : : : : : : :

�k(x)! tk(x);

£¤¥ ti(x) (i � k) | áâ ­¤ àâ­ë¥ â¥à¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© á¨£­ âãàë,   f�1(x); : : : ; �k(x)g |
¯®«­ë© ­ ¡®à n-ãá«®¢¨©.

� ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ [1], ¡¥§ âàã¤  ¤®ª §ë¢ ¥âáï

�¥¬¬ . �«ï «î¡®£® n-ãá«®¢­®£® â¥à¬  t(x) á¨£­ âãàë � áãé¥áâ¢ã¥â n-ãá«®¢­ë© â¥à¬

t0(x) â®© ¦¥ á¨£­ âãàë, ¨¬¥îé¨© ­®à¬ «ì­ãî ä®à¬ã ¨ ®¯à¥¤¥«ïîé¨© ­  ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «-

£¥¡à å á¨£­ âãàë � â¥ ¦¥ n-ãá«®¢­® â¥à¬ «ì­ë¥ äã­ªæ¨¨, çâ® ¨ n-ãá«®¢­ë© â¥à¬ t(x).

� ¢¥­áâ¢® ¤¢ãå n-ãá«®¢­ëå â¥à¬®¢ t1(x1) = t2(x2) ­ §®¢¥¬ n-ãá«®¢­ë¬ â®¦¤¥áâ¢®¬, ¨ ¨áâ¨­-
­®áâì íâ®£® n-ãá«®¢­®£® â®¦¤¥áâ¢  ­  ã­¨¢¥àá «ì­®©  «£¥¡à¥ A ¨­â¥à¯à¥â¨àã¥âáï ª ª á®¢¯ ¤¥-
­¨¥ §­ ç¥­¨© n-ãá«®¢­® â¥à¬ «ì­ëå äã­ªæ¨©, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå ­  A â¥à¬ ¬¨ t1(x1) ¨ t2(x2) ¯à¨
«î¡ëå §­ ç¥­¨ïå  à£ã¬¥­â®¢. �« áá ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à K, ­  ª®â®àëå ¨áâ¨­­  ­¥ª®â®à ï
á®¢®ªã¯­®áâì n-ãá«®¢­ëå â®¦¤¥áâ¢, ­ §®¢¥¬ n-ãá«®¢­ë¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬.

�«ï «î¡®£® ª« áá  K ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à á¨£­ âãàë � ç¥à¥§ M�

n(K) (§¤¥áì, ª ª ¨ ¢ë-
è¥, n 2 ! ¨«¨ n = e) ®¡®§­ ç¨¬ ­ ¨¬¥­ìè¥¥ n-ãá«®¢­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥, á®¤¥à¦ é¥¥ ª« áá K.
�ãáâì Pu(K) ®¡®§­ ç ¥â ª« áá ¢á¥å ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© K- «£¥¡à,   ISn(K) | ª« áá ¢á¥å  «£¥¡à
à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© á¨£­ âãàë, ¨§®¬®àä­ëå ­¥ª®â®à®© n-í«¥¬¥­â à­®© ¯®¤ «£¥¡à¥ ª ª®©-«¨¡® K-
 «£¥¡àë. � ª ®¡ëç­®, ¯®¤ «£¥¡àã L ã­¨¢¥àá «ì­®©  «£¥¡àë A ­ §ë¢ ¥¬ n-í«¥¬¥­â à­®© ¯®¤-
 «£¥¡à®©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© n-ä®à¬ã«ë �(x) ¨ «î¡ëå í«¥¬¥­â®¢ a 2 L §­ ç¥­¨ï ¨áâ¨­­®áâ¨
ä®à¬ã«ë �(a) ­  L ¨ ­  A íª¢¨¢ «¥­â­ë. � ª¨¬ ®¡à §®¬, e-í«¥¬¥­â à­ë¥ ¯®¤ «£¥¡àë | íâ®
¯à®áâ® í«¥¬¥­â à­ë¥ ¯®¤ «£¥¡àë.

�ç¥¢¨¤­®, çâ® «î¡®¥ n-ãá«®¢­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ á®¤¥à¦¨â ®¤­®í«¥¬¥­â­ãî  «£¥¡àã á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¥© á¨£­ âãàë. �¥à¥§ (K)l ®¡®§­ ç¨¬ à áè¨à¥­¨¥ ª« áá  K ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à ¯ã-
â¥¬ ¤®¡ ¢«¥­¨ï ª ­¥¬ã ®¤­®í«¥¬¥­â­®©  «£¥¡àë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© á¨£­ âãàë. � ¯®¬­¨¬, çâ®
�n+1 -ª« áá | íâ® í«¥¬¥­â à­ë© ª« áá,  ªá¨®¬ â¨§¨àã¥¬ë© �n+1-ä®à¬ã« ¬¨ | ä®à¬ã« ¬¨
á ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ n ¯¥à¥¬¥­ ¬¨ ª¢ ­â®à®¢ ¢ ¯à¥­¥ªá­®© ­®à¬ «ì­®© ä®à¬¥ ¨ ­ ç¨­ îé¨åáï á
ª¢ ­â®à  ¢á¥®¡é­®áâ¨. �¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥ ®¡®¡é¥­¨¥ â¥®à¥¬ë 2 ¨§ [1].

�¥®à¥¬  1. �«ï «î¡®£® ª« áá  K ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à á¨£­ âãàë �, ¤«ï «î¡®£® n 2 ! «¨¡®

n = e ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® M�

n(K) = (ISnPu(K))l.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �î¡®¥ n-ãá«®¢­®¥ â®¦¤¥áâ¢® íª¢¨¢ «¥­â­® ­¥ª®â®à®© í«¥¬¥­â à­®© ä®à-
¬ã«¥ ¨, â¥¬ á ¬ë¬, ¤«ï «î¡®£® ª« áá  K ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ª«îç¥­¨¥
Pu(K) �M�

n(K). � á¨«ã «¥¬¬ë ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ª«îç¥­¨¥ ISnPu(K) �M�

n(K). �
â. ª. ®¤­®í«¥¬¥­â­ ï  «£¥¡à  ¢å®¤¨â ¢ «î¡®¥ n-ãá«®¢­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥, â® ¤«ï «î¡®£® ª« áá  K
ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à á¯à ¢¥¤«¨¢® ¢ª«îç¥­¨¥ (ISnPu(K))l �M�

n(K). �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®¡à â-
­®£® ¢ª«îç¥­¨ï ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£® ®â¬¥â¨¬, çâ® (ISnPu(K))l ï¢«ï¥âáï ­ ¨¬¥­ìè¨¬ �n+1-ª« áá®¬,
á®¤¥à¦ é¨¬ ª« áá K ¨ ®¤­®í«¥¬¥­â­ãî  «£¥¡àã (§¤¥áì n+ 1 = e ¢ á«ãç ¥ n = e).

�ãáâì â¥¯¥àì A | ­¥®¤­®í«¥¬¥­â­ ï  «£¥¡à  ¨§ ª« áá  M�

n(K) ¨ � = 8x  (x) | ­¥ª®â®à ï
�n+1-ä®à¬ã«  ( (x) | n-ä®à¬ã« ), ¨áâ¨­­ ï ­  ¢á¥å K- «£¥¡à å. �¯à¥¤¥«¨¬ n-ãá«®¢­ë© â¥à¬

t(x; x1; x2) =

(
 (x)! x1;

: (x)! x2:

�®£¤  ¨áâ¨­­®áâì n-ãá«®¢­®£® â®¦¤¥áâ¢  t(x; x1; x2) = x1 ­  «î¡®© ­¥®¤­®í«¥¬¥­â­®©  «£¥¡à¥
à ¢­®á¨«ì­  ¨áâ¨­­®áâ¨ ­  íâ®©  «£¥¡à¥ ä®à¬ã«ë �. �¥¬ á ¬ë¬, â. ª. K � t(x; x1; x2) = x1, â®
A � t(x; x1; x2) = x1, ¨, §­ ç¨â, A � �, â. ¥. A 2 (ISnPu(K))l. �®á«¥¤­¥¥ ¨ ¤®ª §ë¢ ¥â âà¥¡ã¥¬®¥
à ¢¥­áâ¢® M�

n(K) = (ISnPu(K))l.
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�«¥¤áâ¢¨¥. �«ï «î¡®£® n 2 ! «¨¡® n = e �n+1-ª« ááë ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à, á®¤¥à¦ -
é¨¥ ®¤­®í«¥¬¥­â­ãî  «£¥¡àã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© á¨£­ âãàë, ¨ â®«ìª® ®­¨ ï¢«ïîâáï n-ãá«®¢­ë¬¨
¬­®£®®¡à §¨ï¬¨.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. �¢  ª« áá   «£¥¡à K1 ¨ K2 á¨£­ âãà á®®â¢¥âáâ¢¥­­® �1 ¨ �2 ­ §®¢¥¬ n-
ãá«®¢­® à æ¨®­ «ì­® íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨ (K1 �

n K2), ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ ®â®¡à ¦¥­¨ï F1 (F2) á¨£-
­ âãà­ëå á¨¬¢®«®¢ ®¯¥à æ¨© ¨§ �1 (�2) ¢ n-ãá«®¢­ë¥ â¥à¬ë á¨£­ âãà �2 (�1) â ª¨¥, çâ® ¤«ï
m- à­®£® á¨¬¢®«  f 2 �1 (�2) F1(f) (F2(f)) ¥áâì m- à­ë© n-ãá«®¢­ë© â¥à¬ á¨£­ âãàë �2 (�1) ¨
¯à¨ íâ®¬

1) ¤«ï «î¡®© K1- «£¥¡àë A = hA;�1i  «£¥¡à  F2(A) = hA;�2i 2 K2, £¤¥ �2-®¯¥à æ¨¨  «£¥¡àë
F2(A) ®¯à¥¤¥«¥­ë F2(�2)-n-ãá«®¢­ë¬¨ â¥à¬ ¬¨  «£¥¡àë A;

2) ¤«ï «î¡®© K2- «£¥¡àë A = hA;�2i  «£¥¡à  F1(A) = hA;�1i 2 K1, £¤¥ �1-®¯¥à æ¨¨  «£¥¡àë
F1(A) ®¯à¥¤¥«¥­ë F1(�1)-n-ãá«®¢­ë¬¨ â¥à¬ ¬¨  «£¥¡àë A.

3) ¤«ï «î¡®© K1- «£¥¡àë A ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® F1(F2(A)) = A;
4) ¤«ï «î¡®© K2- «£¥¡àë A ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® F2(F1(A)) = A.

� ¬¥â¨¬, çâ® 0-ãá«®¢­ ï à æ¨®­ «ì­ ï íª¢¨¢ «¥­â­®áâì (K1 �
0
K2) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®­ïâ¨î

ãá«®¢­®© à æ¨®­ «ì­®© íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ (K1 �c. r. e K2) ¨§ [2].
�«ï ª« áá  K ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à ¨ «î¡®£® n 2 !, «¨¡® n = e, ç¥à¥§ K(n) ®¡®§­ ç¨¬ ®¡®-

£ é¥­¨¥ K- «£¥¡à §  áç¥â ¤®¡ ¢«¥­¨ï ¢ á¨£­ âãàã � ª« áá  K ­®¢ëå äã­ªæ¨®­ «ì­ëå á¨¬¢®«®¢
qt(x) ¤«ï ª ¦¤®£® n-ãá«®¢­®£® â¥à¬  t(x) á¨£­ âãàë �. �à¨ íâ®¬ äã­ªæ¨®­ «ì­ë¥ á¨¬¢®«ë
qt(x) ­  K(n)- «£¥¡à å ¡ã¤¥¬ ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì á ¯®¬®éìî n-ãá«®¢­® â¥à¬ «ì­ëå äã­ªæ¨©, á®-
®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ­  K- «£¥¡à å n-ãá«®¢­ë¬ â¥à¬ ¬ t(x). �¥à¥§ �(n) ®¡®§­ ç¨¬ á¨£­ âãàã ª« áá 
K(n),   ç¥à¥§ A(n) | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ®¡®£ é¥­¨¥ K- «£¥¡àë A ¤®  «£¥¡àë ¨§ K(n). �« áá K(n)

¢ë¤¥«ï¥âáï áà¥¤¨ ª« áá  ¢á¥å  «£¥¡à á¨£­ âãàë �(n)  ªá¨®¬ ¬¨ ª« áá  K ¨ n-ãá«®¢­ë¬¨ â®¦¤¥-
áâ¢ ¬¨ qt(x) = t(x),   â. ª. ¯®á«¥¤­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­ë �n+1-ä®à¬ã« ¬, â® ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ª« áá K
¥áâì �n+1-ª« áá ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à, ª« áá K(n) â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï �n+1-ª« áá®¬.

�ãáâì ' | ­¥ª®â®à®¥ ¨§®¬®àä­®¥ ¢«®¦¥­¨¥ ­¥®¤­®í«¥¬¥­â­®©  «£¥¡àë A ¢  «£¥¡àã A1,
£¤¥ A;A1 2 K. �â®¡à ¦¥­¨¥ ' ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä­ë¬ ¢«®¦¥­¨¥¬  «£¥¡àë A(n) ¢  «£¥¡àã A(n)

1

â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ' ï¢«ï¥âáï n-í«¥¬¥­â à­ë¬ ¢«®¦¥­¨¥¬  «£¥¡àë A ¢  «£¥¡àã A1,
â. ¥. â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  '(A) ï¢«ï¥âáï n-í«¥¬¥­â à­®© ¯®¤ «£¥¡à®©  «£¥¡àë A1. � ®¤­ã
áâ®à®­ã íâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï n-ãá«®¢­ëå â¥à¬®¢,   ¤«ï
¤®ª § â¥«ìáâ¢  â®£®, çâ® '(A) ¥áâì n-í«¥¬¥­â à­ ï ¯®¤ «£¥¡à   «£¥¡àë A1 ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  '
¥áâì ¢«®¦¥­¨¥ A(n) ¢ A(n)

1 , ¤®áâ â®ç­® ¤«ï «î¡®© n-ä®à¬ã«ë  (x) á¨£­ âãàë � à áá¬®âà¥âì
äã­ªæ¨î qt(x; x2; x2) 2 �(n), á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî n-ãá«®¢­®¬ã â¥à¬ã

t(x; x1; x2) =

(
 (x)! x1;

: (x)! x2:

�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© ª â¥£®à¨¨ G ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à, ®¡ê¥ªâ ¬¨ ª®â®à®© ¢ëáâã¯ îâ  «-
£¥¡àë ­¥ª®â®à®£® ª« áá  ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à,   ¬®àä¨§¬ ¬¨ { ª ª¨¥-â® ®â®¡à ¦¥­¨ï íâ¨å
 «£¥¡à ¤àã£ ¢ ¤àã£ , ç¥à¥§ SetG ®¡®§­ ç¨¬ áâ¨à îé¨© äã­ªâ®à ¨§ ª â¥£®à¨¨ G ¢ ª â¥£®à¨î
¬­®¦¥áâ¢.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¤¢¥ ¯ àë ª â¥£®à¨© ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à hG1;G
0

1i ¨
hG2;G

0

2i íª¢¨¢ «¥­â­ë (hG1;G
0

1i � hG2;G
0

2i) ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  G
0

i ï¢«ïîâáï ¯®«­ë¬¨ ¯®¤ª â¥£®-
à¨ï¬¨ ª â¥£®à¨© Gi, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬®àä¨§¬ F ª â¥£®à¨¨ G1 ­  ª â¥£®à¨î G2 â ª®©, çâ®
F (G0

1) = G
0

2 ¨ SetG2
�F = SetG1

.
� á«ãç ¥ G1 = G0

1 ¡ã¤¥¬, ª ª ®¡ëç­®, £®¢®à¨âì ®¡ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ª â¥£®à¨© G1 ¨ G2.

�¥à¥§ IS(K) ®¡®§­ ç¨¬ ª« áá  «£¥¡à, ¨§®¬®àä­ëå ¯®¤ «£¥¡à ¬ K- «£¥¡à. �ãáâì
�

K â ª ¦¥,
ª ª ¨ ¢ [2], ®¡®§­ ç ¥â ª â¥£®à¨î, ®¡ê¥ªâ ¬¨ ª®â®à®© ï¢«ïîâáï K- «£¥¡àë,   ¬®àä¨§¬ ¬¨ |
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¨§®¬®àä­ë¥ ¢«®¦¥­¨ï íâ¨å  «£¥¡à ¤àã£ ¢ ¤àã£  ¯«îá £®¬®¬®àä¨§¬ë íâ¨å  «£¥¡à ­  ®¤­®í«¥-

¬¥­â­ãî  «£¥¡àã, ¥á«¨ ¯®á«¥¤­ïï ¯à¨­ ¤«¥¦¨â K. �¥à¥§
n�

K ®¡®§­ ç¨¬ ª â¥£®à¨î, ®¡ê¥ªâ ¬¨
ª®â®à®© ï¢«ïîâáï K- «£¥¡àë,   ¬®àä¨§¬ ¬¨ | n-í«¥¬¥­â à­ë¥ ¢«®¦¥­¨ï ¤àã£ ¢ ¤àã£  ¯«îá
£®¬®¬®àä¨§¬ë íâ¨å  «£¥¡à ­  ®¤­®í«¥¬¥­â­ãî  «£¥¡àã, ¥á«¨ ¯®á«¥¤­ïï ¯à¨­ ¤«¥¦¨â K. � á¨«ã
®¯à¥¤¥«¥­¨ï n-ãá«®¢­ëå â¥à¬®¢ «î¡ ï ¯®¤ «£¥¡à  ã­¨¢¥àá «ì­®©  «£¥¡àë A § ¬ª­ãâ  ®â­®á¨-
â¥«ì­® n-ãá«®¢­® â¥à¬ «ì­ëå äã­ªæ¨©  «£¥¡àë A. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ­®á¨â¥«¨ ¯®¤ «£¥¡à K- «£¥¡à
¨ K(n)- «£¥¡à áãâì ®¤­¨ ¨ â¥ ¦¥, ®¤­ ª® ¨§®¬®àä¨§¬ ®¡¥¤­¥­¨© ¤® á¨£­ âãàë � ¤¢ãå  «£¥¡à ¨§
IS(K(n)) ­¥ ¢«¥ç¥â ¨§®¬®àä¨§¬  á ¬¨å  «£¥¡à ¨§ IS(K(n)). � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¥á«¨ K ï¢«ï¥âáï
�n+1-ª« áá®¬, â® «î¡ ï n-í«¥¬¥­â à­ ï ¯®¤ «£¥¡à  A0

K- «£¥¡àë A á ¬  â ª¦¥ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â
ª« ááã K. � á¨«ã § ¬¥ç¥­­®£® ¢ëè¥ ® â®¬, çâ® ¨§®¬®àä­®¥ ¢«®¦¥­¨¥ ' ­¥®¤­®í«¥¬¥­â­®© K-
 «£¥¡àë A ¢ K- «£¥¡àã A0 ¡ã¤¥â ¨§®¬®àä­ë¬ ¢«®¦¥­¨¥¬  «£¥¡àë A

(n) ¢  «£¥¡àã A(n)
1 â®£¤  ¨

â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ' ï¢«ï¥âáï n-í«¥¬¥­â à­ë¬ ¢«®¦¥­¨¥¬ A ¢ A1, ª â¥£®à¨ï
�

K
(n) íª¢¨¢ «¥­â­ 

ª â¥£®à¨¨ n-í«¥¬¥­â à­ëå ¢«®¦¥­¨© K- «£¥¡à ¤àã£ ¢ ¤àã£  (£¤¥ K| ¯à®¨§¢®«ì­ë© �n+1-ª« áá
ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à) á ¤®¡ ¢«¥­­ë¬¨ £®¬®¬®àä¨§¬ ¬¨ ­  ®¤­®í«¥¬¥­â­ãî  «£¥¡àã, ¥á«¨ ¯®-
á«¥¤­ïï ¯à¨­ ¤«¥¦¨â K. �à¨¢¥¤¥­­ë¥ à ááã¦¤¥­¨ï ¤¥« îâ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ á«¥¤ãîé¥¥

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4. �¢  �n+1-ª« áá   «£¥¡à K1 ¨ K2 ­ §®¢¥¬ íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨ ®â­®á¨â¥«ì­®
n-í«¥¬¥­â à­ëå ¢«®¦¥­¨© ¢­ãâà¨ ª« áá®¢ ¨å n-ãá«®¢­® â¥à¬ «ì­ëå ¯®¤ «£¥¡à, ¥á«¨ íª¢¨¢ -

«¥­â­ë ¯ àë ª â¥£®à¨© h
�

(ISK(n)
1 )l;

�

K
(n)
1 i ¨ h

�

(ISK(n)
2 )l;

�

K
(n)
2 i.

� [2] ãáâ ­®¢«¥­  á¢ï§ì 0-ãá«®¢­® à æ¨®­ «ì­®© íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ 0-ãá«®¢­ëå ¬­®£®®¡à §¨©
K1, K2 á íª¢¨¢ «¥­â­®áâìî ª â¥£®à¨© ¢«®¦¨¬®áâ¨ ­  K1- ¨ K2- «£¥¡à å. �¥®à¥¬  2 ï¢«ï¥âáï
¯ à ««¥«ìî íâ®£® à¥§ã«ìâ â  ¤«ï á«ãç ï e-ãá«®¢­® à æ¨®­ «ì­®© íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ e-ãá«®¢­ëå
¬­®£®®¡à §¨©.

�¥®à¥¬  2. �¢  �e-ª« áá   «£¥¡à K1 ¨ K2 e-ãá«®¢­® à æ¨®­ «ì­® íª¢¨¢ «¥­â­ë â®£¤  ¨

â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  íâ¨ ª« ááë íª¢¨¢ «¥­â­ë ®â­®á¨â¥«ì­® e-í«¥¬¥­â à­ëå ¢«®¦¥­¨© ¢­ã-

âà¨ ª« áá®¢ ¨å e-ãá«®¢­® â¥à¬ «ì­ëå ¯®¤ «£¥¡à.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨«ã â®£®, çâ® á®¢®ªã¯­®áâì í«¥¬¥­â à­ëå ä®à¬ã« § ¬ª­ãâ  ®â­®á¨-
â¥«ì­® ¯®¤áâ ­®¢ª¨ ¢ ­¨å ¢¬¥áâ®  â®¬­ëå ¯®¤ä®à¬ã« í«¥¬¥­â à­ëå ä®à¬ã«, ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à -
§®¬ ¨§ e-ãá«®¢­® à æ¨®­ «ì­®© íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ e-ãá«®¢­ëå ¬­®£®®¡à §¨© K1, K2 (á ¯®¬®éìî
®â®¡à ¦¥­¨© F1, F2) ¯®«ãç ¥¬, çâ® á®¢®ªã¯­®áâ¨ e-ãá«®¢­® â¥à¬ «ì­ëå äã­ªæ¨© ¤«ï ¯ à  «£¥¡à
A1, F2(A1) ¨ A2, F1(A2) á®¢¯ ¤ îâ (£¤¥ A1 2 K1, A2 2 K2). �¥¬ á ¬ë¬ íª¢¨¢ «¥­â­®áâì ®â­®á¨-
â¥«ì­® e-í«¥¬¥­â à­ëå ¢«®¦¥­¨© ¢­ãâà¨ ª« áá  á¢®¨å e-ãá«®¢­® â¥à¬ «ì­ëå ¯®¤ «£¥¡à «î¡ëå
¤¢ãå e-ãá«®¢­® à æ¨®­ «ì­® íª¢¨¢ «¥­â­ëå ª« áá®¢ ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬ á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥-
­¨©. � ¬¥â¨¬ ®¡à â­®¥. �ãáâì K1 ¨ K2 íª¢¨¢ «¥­â­ë ®â­®á¨â¥«ì­® e-í«¥¬¥­â à­ëå ¢«®¦¥­¨©
¢­ãâà¨ ª« áá®¢ á¢®¨å e-ãá«®¢­® â¥à¬ «ì­ëå ¯®¤ «£¥¡à ¨ ¯ãáâì F | ¨§®¬®àä¨§¬ ª â¥£®à¨¨

(
�

ISK
(e)
1 )l ­  ª â¥£®à¨î (

�

ISK
(e)
2 )l, ª®¬¬ãâ¨àãîé¨© á® áâ¨à îé¨¬¨ äã­ªâ®à ¬¨ íâ¨å ª â¥£®à¨© ¨

â ª®©, çâ® F (K(e)
1 ) = K(e)

2 . � á¨«ã â¥®à¥¬ë 2 ¨§ [2] ª« ááë  «£¥¡à (ISK(e)
1 )l ¨ (ISK

(e)
2 )l ¡ã¤ãâ ãá«®¢-

­® à æ¨®­ «ì­® íª¢¨¢ «¥­â­ë. � ª íâ® á«¥¤ã¥â ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë �.�.� «ìæ¥¢  [3]
® à æ¨®­ «ì­® íª¢¨¢ «¥­â­ëå ¬­®£®®¡à §¨ïå, ­  ª®â®à®¬ ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì ®á­®¢ ­® ¤®ª § â¥«ì-
áâ¢® â¥®à¥¬ë 2 ¨§ [2], ¯®«ãç¥­­ ï ãá«®¢­ ï à æ¨®­ «ì­ ï íª¢¨¢ «¥­â­®áâì ª« áá®¢ (ISK(e)

1 )l ¨
ISK(e)

2 )l ¡ã¤¥â ®¯à¥¤¥«ïâì ãá«®¢­ãî à æ¨®­ «ì­ãî íª¢¨¢ «¥­â­®áâì ª« áá®¢ K(e)
1 ¨ K(e)

2 (¢ á¨«ã
à ¢¥­áâ¢  F (K(e)

1 ) = K(e)
2 ). �® ­   «£¥¡à å ª« áá®¢ K(e)

1 ¨ K(e)
2 «î¡ ï ãá«®¢­® â¥à¬ «ì­ ï äã­ª-

æ¨ï ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬ á®¢¯ ¤ ¥â á ­¥ª®â®à®© e-ãá«®¢­® â¥à¬ «ì­®© äã­ªæ¨¥© ®¡¥¤­¥­¨© íâ¨å
 «£¥¡à ¤® ¨áå®¤­ëå á¨£­ âãà ª« áá®¢ K1 ¨ K2 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �¥¬ á ¬ë¬, ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ª« ááë
K1 ¨ K2 ®ª §ë¢ îâáï e-ãá«®¢­® à æ¨®­ «ì­® íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨.

�«¥¤ãîé¨© ¯à¨¬¥à ¯®ª §ë¢ ¥â ­¥¢®§¬®¦­®áâì ®¯¨á ­¨ï e-ãá«®¢­® â¥à¬ «ì­®© íª¢¨¢ «¥­â-
­®áâ¨ ª« áá®¢  «£¥¡à «¨èì ­  ï§ëª¥ ª â¥£®à¨© e-í«¥¬¥­â à­®© ¢«®¦¨¬®áâ¨ ¡¥§ ¯à¨¢«¥ç¥­¨ï
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ª â¥£®à¨© e-ãá«®¢­® â¥à¬ «ì­ëå ¯®¤ «£¥¡à. �ãáâì K1 ï¢«ï¥âáï ª« áá®¬ ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «-
£¥¡à í«¥¬¥­â à­® íª¢¨¢ «¥­â­ëå  «£¥¡à¥ A1 = hZ;x + 1i, £¤¥ Z | á®¢®ªã¯­®áâì æ¥«ëå ç¨á¥«,
¨ á¨£­ âãà  ª« áá  K1 á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®© ®¤­®¬¥áâ­®© äã­ªæ¨¨ f(x) = x + 1. �ç¥¢¨¤­®, çâ®
K1 ï¢«ï¥âáï �2-ª« áá®¬. �ãáâì K2 | �1-ª« áá  «£¥¡à, í«¥¬¥­â à­® íª¢¨¢ «¥­â­ëå  «£¥¡à¥
A2 = hZ;x+1; x� 1i. �ç¥¢¨¤­®, çâ® «î¡ë¥ ¨§®¬®àä­ë¥ ¢«®¦¥­¨ï ¬¥¦¤ã K1- «£¥¡à ¬¨ (¬¥¦¤ã
K2- «£¥¡à ¬¨) ¡ã¤ãâ í«¥¬¥­â à­ë¬¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®ç¥¢¨¤­®, çâ® ª â¥£®à¨¨ í«¥¬¥­â à­ëå
¢«®¦¥­¨© ¤«ï ª« áá®¢ K1 ¨ K2 íª¢¨¢ «¥­â­ë. � â® ¦¥ ¢à¥¬ï ª« ááë K1 ¨ K2 ­¥ ï¢«ïîâáï
e-ãá«®¢­® à æ¨®­ «ì­® íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨: äã­ªæ¨ï x� 1 ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ Z ­¥ á®¢¯ ¤ ¥â ­¨ á ª -
ª®© e-ãá«®¢­® â¥à¬ «ì­®© äã­ªæ¨¥© g(x) ­   «£¥¡à¥ A1, â. ª. ¤«ï «î¡®© e-ãá«®¢­® â¥à¬ «ì­®©
äã­ªæ¨¨ g(x) ­   «£¥¡à¥ A1 á¯à ¢¥¤«¨¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥

A1 � 8x (g(x) � x)

¨«¨, ¥á«¨ ®¯ãáâ¨âì ®â­®è¥­¨¥ ¯®àï¤ª  A1 � 8x9 ­ âãà «ì­®¥ n â ª®¥, çâ® g(x) = (x+1)+ � � �+1
(n à §). � á¢ï§¨ á â¥®à¥¬®© 2 ï¢«ï¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬

�®¯à®á. � ª ­ ¤® (¥á«¨ íâ® ¢®§¬®¦­®) ¨§¬¥­¨âì ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ e-ãá«®¢¨ï ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ e-
ãá«®¢­®£® â¥à¬ , çâ®¡ë íª¢¨¢ «¥­â­®áâì ª â¥£®à¨© í«¥¬¥­â à­ëå ¢«®¦¥­¨© ¡ë«  à ¢­®á¨«ì­ 
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© à æ¨®­ «ì­®© íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ í«¥¬¥­â à­ëå ª« áá®¢ ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à.

� § ª«îç¥­¨¥ § ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ L| ­¥ª®â®àë© «®£¨ç¥áª¨© ï§ëª, § ¬ª­ãâë© ®â­®á¨â¥«ì­®
ª®­êî­ªæ¨© ¨ ®âà¨æ ­¨©, ¨ ¬ë ®¯à¥¤¥«¨¬ L-ãá«®¢­ë¥ â¥à¬ë á ¯®¬®éìî L-ãá«®¢¨©, ¢ ª ç¥-
áâ¢¥ ª®â®àëå ¡ã¤ãâ ¢ëáâã¯ âì «î¡ë¥ L-ä®à¬ã«ë, â® ®áâ îâáï á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï
«¥¬¬ë ¨ á«¥¤áâ¢¨ï, £¤¥ ¢ ¯®á«¥¤­¥¬ ¢¬¥áâ® �n+1-ª« áá®¢ ¤«ï L-ãá«®¢­ëå ¬­®£®®¡à §¨© ¢ëáâã-
¯ îâ 8-L-ä®à¬ã«ë (â. ¥. ã­¨¢¥àá «ì­ë¥ § ¬ëª ­¨ï L-ä®à¬ã«). �áâ ¥âáï á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬ â ª¦¥
¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë 2 ¤«ï ï§ëª®¢ L, ¢ ª®â®àëå á®¢®ªã¯­®áâì L-ä®à¬ã« § ¬ª­ãâ  ®â­®á¨-
â¥«ì­® ¯®¤áâ ­®¢ª¨ L-ä®à¬ã« ¢¬¥áâ®  â®¬­ëå ¯®¤ä®à¬ã« ¢ L-ä®à¬ã«ë. � ª ç¥áâ¢¥ ¯®¤®¡­ëå
L-ï§ëª®¢ ¬®£ãâ, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¢ëáâã¯ âì ¡¥áª®­¥ç­ë¥ ï§ëª¨ â¨¯  L�;�, ï§ëª¨ á ®¡®¡é¥­­ë¬¨
ª¢ ­â®à ¬¨, ï§ëª ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  ¨ â. ¤.
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