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� â¨¯¨çëå ¤«ï § ¤ ç �ãàá  ¨ �®è¨ ®¡« áâïå à áá¬ âà¨¢ ¥âáï á¨áâ¥¬  ãà ¢¥¨© á ªà â-
ë¬¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ª ¬¨

ulxj =
mX
i=1

ali(x1; : : : ; xn)ui + fl(x1; : : : ; xn); 1 6 l 6 m =
nX
i=1

ki; (1)

¥á«¨ 1 6 l 6 k1, â® j = 1, ¥á«¨ k1 + 1 6 l 6 k1 + k2, â® j = 2, ¥á«¨ k1 + k2 + 1 6 l 6 k1 + k2 + k3,

â® j = 3, : : : , ¥á«¨
n�1P
i=1

ki + 1 6 l 6
nP
i=1

ki, â® j = n. � «¥¥ ¢áî¤ã ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¢á¥ ali, fl

¥¯à¥àë¢ë ¢ § ¬ëª ¨¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ®¡« áâ¨. �ã¤¥¬  §ë¢ âì à¥£ã«ïàë¬ ¢ ®¡« áâ¨ D
à¥è¥¨¥ (1), ¥¯à¥àë¢®¥ ¢ D ¢¬¥áâ¥ á® ¢á¥¬¨ ¢å®¤ïé¨¬¨ ¢ á¨áâ¥¬ã ¯à®¨§¢®¤ë¬¨: ul 2 C(D),

l = 1;m, ulxj 2 C(D),
j�1P
i=1

ki + 1 6 l 6
jP
i=1

ki.

�®¤®¡ë¥ á¨áâ¥¬ë á ¥ªà âë¬¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ª ¬¨ ¨áá«¥¤®¢ «¨áì ¢ [1], [2]. � [1] ¬¥â®¤®¬
¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå ¯à¨¡«¨¦¥¨© ¡ë«¨ ¯®áâà®¥ë ä®à¬ã«ë à¥è¥¨ï § ¤ ç¨ �ãàá  ¤«ï á¨áâ¥¬ë

ulxl =
nX
i=1

ali(x1; : : : ; xn)ui + fl(x1; : : : ; xn); l = 1; : : : ; n: (2)

B [2] ¨§ãç¥ë § ¤ ç¨ �®è¨ ¨ �ãàá  ¤«ï á¨áâ¥¬ë (2) ¯à¨ n = 2, ¢ ç áâ®áâ¨, ¡ë«¨ ¯à¥¤«®¦¥-
ë ä®à¬ã«ë ¨â¥£à «ì®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï à¥è¥¨©, ¯®§¢®«ïîé¨¥ ãáâ ®¢¨âì ¨å áâàãªâãàë¥
á¢®©áâ¢ .

� ¤ ®© à ¡®â¥ ¯à¥¤« £ ¥âáï ¤àã£®© ¯®¤å®¤ ª § ¤ ç¥ ¯®«ãç¥¨ï à¥è¥¨© § ¤ ç �®è¨ ¨
�ãàá ,   ¨¬¥® | ¢ à¨ â ¬¥â®¤  �¨¬  , ï¢«ïîé¨©áï à §¢¨â¨¥¬ ¨¤¥© ¨§ [3], [4], £¤¥ à áá¬ -
âà¨¢ îâáï á¨áâ¥¬ë ãà ¢¥¨© á ¤¢ã¬ï ¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨ ¯¥à¥¬¥ë¬¨. �® ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â [3] ¬ âà¨æ 
�¨¬   ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª à¥è¥¨¥ á¨áâ¥¬ë ¨â¥£à «ìëå ãà ¢¥¨©. �®¤®¡ë¬ ®¡à §®¬ ¤«ï
®¤®£® ãà ¢¥¨ï äãªæ¨¨ �¨¬   à ¥¥ ¢¢®¤¨«¨áì ¢ [5]{[13].

1. �ãáâì G = fx0i < xi < x1i , i = 1; ng. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Xj £à ¨ G ¯à¨ xj = x0j .

� ¤ ç  �ãàá . � ©â¨ à¥£ã«ïà®¥ ¢ ®¡« áâ¨ G à¥è¥¨¥ á¨áâ¥¬ë (1), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®-
¢¨ï¬

uljXj
= 'l(x1; : : : ; xj�1; xj+1; : : : ; xn); l = 1;m; (3)

'l 2 C(Xj), á¢ï§ì ¬¥¦¤ã l ¨ j ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®© (1).
�¥è¥¨¥ § ¤ ç¨ �ãàá  áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¥¤¨áâ¢¥®. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, á¢¥¤¥¬ (1) á ãá«®¢¨ï¬¨ (3)

ª á¨áâ¥¬¥ ¨â¥£à «ìëå ãà ¢¥¨©

ul = 'l +
Z xj

x0
j

� mX
i=1

aliui + fl

�
d�j ; l = 1;m: (4)
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�¥è¥¨¥ (4) áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¥¤¨áâ¢¥® ¢ C(G) (íâ® ¬®¦® ¤®ª § âì ¬¥â®¤®¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå
¯à¨¡«¨¦¥¨© ([14], á. 59; [15], á. 245{249; [16], á. 77{79)). �ç¥¢¨¤®, (4) à ¢®á¨«ì  § ¤ ç¥ �ãàá 
(1), (3).

�¥à¥©¤¥¬ ª ¯®áâ ®¢ª¥ § ¤ ç¨ �®è¨. � ®à¨¥â¨à®¢ ®¬ á¨áâ¥¬®© ª®®à¤¨ â (x1; x2; : : : ; xn)
¯à®áâà áâ¢¥ Rn à áá¬®âà¨¬ ¯®¢¥àå®áâì S ª« áá  C1, § ¤ ãî ãà ¢¥¨ï¬¨

x1 = x1(�1; �2; : : : ; �n�1);
x2 = x2(�1; �2; : : : ; �n�1);
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

xn = xn(�1; �2; : : : ; �n�1);

rank

0
B@

@x1
@�1

� � � @xn
@�1

: : : : : : : : : : : : : : :
@x1

@�n�1
� � � @xn

@�n�1

1
CA = n� 1;

£¤¥ (�1; �2; : : : ; �n�1) 2 Rn�1. �ç¨â ¥¬, çâ® S ¢ ª ¦¤®© á¢®¥© â®çª¥ ¨¬¥¥â ª á â¥«ìãî ¯«®áª®áâì,
¥ ¯ à ««¥«ìãî ¨ ®¤®© ¨§ ª®®à¤¨ âëå ®á¥©.

�à®¢¥¤¥¬ ¯«®áª®áâ¨ x1 = x0
1
, x2 = x0

2
; : : : ; xn = x0n ç¥à¥§ â®çªã M0(x01; x

0
2
; : : : ; x0n). �ãáâì S

0 |
ãç áâ®ª ¯®¢¥àå®áâ¨ S, ¢ëà¥§ ë© íâ¨¬¨ ¯«®áª®áâï¬¨, D0 | ª®¥ç ï ®¡« áâì ¯à®áâà áâ¢ 
Rn, ®£à ¨ç¥ ï ¯«®áª®áâï¬¨ x1 = x0

1
, x2 = x0

2
; : : : ; xn = x0n ¨ ¯®¢¥àå®áâìî S0, @D0 | ªà © D0.

�ç¨â ¥¬ ®à¨¥â æ¨î ®¡« áâ¨ D0 ¯®«®¦¨â¥«ì®©.

� ¤ ç  �®è¨. � ©â¨ à¥£ã«ïà®¥ ¢ D0 à¥è¥¨¥ á¨áâ¥¬ë (1), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥   ¯®¢¥àå®áâ¨
S ãá«®¢¨ï¬

uljS = ul0; l = 1;m; ul0 2 C
1(S0): (5)

�â¬¥â¨¬, çâ® ¯®¢¥àå®áâì S ¤®¯ãáª ¥â à §«¨çë¥ ä®à¬ë § ¯¨á¨ ç¥à¥§ ¯¥à¥¬¥ë¥ x1; : : : ; xn:
x1 = �1(x2; : : : ; xn), x2 = �2(x1; x3; : : : ; xn); : : : ; xn = �n(x1; : : : ; xn�1). �®íâ®¬ã ¬®¦® áç¨â âì, çâ®
äãªæ¨¨ ul0 § ¢¨áïâ ®â «î¡®£®  ¡®à  (n� 1) ¯¥à¥¬¥ëå ¨§ ç¨á«  x1; : : : ; xn.

�ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâì à¥è¥¨ï § ¤ ç¨ �®è¨ ¤®ª §ë¢ ¥âáï â ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ á«ãç ¥
§ ¤ ç¨ �ãàá . �¨áâ¥¬  (1) á ãá«®¢¨ï¬¨ (5) á¢®¤¨âáï ª á¨áâ¥¬¥ ¨â¥£à «ìëå ãà ¢¥¨©

ul = ul0 +
Z xj

�j

� mX
i=1

aliui + fl

�
d�j ; l = 1;m; (6)

á¢ï§ì ¬¥¦¤ã l ¨ j á®¢  ¤ ¥âáï á®®â®è¥¨ï¬¨ ¯®á«¥ ä®à¬ã«ë (1).
�¥è¥¨¥ (6) áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¥¤¨áâ¢¥® ¢ C(D0). �¨áâ¥¬  (6) à ¢®á¨«ì  § ¤ ç¥ �®è¨ (1),

(5).

2. �ë¢¥¤¥¬ ä®à¬ã«ë à¥è¥¨© § ¤ ç �®è¨ ¨ �ãàá  ¢ â¥à¬¨ å ¬ âà¨æë �¨¬  . �¥à¥¯¨è¥¬
(1) ¢ ¢¥ªâ®à®-¬ âà¨ç®© ä®à¬¥

L(U) = F; L(U) �
nX
i=1

AiUxi �BU; U = colon(u1; : : : ; um):

�¤¥áì Ai | ¯®áâ®ïë¥ ¤¨ £® «ìë¥ ¬ âà¨æë, Ai = diag (�i
1
; �i

2
; : : : ; �in), ¯à¨ç¥¬ �1s = 1 ¯à¨

1 6 s 6 k1, �2s = 1 ¯à¨ k1 + 1 6 s 6 k1 + k2; : : : , �ns = 1 ¯à¨
n�1P
i=1

ki + 1 6 s 6
nP
i=1

ki, ®áâ «ìë¥

¤¨ £® «ìë¥ í«¥¬¥âë ¬ âà¨æ Ai à ¢ë ã«î; B = kalik, ali | ª®íää¨æ¨¥âë á¨áâ¥¬ë (1),
l = 1;m, i = 1;m; F = colon(f1; f2; : : : ; fm).

�¢¥¤¥¬ ¬ âà¨æã �¨¬  R = colon(R1; : : : ;Rm); §¤¥áìRi(x1; : : : ; xn; �1; : : : ; �n) = (ri1; : : : ; rim),
i = 1;m, ï¢«ïîâáï à¥è¥¨ï¬¨ á¨áâ¥¬

rij(x1; : : : ; xn) =

= �ij �

Z xp

�p

� mX
q=1

aqj(x1; : : : ; xp�1; �p; xp+1; : : : ; xn)riq(x1; : : : ; xp�1; �p; xp+1; : : : ; xn)
�
d�p; (7)
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p�1X
q=1

kq + 1 6 j 6

pX
q=1

kq; p = 1; n;

£¤¥ �ij | á¨¬¢®« �à®¥ª¥à , aqj | ª®íää¨æ¨¥âë á¨áâ¥¬ë (1).
�¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ (7) ¯à¨ ª ¦¤®¬ i áãé¥áâ¢ãîâ ¨ ¥¤¨áâ¢¥ë ¢ ª« áá¥ ¥¯à¥àë¢ëåäãªæ¨©.

�¨ää¥à¥æ¨àãï (7), ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¯® ¯¥à¢ë¬ n  à£ã¬¥â ¬ (x1; : : : ; xn) ¬ âà¨æ  R ã¤®¢«¥â¢®-
àï¥â á®¯àï¦¥®© ª (1) á¨áâ¥¬¥

L�(V) = 0; L�(V) � �
nX
i=1

(VAi)xi �VB:

�«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  U 2 C1 c¯à ¢¥¤«¨¢® â®¦¤¥áâ¢®

RL(U) =
nX
i=1

(RAiU)xi : (8)

�¥©áâ¢¨â¥«ì®,

nX
i=1

(RAiU)xi =
nX
i=1

RAiUxi +
nX
i=1

(RAi)xiU = RL(U) +RBU +
nX
i=1

(RAi)xiU =

= RL(U)� L�(R)U = RL(U):

�¯à ¢¥¤«¨¢  ®¡é ï ä®à¬ã«  �â®ªá  ([17], á. 246)

Z
H

� kX
i=1

@Fi

@xi

�
dx1 ^ � � � ^ dxk =

Z
@H

kX
i=1

(�1)i�1Fidx1 ^ � � � ^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ � � � ^ dxk:

�ãáâì M(�1; �2; : : : ; �n) 2 G. �ç¨â ï ¢ â®¦¤¥áâ¢¥ (8) ¬ âà¨æã U à¥è¥¨¥¬ á¨áâ¥¬ë (1), ¯à®-
¨â¥£à¨àã¥¬ (8) ¯® ®¡« áâ¨ G1 = fx0i < xi < �i, i = 1; ng:

Z
G1

RFdx1 ^ � � � ^ dxn =
Z
G1

nX
i=1

(RAiU)xidx1 ^ � � � ^ dxn:

�® ä®à¬ã«¥ �â®ªá 

Z
G1

RFdx1 : : : dxn =
Z
@G1

nX
i=1

(�1)i�1RAiUdx1 ^ � � � ^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ � � � ^ dxn: (9)

� ©¤¥¬ § ç¥¨¥ uk(M). �ãáâì ¢ (1) ¢å®¤¨â ¯à®¨§¢®¤ ï äãªæ¨¨ uk ¯® ¯¥à¥¬¥®© xs. �á®,
çâ® ®¬¥à  s ¨ k á¢ï§ ë á®®â®è¥¨¥¬

s�1X
i=1

ki + 1 6 k 6
sX
i=1

ki:

� ¯¨è¥¬ k-î áâà®ªã (9)

Z
G1

� mX
i=1

rkifi

�
dx1 : : : dxn =

=
Z
@G1

0
B@ nX

i=1

(�1)i�1

P
i

q=1
kqX

j=
P

i�1

q=1
kq+1

rkjuj

1
CA dx1 ^ � � � ^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ � � � ^ dxn: (10)
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� ª ª ª @G1 | £à ¨æ  ¯ à ««¥«®£à ¬¬ , ä®à¬ã«  (10) ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤

Z
G1

� mX
i=1

rkifi

�
dx1 : : : dxn =

=
nX
i=1

�1Z
x0
1

� � �

�i�1Z
x0
i�1

�i+1Z
x0
i+1

� � �

�nZ
x0n

0
B@

P
i

q=1
kqX

j=
P

i�1

q=1
kq+1

rkjuj

1
CA
�������
�i

x0
i

dxn : : : dxi+1dxi�1 : : : dx1: (11)

�§ á¨áâ¥¬ë (7) á«¥¤ã¥â, çâ® ¢å®¤ïé¨¥ ¢ ¯à ¢ãî ç áâì (11) äãªæ¨¨ rkj ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á®®â®-
è¥¨ï¬

rkj(x1; : : : ; xi�1; �i; xi+1; : : : ; xn; �1; : : : ; �n) �

(
1; j = k;

0; j 6= k;
(12)

£¤¥
i�1P
q=1

kq + 1 6 j 6
iP

q=1

kq. �¥¢ ï ç áâì (11) ¨ äãªæ¨¨ uj(x1; : : : ; xi�1; x0i ; xi+1; : : : ; xn),

i�1P
q=1

kq + 1 6 j 6
iP

q=1

kq, j = 1; n, ¨§¢¥áâë (¥á«¨ áç¨â âì ¨§¢¥áâ®© ¬ âà¨æã R). �®íâ®¬ã (11)

¬®¦® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

�1Z
x0
1

: : :

�s�1Z
x0
s�1

�s+1Z
x0
s+1

: : :

�nZ
x0n

uk(x1; : : : ; xs�1; �s; xs+1; : : : ; xn)dxn : : : dxs+1dxs�1 : : : dx1 =  k(�1; : : : ; �n)

á ¨§¢¥áâ®©  k(�1; : : : ; �n). �âáî¤ 

uk(�1; : : : ; �n) =
@n�1 k(�1; : : : ; �n)

@�1 : : : @�s�1@�s+1 : : : @�n
: (13)

�§ ¯à¥¤ë¤ãé¨å à ááã¦¤¥¨© á«¥¤ã¥â

�¥®à¥¬  1. �¥è¥¨¥ § ¤ ç¨ �ãàá  (1), (3) áãé¥áâ¢ã¥â, ¥¤¨áâ¢¥® ¨ ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®©

(13).

�¥à¥©¤¥¬ ª à¥è¥¨î § ¤ ç¨ �®è¨. �¥à¥§ â®çªã M(�1; �2; : : : ; �n) 2 D0 ¯à®¢¥¤¥¬ ¯«®áª®-
áâ¨ x1 = �1, x2 = �2; : : : ; xn = �n. �ãáâì D1 | ç áâì D0, ®£à ¨ç¥ ï ¯«®áª®áâï¬¨ x1 = �1,

x2 = �2; : : : ; xn = �n; D1i | ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ D1 á ¯«®áª®áâìî xi = �i. �®£¤  @D1 = S01 [
�

n

[
i=1

D1i

�
, £¤¥

S01 ï¢«ï¥âáï ç áâìî S0. �®¢  áç¨â ï ¢ â®¦¤¥áâ¢¥ (8) U à¥è¥¨¥¬ á¨áâ¥¬ë (1), ¯à®¨â¥£à¨àã¥¬
(8) ¯® ®¡« áâ¨ D1. �® ä®à¬ã«¥ �â®ªá  ¯®«ãç ¥¬

Z
D1

RFdx1 : : : dxn =
Z
@D1

nX
i=1

(�1)i�1RAiUdx1 ^ � � � ^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ � � � ^ dxn: (14)

�®áâà®ç ï § ¯¨áì (14) ¤ ¥â

Z
D1

� mX
i=1

rkifi

�
dx1 : : : dxn =

=
nX
l=1

Z
D1l

0
B@ nX

i=1

(�1)i�1

P
i

q=1
kqX

j=
P

i�1

q=1
kq+1

rkjuj

1
CA dx1 ^ � � � ^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ � � � ^ dxn +
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+
Z
S0
1

0
B@ nX

i=1

(�1)i�1

P
i

q=1
kqX

j=
P

i�1

q=1
kq+1

rkjuj

1
CAdx1 ^ � � � ^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ � � � ^ dxn:

�ç¥¢¨¤®,

Z
D1l

0
B@ nX

i=1

(�1)i�1

P
i

q=1
kqX

j=
P

i�1

q=1
kq+1

rkjuj

1
CA dx1 ^ � � � ^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ � � � ^ dxn =

=
Z
D1l

(�1)l�1

0
B@

P
l

q=1
kqX

j=
P

l�1

q=1
kq+1

rkjuj

1
CA dx1 ^ � � � ^ dxl�1 ^ dxl+1 ^ � � � ^ dxn:

�âáî¤ Z
D1

� mX
i=1

rkifi

�
dx1 : : : dxn =

=
nX
l=1

Z
D1l

(�1)l�1

0
B@

P
l

q=1
kqX

j=
P

l�1

q=1
kq+1

rkjuj

1
CA dx1 ^ � � � ^ dxl�1 ^ dxl+1 ^ � � � ^ dxn +

+
Z
S0
1

0
B@ nX

i=1

(�1)i�1

P
i

q=1
kqX

j=
P

i�1

q=1
kq+1

rkjuj

1
CA dx1 ^ � � � ^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ � � � ^ dxn: (15)

� á¨«ã (12) ä®à¬ã«ã (15) ¬®¦® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥Z
D1s

ukdx1 : : : dxs�1dxs+1 : : : dxn = 	k(�1; : : : ; �n); (16)

£¤¥ 	k ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ í«¥¬¥âë ¬ âà¨æë �¨¬  R ¨ ¤ ë¥ �®è¨. �à¥®¡à §ãï ¨â¥£à « ¯®
(n�1)-¬¥à®¬ã ¬®£®®¡à §¨î D1s ¢ ¯®¢â®àë© ¨ ¤¨ää¥à¥æ¨àãï (16) ¯® �1; : : : ; �s�1; �s+1; : : : ; �n,
¯®«ãç¨¬ ¢ëà ¦¥¨¥ ¤«ï uk(�1; : : : ; �n).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, á¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥®à¥¬  2. �¥è¥¨¥ § ¤ ç¨ �®è¨ (1), (5) áãé¥áâ¢ã¥â, ¥¤¨áâ¢¥® ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®

ä®à¬ã«¥ (16).
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