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� ¤ ­­®© áâ âì¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï § ¤ ç  ®¯â¨¬ «ì­®£® ã¯à ¢«¥­¨ï, à¥è¥­¨ï ª®â®à®©, ¢®®¡-
é¥ £®¢®àï, ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â. �áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¥¥ à áè¨à¥­¨¥ á ¯®¬®éìî ¢¢®¤¨¬®£® ¯®­ïâ¨ï ­¨¦-
­¥£® ¯®¯®«­¥­¨ï ç¨á«®¢®£® ¬­®¦¥áâ¢ . � ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à  ¨áá«¥¤ã¥âáï § ¤ ç  ã¯à ¢«¥­¨ï ¢
ª®íää¨æ¨¥­â å ¤«ï ãà ¢­¥­¨ï ¯ à ¡®«¨ç¥áª®£® â¨¯ . �«ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© à áè¨à¥­­®© § -
¤ ç¨ ãáâ ­ ¢«¨¢ îâáï ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ãá«®¢¨ï ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨. � ¡®«¥¥ ¯à®áâ®¬ á«ãç ¥, ª®£¤ 
ã¯à ¢«¥­¨¥ ¢å®¤¨â ¢ á¢®¡®¤­ë© ç«¥­ ãà ¢­¥­¨ï, ãª § ­­ë¬ á¯®á®¡®¬ ¢ë¤¥«ï¥âáï ª« áá ¬¨­¨-
¬¨§¨àãîé¨å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥©. �¥¬ á ¬ë¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¤®¯ãáâ¨¬®¥ ã¯à ¢«¥­¨¥, §­ ç¥­¨¥
äã­ªæ¨®­ «  ­  ª®â®à®¬ áª®«ì ã£®¤­® ¡«¨§ª® ª ¥£® ­¨¦­¥© £à ­¨, å®âï ¨áá«¥¤ã¥¬ ï § ¤ ç 
§ ¢¥¤®¬® ­¥ à §à¥è¨¬ .

1. �¢¥¤¥­¨¥

�ãáâì 
 | ®âªàëâ ï ®£à ­¨ç¥­­ ï ®¡« áâì ¢ Rn á £à ­¨æ¥© S, T > 0, Q = 
 � (0; T ),
� = S � (0; T ). � áá¬ âà¨¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥
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á ªà ¥¢ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨

y(x; 0) = y0; x 2 
; y = 0; (x; t) 2 �; (1.2)

£¤¥ f 2 L2(Q), y0 2 L2(
) | ¨§¢¥áâ­ë¥ äã­ªæ¨¨,   v | ã¯à ¢«¥­¨¥, ¢ë¡¨à ¥¬®¥ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢ 

U = fv 2 L1(Q) j 0 < � � v(x; t) � � ¯®çâ¨ ¢áî¤ã (¯. ¢.) ­  Qg:

�ç¥¢¨¤­®, ¤«ï «î¡®£® ã¯à ¢«¥­¨ï v 2 U § ¤ ç  (1.1), (1.2) ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ y = y(v)
¨§ ¯à®áâà ­áâ¢ 

Y = H1(0; T ;H�1(
)) \ L2(0; T ;H
1
0 (
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£¤¥ " > 0, z | ¨§¢¥áâ­ ï äã­ªæ¨ï ª« áá  L2(Q). � ¤ ç  ®¯â¨¬ «ì­®£® ã¯à ¢«¥­¨ï á®áâ®¨â
¢ ®âëáª ­¨¨ â ª®© äã­ªæ¨¨ v 2 U , ª®â®à ï ¬¨­¨¬¨§¨àã¥â ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ U äã­ªæ¨®­ « I.
�­  ®â­®á¨âáï ª ª« ááã § ¤ ç ã¯à ¢«¥­¨ï ¢ ª®íää¨æ¨¥­â å, ª®â®àë¥, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥ ¨¬¥îâ
à¥è¥­¨ï [1].

�®à¬ «ì­ë© ¢ë¢®¤ ­¥®¡å®¤¨¬ëå ãá«®¢¨© ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¤«ï à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© § ¤ ç¨ ­¥
¢ë§ë¢ ¥â á¥àì¥§­ëå § âàã¤­¥­¨©.
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�¥®à¥¬  1. �á«¨ ®¯â¨¬ «ì­®¥ ã¯à ¢«¥­¨¥ ¨ áãé¥áâ¢ã¥â, â® ®­® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¢ à¨ æ¨-

®­­®¬ã ­¥à ¢¥­áâ¢ã

Z
Q

�� nX
i=1

(w � u)
@y

@xi

@p

@xi

�
+ 2"u(w � u)

�
dQ � 0 8w 2 U; (1.3)

£¤¥ y = y(u),   p | à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨
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y0p(x; 0)dx = 0:
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á ®¤­®à®¤­ë¬¨ £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨. �®á«¥ ã¬­®¦¥­¨ï íâ®£® à ¢¥­áâ¢  ­  h� ¨ ¨­â¥£à¨à®-
¢ ­¨ï ¯® ¢á¥© ®¡« áâ¨ ¯®«ãç ¥¬ ®æ¥­ªã
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á ­®à¬ ¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢  L2(0; T ;H1
0 (
)). �âáî¤  á«¥¤ã¥â ®æ¥­ª  ��1kh�k � const. �ç¨âë¢ ï

­¥¯à¥àë¢­®áâì ¢«®¦¥­¨ï ¯à®áâà ­áâ¢  L2(0; T ;H1
0 (
)) ¢ L2(Q), ¨¬¥¥¬
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�®£¤ , ¯¥à¥å®¤ï ª ¯à¥¤¥«ã ¢ ­¥à ¢¥­áâ¢¥ (1.7) ¯à¨ � ! 0, ãáâ ­®¢¨¬ ¢ à¨ æ¨®­­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢®
(1.3).

� ®á­®¢¥ ¤®ª § ­­®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï «¥¦¨â ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ®¯â¨¬ «ì­®£®
ã¯à ¢«¥­¨ï. �¤­ ª® ¯àï¬®¥ ®¡®á­®¢ ­¨¥ à §à¥è¨¬®áâ¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© § ¤ ç¨ ­ â «ª¨¢ ¥âáï
­  áãé¥áâ¢¥­­ë¥ âàã¤­®áâ¨. � ç áâ­®áâ¨, ¤«ï ¬¨­¨¬¨§¨àãîé¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fvkg ¬®¦-
­® ¯®«ãç¨âì áå®¤¨¬®áâì vk ! v �-á« ¡® ¢ L1(Q),   â ª¦¥ y(vk) ! y á« ¡® ¢ Y . �® ãáâ ­®¢¨âì
á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì à ¢¥­áâ¢  y = y(v) ­¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢®§¬®¦­ë¬, çâ® ­¥ ¯®§¢®«ï¥â § ¢¥àè¨âì
¤®ª § â¥«ìáâ¢® à §à¥è¨¬®áâ¨ § ¤ ç¨. �â¨ § âàã¤­¥­¨ï ­®áïâ ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­ë© å à ªâ¥à, ¯®-
áª®«ìªã, ª ª ¨§¢¥áâ­®, ¢ § ¤ ç å ã¯à ¢«¥­¨ï ¢ ª®íää¨æ¨¥­â å ¤«ï ãà ¢­¥­¨© ¯ à ¡®«¨ç¥áª®£®
â¨¯  ®¯â¨¬ «ì­®¥ ã¯à ¢«¥­¨¥ ¬®¦¥â ¢®®¡é¥ ­¥ áãé¥áâ¢®¢ âì [1]. �¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ­¨¦­ïï £à ­ì
¬¨­¨¬¨§¨àã¥¬®£® äã­ªæ¨®­ «  ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à ¢«¥­¨© ­ ¢¥à­ïª  áãé¥áâ¢ã¥â ¢
á¨«ã ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ á­¨§ã ç¨á«®¢®£® ¬­®¦¥áâ¢  I(U). �á«¥¤áâ¢¨¥ íâ®£® ­ ¢¥à­ïª  ¨¬¥¥â á¬ëá«
§ ¤ ç  ®¯à¥¤¥«¥­¨ï â ª®£® ¤®¯ãáâ¨¬®£® ã¯à ¢«¥­¨ï, §­ ç¥­¨¥ äã­ªæ¨®­ «  ­  ª®â®à®¬ áª®«ì
ã£®¤­® ¡«¨§ª® ª ¥£® ­¨¦­¥© £à ­¨.

�¤¥ï à áè¨à¥­¨ï ¯®­ïâ¨ï à¥è¥­¨ï íªáâà¥¬ «ì­®© § ¤ ç¨, ¢ë¤¢¨­ãâ ï ¢ á¢®¥ ¢à¥¬ï �. �¨«ì-
¡¥àâ®¬, ¡ë«  à¥ «¨§®¢ ­  ¥é¥ ¢ âà¨¤æ âë¥ £®¤ë �.�­£®¬ [2] ¨ �. � ª�¥©­®¬ [3] ¤«ï ®¤­®-
¬¥à­ëå § ¤ ç ¢ à¨ æ¨®­­®£® ¨áç¨á«¥­¨ï. �®«ãç¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¢¯®á«¥¤áâ¢¨¨ ¡ë«¨ à á¯à®-
áâà ­¥­ë ­  § ¤ ç¨ ®¯â¨¬ «ì­®£® ã¯à ¢«¥­¨ï (á¬., ­ ¯à., [4]{[7]) á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¤«ï à á-
è¨à¥­­®£® ª« áá  ®¡ê¥ªâ®¢ â¥à¬¨­®¢ \®¡®¡é¥­­ ï ªà¨¢ ï", \áª®«ì§ïé¨© à¥¦¨¬", \®¡®¡é¥­­®¥

ã¯à ¢«¥­¨¥" ¨ â. ¯.
� ¨¡®«¥¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë© á¯®á®¡ à áè¨à¥­¨ï íªáâà¥¬ «ì­ëå § ¤ ç, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, ®á­®¢ ­ ­ 

¯¥à¥å®¤¥ ®â ¯®¨áª  (¢®§¬®¦­®, ­¥áãé¥áâ¢ãîé¥£®) ®¯â¨¬ «ì­®£® ã¯à ¢«¥­¨ï ª § ¤ ç¥ ®âëáª -
­¨ï ¬¨­¨¬¨§¨àãîé¨å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥©. � á«ãç ¥ ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ á­¨§ã ¬¨­¨¬¨§¨àã¥¬®£®
äã­ªæ¨®­ «  ­ ¢¥à­ïª  áãé¥áâ¢ã¥â ¥£® ­¨¦­ïï £à ­ì,   §­ ç¨â, ¨ ¬¨­¨¬¨§¨àãîé¨¥ ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì­®áâ¨. �  «î¡®© ¨§ ­¨å §­ ç¥­¨¥ ªà¨â¥à¨ï ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¢ ¯à¥¤¥«¥ ®¤­® ¨ â® ¦¥.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡ê¥ªâ®¬ ¯®¨áª  ¢ à áè¨à¥­­®© ®¯â¨¬¨§ æ¨®­­®© § ¤ ç¥ ®ª -
§ë¢ ¥âáï ª« áá ¢ ®¯à¥¤¥«¥­­®¬ á¬ëá«¥ íª¢¨¢ «¥­â­ëå ¬¨­¨¬¨§¨àãîé¨å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥©.
�¡ê¥ªâë  ­ «®£¨ç­®© ¯à¨à®¤ë ¢®§­¨ª îâ ¯à¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ �.� ­â®à  ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« ¨
®¡®¡é¥­­ëå äã­ªæ¨© ¢ ¨­â¥à¯à¥â æ¨¨ �.�¨ªãá¨­áª®£® [8],   â ª¦¥ ¯à¨ ¯®¯®«­¥­¨¨ à ¢­®¬¥à-
­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  [9]. �«ï ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ­¥à §à¥è¨¬ëå íªáâà¥¬ «ì­ëå § ¤ ç ¬®¦­® à áè¨à¨âì
¬­®¦¥áâ¢® ¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à ¢«¥­¨© á ¯®¬®éìî ®¡é¥£® ¯à¨­æ¨¯  ¯®¯®«­¥­¨ï [10].

�â¬¥â¨¬, ®¤­ ª®, çâ® ¢ â¥®à¨¨ íªáâà¥¬ã¬  ¡®«¥¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­® à ¡®â âì á ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®-
áâï¬¨ ã¯à ¢«¥­¨©, ¤«ï ª®â®àëå á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ äã­ªæ¨®­ «®¢ ®¡« ¤ îâ
«¨èì ­¨¦­¨¬ ¯à¥¤¥«®¬ ¨ ­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® áå®¤ïâáï (á¬., ­ ¯à., [7], á. 243). � íâ®© á¢ï§¨ ¯à¨ à á-
è¨à¥­¨¨ ¬­®¦¥áâ¢  ¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à ¢«¥­¨© «®£¨ç­¥¥ áç¨â âì íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨ â ª¨¥ ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ã¯à ¢«¥­¨©, ¤«ï ª®â®àëå á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ äã­ªæ¨®­ «®¢
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¡ã¤ãâ ®¡« ¤ âì à ¢­ë¬¨ ­¨¦­¨¬¨ ¯à¥¤¥« ¬¨. �­¨ ¬®£ãâ ­¥ ¡ëâì äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¬¨ ¢ ¥áâ¥-
áâ¢¥­­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ã¯à ¢«¥­¨©, ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ç¥£® áâ ­¤ àâ­ ï áå¥¬  ¯®¯®«­¥­¨ï ®ª §ë¢ ¥â-
áï ­¥¯à¨¥¬«¥¬®©. �¨¦¥ ¯à¥¤« £ ¥âáï ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­ ï áå¥¬  ¯®¯®«­¥­¨ï, ®à¨¥­â¨à®¢ ­­ ï
­  ãª § ­­ë© ¢ëè¥ ª« áá ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥©. � ¥¥ ¯®¬®éìî ¡ã¤¥â ¤ ­ á¯®á®¡ à áè¨à¥­¨ï
íªáâà¥¬ «ì­ëå § ¤ ç, ¯à¨¬¥­¥­¨¥ ª®â®à®£® ¤«ï à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© § ¤ ç¨ ã¯à ¢«¥­¨ï ¢ ª®íä-
ä¨æ¨¥­â å ¯®§¢®«ï¥â ­¥ â®«ìª® ¯®«ãç¨âì ­®¢ãî § ¤ çã, ¤«ï ª®â®à®© ¬¨­¨¬ã¬ äã­ªæ¨®­ « 
à ¢¥­ ­¨¦­¥© £à ­¨ ¨áå®¤­®£® äã­ªæ¨®­ « , ­® ¨ ®¯¨á âì á¢®©áâ¢  ¬¨­¨¬¨§¨àãîé¨å ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ¤«ï ¨áå®¤­®© § ¤ ç¨. �­®£¤  â ª¨¬ á¯®á®¡®¬ ¬®¦­® ¤ ¦¥ ­ ©â¨ á¥¬¥©áâ¢®
¬¨­¨¬¨§¨àãîé¨å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥©.

2. �¨¦­¥¥ ¯®¯®«­¥­¨¥

�¥«ì áâ âì¨ á®áâ®¨â ¢ ¯®áâà®¥­¨¨ â ª®£® à áè¨à¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  ¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à ¢«¥­¨©,
¯à¨ ª®â®à®¬ «î¡ ï ¬¨­¨¬¨§¨àãîé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ®ª ¦¥âáï áå®¤ïé¥©áï ­  à áè¨à¥­-
­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥. �¢¥¤¥¬ á­ ç «  ¯®­ïâ¨¥ ­¨¦­¥£® ¯®¯®«­¥­¨ï ç¨á«®¢®£® ¬­®¦¥áâ¢ . �®á«¥ íâ®-
£® ¬­®¦¥áâ¢® ¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à ¢«¥­¨© ¬®¦­® ¡ã¤¥â ­ ¤¥«¨âì ¨­¨æ¨ «ì­®© áâàãªâãà®© ([11],
á. 258), ®¯à¥¤¥«ï¥¬®© ¬¨­¨¬¨§¨àã¥¬ë¬ äã­ªæ¨®­ «®¬ ¨ ç¨á«®¢ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ §­ ç¥­¨© íâ®£®
äã­ªæ¨®­ « .

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« ­ §®¢¥¬ äã­¤ ¬¥­â «ì­®© á­¨-

§ã, ¥á«¨ ®­  ®¡« ¤ ¥â ­¨¦­¨¬ ¯à¥¤¥«®¬, ï¢«ïîé¨¬áï ¯à¥¤¥«®¬ ¥¥ ­¥¢®§à áâ îé¥© ¯®¤¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì­®áâ¨. �­®¦¥áâ¢® X ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« ¯®«­® á­¨§ã, ¥á«¨ ®­® á®¤¥à¦¨â ­¨¦­¨¥
¯à¥¤¥«ë «î¡®© á¢®¥© äã­¤ ¬¥­â «ì­®© á­¨§ã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨. �­®¦¥áâ¢® Y ¤¥©áâ¢¨â¥«ì-
­ëå ç¨á¥« ­ §ë¢ ¥âáï ­¨¦­¨¬ ¯®¯®«­¥­¨¥¬ X, ¥á«¨ ®­® ¯®«­® á­¨§ã ¨ X ¯«®â­® ¢ Y .

�â¬¥â¨¬, çâ® áâà®£® ¢®§à áâ îé ï áå®¤ïé ïáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì äã­¤ ¬¥­â «ì­ , ­® ­¥
äã­¤ ¬¥­â «ì­  á­¨§ã. � â® ¦¥ ¢à¥¬ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì, ®¡« ¤ îé ï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®-
áâï¬¨, áå®¤ïé¨¬¨áï ª à §­ë¬ ¯à¥¤¥« ¬, ¬®¦¥â ®ª § âìáï äã­¤ ¬¥­â «ì­®© á­¨§ã, ­® § ¢¥¤®¬®
­¥ äã­¤ ¬¥­â «ì­ . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ãª § ­­ë¥ ¤¢  ¯®­ïâ¨ï ­¥ á¢®¤ïâáï ®¤­® ª ¤àã£®¬ã. �¥¬ ­¥
¬¥­¥¥, ¯®  ­ «®£¨¨ á ª« áá¨ç¥áª®© â¥®à¥¬®© ® ¯®¯®«­¥­¨¨ ¨ ¯à®æ¥¤ãà®© ®¯à¥¤¥«¥­¨ï � ­â®à®¬
¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« ([9], á. 232) ¬®¦¥â ¡ëâì ¤®ª § ­® á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.

�¥®à¥¬  2. �î¡®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« ¨¬¥¥â ­¨¦­¥¥ ¯®¯®«­¥­¨¥.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì § ¤ ­® ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® X ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥«. �¢¥
äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¥ á­¨§ã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ­ §®¢¥¬ íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨, ¥á«¨ ¨å ­¨¦­¨¥ ¯à¥-
¤¥«ë á®¢¯ ¤ îâ. �¯à¥¤¥«¨¬ ä ªâ®à-¬­®¦¥áâ¢® Y 0 á¥¬¥©áâ¢  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå á­¨§ã ¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì­®áâ¥© ­  X ¢ á¬ëá«¥ ãª § ­­®£® ®â­®è¥­¨ï. �î¡®© í«¥¬¥­â ¬­®¦¥áâ¢  Y 0 ¥áâì ª« áá
íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå á­¨§ã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ¨§ X. �ãé¥áâ¢ã¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥
¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã íâ¨¬ ®¡ê¥ªâ®¬ ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ­¨¦­¨¬ ¯à¥¤¥-
«®¬, â. ¥. ª®­ªà¥â­ë¬ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¬ ç¨á«®¬. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬­®¦¥áâ¢® Y 0 á â®ç­®áâìî ¤®
¨§®¬®àä¨§¬  á®áâ®¨â ¨§ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥«. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Y ¨§®¬®àä­®¥ Y 0 ¯®¤¬­®¦¥-
áâ¢® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥«.

�î¡®© í«¥¬¥­â ¬­®¦¥áâ¢ X ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«®¬ (â¥¬ ¡®«¥¥, ­¨¦­¨¬ ¯à¥¤¥«®¬) á®®â¢¥âáâ¢ã-
îé¥© áâ æ¨®­ à­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (¥áâ¥áâ¢¥­­®, äã­¤ ¬¥­â «ì­®© á­¨§ã),   áâ «® ¡ëâì,
¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¬­®¦¥áâ¢ã Y . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬­®¦¥áâ¢® X ¢«®¦¥­® ¢ Y . �î¡®© í«¥¬¥­â ¬­®¦¥-
áâ¢  Y ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ï¢«ï¥âáï ­¨¦­¨¬ ¯à¥¤¥«®¬ äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå á­¨§ã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®-
áâ¥© ¨§ X. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï (­¥¢®§à áâ îé ï) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì í«¥¬¥­â®¢
¬­®¦¥áâ¢  X, ª®â®à ï áå®¤¨âáï ª íâ®¬ã í«¥¬¥­âã. �¥¬ á ¬ë¬ ¬­®¦¥áâ¢® X ¯«®â­® ¢ Y .

�ãáâì fykg | äã­¤ ¬¥­â «ì­ ï á­¨§ã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ­  Y . �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ fyksg â -
ªãî ­¥¢®§à áâ îéãî ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¨§ fykg, ¯à¥¤¥« ª®â®à®© à ¢¥­ ­¨¦­¥¬ã ¯à¥¤¥«ã
fykg. �á«¨ íâ  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¨¬¥¥â áâ æ¨®­ à­ãî ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì, ª®â®à ï å à ª-
â¥à¨§ã¥âáï í«¥¬¥­â®¬, à ¢­ë¬ ­¨¦­¥¬ã ¯à¥¤¥«ã fykg, â® ¯®á«¥¤­¨© ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥­â®¬ Y ,  
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§­ ç¨â, ­¨¦­¨© ¯à¥¤¥« ¤ ­­®© äã­¤ ¬¥­â «ì­®© á­¨§ã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ í«¥¬¥­â®¢ ¬­®¦¥-
áâ¢  Y ¯à¨­ ¤«¥¦¨â íâ®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã. �á«¨ ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â áâ æ¨®­ à­®© ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®-
áâ¨ á ®¯¨á ­­ë¬¨ ¢ëè¥ á¢®©áâ¢ ¬¨, â® ¯®á«¥, ¡ëâì ¬®¦¥â, ¢ë¤¥«¥­¨ï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fyksg ¡ã¤¥â ¬®­®â®­­® ã¡ë¢ îé¥©.

� áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« f"kg, áå®¤ïé ïáï
ª ­ã«î. � á¨«ã ãáâ ­®¢«¥­­®£® à ­¥¥ á¢®©áâ¢  ¤«ï «î¡®£® k áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© í«¥¬¥­â xk ¨§ X,
çâ® jyk�xkj < "k. �®ª ¦¥¬, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxkg äã­¤ ¬¥­â «ì­  á­¨§ã. �áâ ­®¢¨¬, çâ®
¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxksg ¨§ fxkg ¬®­®â®­­® ã¡ë¢ ¥â ¨ ®¡« ¤ ¥â ¯à¥¤¥«®¬, à ¢­ë¬ ­¨¦­¥¬ã
¯à¥¤¥«ã fxkg. �®áª®«ìªã fyksg ¥áâì áå®¤ïé ïáï ã¡ë¢ îé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì, áãé¥áâ¢ã¥â
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« f�ksg â ª ï, çâ®

yks � yks+1 = �ks; �ks ! 0:

�¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â­®è¥­¨¥

xks � xks+1 = (xks � yks) + (yks � yks+1) + (yks+1 � xks+1) � �ks � "ks � "ks+1:

� á¨«ã ¯à®¨§¢®«ì­®áâ¨ f"kg í«¥¬¥­âë íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¬®¦­® ¢ë¡à âì áâ®«ì ¬ «ë-
¬¨, çâ®¡ë ¢ëà ¦¥­¨¥ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¯®á«¥¤­¥£® á®®â­®è¥­¨ï ¡ë«® ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¬. �âáî¤ 
á«¥¤ã¥â, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxksg ã¡ë¢ ¥â.

�á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxksg ­¥ ®£à ­¨ç¥­  á­¨§ã, â® ¤«ï «î¡®£® ç¨á«  L áãé¥áâ¢ã¥â â ª®©
­®¬¥à, ­ ç¨­ ï á ª®â®à®£® ¨¬¥¥¬ xks < L. �®£¤  ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢®

yks = xks + (yks � x) < L+ "ks:

�âáî¤  ¢ á¨«ã ¯à®¨§¢®«ì­®áâ¨ L ¨ ¬ «®áâ¨ "ks á«¥¤ã¥â ­¥®£à ­¨ç¥­­®áâì á­¨§ã áå®¤ïé¥©áï
ã¡ë¢ îé¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fyksg. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ã¡ë¢ îé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxksg
®£à ­¨ç¥­  á­¨§ã,   §­ ç¨â, áå®¤¨âáï.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯à¥¤¥« fxksg ¡®«ìè¥ ­¨¦­¥£® ¯à¥¤¥«  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fxkg. �®£¤ 
áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxklg ¨§ fxkg, çâ® á¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â­®è¥­¨¥

limxks � limxkl > 0: (2.1)

�ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®

lim yks � lim ykl = (lim yks � yks) + (yks � xks) + (xks � limxks) + (limxks � limxkl) +

+ (limxkl � xkl) + (xkl � ykl) + (ykl � limykl):

� á¨«ã áå®¤¨¬®áâ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© à §­®áâ¨

(limyks � yks); (xks � limxks); (limxkl � xkl); (ykl � lim ykl)

¡ã¤ãâ áª®«ì ã£®¤­® ¬ «ë ¤«ï ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å ­®¬¥à®¢. �ëá®ª ï ¬ «®áâì ¢¥«¨ç¨­

(yks � xks); (xkl � ykl)

á«¥¤ã¥â ¨§ ¨¬¥îé¨åáï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­ëå á¢®©áâ¢ (â ª ¢ë¡¨à « áì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxkg).
�®£¤  ¢ á¨«ã (2.1) á¯à ¢¥¤«¨¢® ­¥à ¢¥­áâ¢®

lim yks � lim ykl > 0;

ç¥£® ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯à¥¤¥« fxksg à ¢¥­ ­¨¦­¥¬ã ¯à¥¤¥«ã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨
fxkg.

�â ª, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxkg äã­¤ ¬¥­â «ì­  á­¨§ã,   §­ ç¨â, ®¯à¥¤¥«ï¥â ­¥ª®â®àë© í«¥-
¬¥­â y ¬­®¦¥áâ¢  Y , ï¢«ïîé¨©áï ­¨¦­¨¬ ¯à¥¤¥«®¬ fxkg. �®á«¥¤­¨© ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«®¬ ¯®¤¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fxksg. �®«ì§ãïáì ¯à®¨§¢®«ì­®© áâ¥¯¥­ìî ¡«¨§®áâ¨ fykg ¨ fxkg ¤«ï ¤®áâ â®ç­®
¡®«ìè¨å ­®¬¥à®¢ í«¥¬¥­â®¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥©, § ª«îç ¥¬, çâ® y ¥áâì ­¨¦­¨© ¯à¥¤¥« fykg.
�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬­®¦¥áâ¢® Y ¯®«­® á­¨§ã,   §­ ç¨â, ï¢«ï¥âáï ­¨¦­¨¬ ¯®¯®«­¥­¨¥¬ X.
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�¥®¡å®¤¨¬®áâì à áá¬®âà¥­¨ï ­¥ ®¡ëç­®£®,   ­¨¦­¥£® ¯®¯®«­¥­¨ï á¢ï§ ­  á® á«¥¤ãîé¨¬¨
®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢ ¬¨. �à¥¦¤¥ ¢á¥£®, ­¨¦­ïï £à ­ì äã­ªæ¨®­ «  ¬®¦¥â ®ª § âìáï ­¥ ®¡ëç­ë¬,
  «¨èì ­¨¦­¨¬ ¯à¥¤¥«®¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¥£® §­ ç¥­¨© ­  ­¥ª®â®à®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨
¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à ¢«¥­¨©. �®£¤  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ã¯à ¢«¥­¨©, ®¡« ¤ îé ï ¬¨­¨¬¨§¨àãîé¥©
¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâìî, ®¯à¥¤¥«ï¥â ç¨á«®¢ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì äã­ªæ¨®­ «®¢, ­¥ ï¢«ïî-
éãîáï äã­¤ ¬¥­â «ì­®© ¢ ®¡ëç­®¬ á¬ëá«¥. �ë ¦¥ å®â¨¬, ¯® ¢®§¬®¦­®áâ¨, ­¥ ¯®â¥àïâì ­¨ª -
ª¨¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à ¢«¥­¨©, ¯®§¢®«ïîé¨¥ ®âëáª âì ­¨¦­îî £à ­ì äã­ª-
æ¨®­ « . �à®¬¥ â®£®, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ã¯à ¢«¥­¨©, ¤«ï ª®â®àëå §­ ç¥­¨ï äã­ªæ¨®­ «®¢
áâà®£® ¢®§à áâ îâ, § ¢¥¤®¬® ­¥ ¡ã¤ãâ ¬¨­¨¬¨§¨àãîé¨¬¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ­¥â ­¨ª ª®£® á¬ëá« 
¯®¯®«­ïâì ¬­®¦¥áâ¢® ¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à ¢«¥­¨© ¯à¥¤¥« ¬¨ â ª¨å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥©.

�ãáâì â¥¯¥àì ¨¬¥¥âáï § ¤ ç  ¬¨­¨¬¨§ æ¨¨ ­¥ª®â®à®£® äã­ªæ¨®­ «  I ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ U . �
á«ãç ¥ ¥£® ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ á­¨§ã ­  íâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ áãé¥áâ¢ã¥â ­¨¦­ïï £à ­ì inf I(U), ª®â®-
à ï, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥ ¤®áâ¨£ ¥âáï. �®áâà®¨¬ â¥¯¥àì à áè¨à¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  U , ­ ¤¥«ïï ¥£®
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¨­¨æ¨ «ì­®© áâàãªâãà®© á ¯®¬®éìî äã­ªæ¨®­ «  I ¨ ¯à®æ¥¤ãàë ­¨¦­¥£® ¯®-
¯®«­¥­¨ï. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fukg ­ §®¢¥¬ äã­¤ ¬¥­â «ì­®© á­¨§ã ­  U , ¥á«¨ â ª®¢®© ï¢«ï-
¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fI(uk)g ­  I(U). �¢¥ äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¥ á­¨§ã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ­ 
U ­ §®¢¥¬ íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨, ¥á«¨ â ª®¢ë¬¨ ®ª §ë¢ îâáï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®-
áâ¨ äã­ªæ¨®­ «®¢, â. ¥. á®¢¯ ¤ îâ §­ ç¥­¨ï ¨å ­¨¦­¨å ¯à¥¤¥«®¢. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ V ä ªâ®à-
¬­®¦¥áâ¢® ¬­®¦¥áâ¢  U ¯® ãª § ­­®¬ã ®â­®è¥­¨î, ï¢«ïîé¥¥áï ¯à®®¡à §®¬ ­¨¦­¥£® ¯®¯®«-
­¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  I(U) ¯à¨ ¤¥©áâ¢¨¨ äã­ªæ¨®­ «  I. �î¡®© í«¥¬¥­â u ¬­®¦¥áâ¢  V ï¢«ï¥âáï
ª« áá®¬ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå á­¨§ã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© fukg ­  U . �à¨ íâ®¬
¢á¥ â ª¨¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fI(uk)g ®ª §ë¢ îâáï äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¬¨ á­¨§ã ­  I(U),   §­ ç¨â,
¨¬¥îâ ®¤­® ¨ â® ¦¥ §­ ç¥­¨¥ ­¨¦­¥£® ¯à¥¤¥« . �âã ¢¥«¨ç¨­ã, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ãî ¨áª«îç¨â¥«ì­®
¢ë¡à ­­ë¬ í«¥¬¥­â®¬ u ¨§ V , ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ J(u). �¥¬ á ¬ë¬ § ¤ ¥âáï äã­ªæ¨®­ « J ­ 
¬­®¦¥áâ¢¥ V .

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. �«¥¬¥­âë ¬­®¦¥áâ¢  V ­ §®¢¥¬ á¥ª¢¥­æ¨ «ì­ë¬¨ ã¯à ¢«¥­¨ï¬¨, § ¤ çã
¬¨­¨¬¨§ æ¨¨ äã­ªæ¨®­ «  J ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ V | á¥ª¢¥­æ¨ «ì­ë¬ à áè¨à¥­¨¥¬ ¨áå®¤­®© íªá-
âà¥¬ «ì­®¥ § ¤ ç¨,   à¥è¥­¨¥ íâ®© § ¤ ç¨ | á¥ª¢¥­æ¨ «ì­® ®¯â¨¬ «ì­ë¬ ã¯à ¢«¥­¨¥¬.

�¥®à¥¬  3. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à ¢«¥­¨© ®¡« ¤ ¥â ¬¨­¨¬¨§¨àãîé¥© ¯®¤-

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâìî â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¥© á¥ª¢¥­æ¨ «ì­®¥ ã¯à -

¢«¥­¨¥ á¥ª¢¥­æ¨ «ì­® ®¯â¨¬ «ì­®, ¯à¨ç¥¬ á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢®

minJ(V ) = inf I(U):

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fvkg ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  U ¨¬¥¥â ¬¨­¨¬¨§¨àãîéãî
¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì. �®£¤  ®­  äã­¤ ¬¥­â «ì­  á­¨§ã ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥â ­¥ª®â®à®¥ á¥ª¢¥­æ¨-
 «ì­®¥ ã¯à ¢«¥­¨¥ v, ï¢«ïîé¥¥áï ª« áá®¬ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, § ¤ ¢ ¥¬ë¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâìî
fvkg. �¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢®

J(v) = lim I(vk) = inf I(U):

�á«¨ v ­¥ ï¢«ï¥âáï á¥ª¢¥­æ¨ «ì­® ®¯â¨¬ «ì­ë¬ ã¯à ¢«¥­¨¥¬, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© í«¥¬¥­â
w 2 V , çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ­¥à ¢¥­áâ¢® J(w) < J(v). �®£¤  ¤«ï «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fwkg
ª« áá  w ¢ë¯®«­ï¥âáï á®®â­®è¥­¨¥

lim I(wk) = J(w) < J(v) = inf I(U):

�â ª, ­ è« áì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì í«¥¬¥­â®¢ ¬­®¦¥áâ¢  U , ­  ª®â®à®© §­ ç¥­¨¥ äã­ªæ¨®­ «  I
¢ ¯à¥¤¥«¥ (­¨¦­¥¬) ¬¥­ìè¥ ¥£® ­¨¦­¥© £à ­¨ ­  íâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥â,
çâ® v ï¢«ï¥âáï á¥ª¢¥­æ¨ «ì­® ®¯â¨¬ «ì­ë¬ ã¯à ¢«¥­¨¥¬.

�ãáâì â¥¯¥àì v ¥áâì á¥ª¢¥­æ¨ «ì­® ®¯â¨¬ «ì­®¥ ã¯à ¢«¥­¨¥,   fvkg | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ã¯à ¢«¥­¨© íâ®£® ª« áá . �á«¨ ®­  ­¥ ®¡« ¤ ¥â ¬¨­¨¬¨§¨àãîé¥© ¯®¤¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì­®áâìî ¤«ï äã­ªæ¨®­ «  I ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ U , â® ­  íâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ ­ ©¤¥âáï â ª ï
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äã­¤ ¬¥­â «ì­ ï á­¨§ã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fwkg, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ­¥à ¢¥­áâ¢®

lim I(wk) < lim I(vk):

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ w á¥ª¢¥­æ¨ «ì­®¥ ã¯à ¢«¥­¨¥, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâìî fwkg. �®-
«ãç ¥¬ ­¥à ¢¥­áâ¢® J(w) < J(v), â. ¥. v ­¥ ¡ã¤¥â á¥ª¢¥­æ¨ «ì­® ®¯â¨¬ «ì­ë¬ ã¯à ¢«¥­¨¥¬.
�«¥¤®¢ â¥«ì­®, «î¡ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ª« áá  v ®¡« ¤ ¥â ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâìî, ¬¨­¨-
¬¨§¨àãîé¥© äã­ªæ¨®­ « I ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ U .

� ãá«®¢¨ïå ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ á­¨§ã ¬¨­¨¬¨§¨àã¥¬®£® äã­ªæ¨®­ «  ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¤®¯ãáâ¨-
¬ëå ã¯à ¢«¥­¨© áãé¥áâ¢ã¥â ­¨¦­ïï £à ­ì inf I(U), à ¢­ ï ¬¨­¨¬ã¬ã äã­ªæ¨®­ «  J ­  ¬­®-
¦¥áâ¢¥ V . � áè¨à¥­­ ï § ¤ ç , ¡ã¤ãç¨ à §à¥è¨¬®©, ¬®¦¥â ¡ëâì ¨áá«¥¤®¢ ­  áâ ­¤ àâ­ë¬¨
¬¥â®¤ ¬¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨. �á«¨ ¦¥ ¡ã¤¥â ­ ©¤¥­® á¥ª¢¥­æ¨ «ì­® ®¯â¨¬ «ì­®¥ ã¯à ¢«¥­¨¥, â® á®-
£« á­® â¥®à¥¬¥ 3 «î¡ ï ®¯à¥¤¥«ïîé ï ¥£® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à ¢«¥­¨© ®¡« -
¤ ¥â ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâìî, ¬¨­¨¬¨§¨àãîé¥© äã­ªæ¨®­ « I ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ U . �¥¬ á ¬ë¬ ¢
¯à®æ¥áá¥  ­ «¨§  à áè¨à¥­­®© íªáâà¥¬ «ì­®© § ¤ ç¨ ¬®¦¥â ¡ëâì ­ ©¤¥­® ã¯à ¢«¥­¨¥, ­  ª®â®-
à®¬ §­ ç¥­¨¥ äã­ªæ¨®­ «  I áª®«ì ã£®¤­® ¡«¨§ª® ª ¥£® ­¨¦­¥© £à ­¨ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ U . � ª¨¬
®¡à §®¬, à¥è ï à áè¨à¥­­ãî § ¤ çã, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ãî á ¯®¬®éìî ­¨¦­¥£® ¯®¯®«­¥­¨ï, ¬®¦­®
­ ©â¨ ¯à¨¡«¨¦¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ ¨áå®¤­®© íªáâà¥¬ «ì­®© § ¤ ç¨ ¤ ¦¥ ¢ ãá«®¢¨ïå ®âáãâáâ¢¨ï ¤«ï
­¥¥ ®¯â¨¬ «ì­®£® ã¯à ¢«¥­¨ï. �®á¯®«ì§ã¥¬áï ®¯¨á ­­®© ¬¥â®¤¨ª®© ¤«ï ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï à áá¬ -
âà¨¢ ¥¬®© § ¤ ç¨ ã¯à ¢«¥­¨ï ¢ ª®íää¨æ¨¥­â å.

3. �¥®¡å®¤¨¬ë¥ ãá«®¢¨ï á¥ª¢¥­æ¨ «ì­®© ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨

� á¨«ã ­¥®âà¨æ â¥«ì­®áâ¨ ¬¨­¨¬¨§¨àã¥¬®£® äã­ªæ¨®­ «  ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à -
¢«¥­¨© áãé¥áâ¢ã¥â ¥£® ­¨¦­ïï £à ­ì ­  íâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥, à ¢­ ï ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 3 ¬¨­¨¬ã-
¬ã äã­ªæ¨®­ «  J ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ V . �ãáâì í«¥¬¥­â u ï¢«ï¥âáï á¥ª¢¥­æ¨ «ì­® ®¯â¨¬ «ì­ë¬
ã¯à ¢«¥­¨¥¬,   fukg| ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à ¢«¥­¨©, ¯à¥¤áâ ¢«ï-
îé ï u.

�¥®à¥¬  4. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fukg ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á®®â­®è¥­¨î

lim
Z
Q

�� nX
i=1

(wk � uk)
@yk
@xi

@pk
@xi

�
+ 2"uk(wk � uk)

�
dQ � 0 8fwkg � U; (3.1)

£¤¥ yk = y(uk),   pk | à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (1:4), (1:5) ¯à¨ u = uk.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨«ã á¥ª¢¥­æ¨ «ì­®© ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ u á¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â­®è¥­¨¥

J(v) � J(u) 8v 2 V:

�®«ì§ãïáì ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ äã­ªæ¨®­ «  J , ¯®«ãç ¥¬ ãá«®¢¨¥

lim I(vk) � lim I(uk) 8fvkg � U:

�«ï «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fwkg ¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à ¢«¥­¨© ¨ ç¨á«  � 2 (0; 1) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®áâì fvkg, å à ªâ¥à¨§ã¥¬ ï à ¢¥­áâ¢®¬ vk = uk+�(wk�uk), ¡ã¤¥â ¤®¯ãáâ¨¬®©. �®£¤  ¯®á«¥¤­¥¥
­¥à ¢¥­áâ¢® § ¯¨áë¢ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥

lim I[uk + �(wk � uk)] � lim I(uk) 8fwkg � U; � 2 (0; 1): (3.2)

�¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â­®è¥­¨¥

I(vk) = I(uk) +
Z
Q

2[(yk � z)hk� + "�uk(wk � uk)]dQ+
Z
Q

[h2k� + �2(wk � uk)
2]dQ; (3.3)

£¤¥ hk� = y(uk + �(wk � uk))� yk. �ç¨âë¢ ï ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ äã­ªæ¨¨ pk, ¯®«ãç¨¬ à ¢¥­áâ¢®
Z
Q

2(z � yk)hk�dQ� �

Z
Q

� nX
i=1

(wk � uk)
@y(vk)
@xi

@pk
@xi

�
dQ = 0;
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 ­ «®£¨ç­®¥ (1.6). � à¥§ã«ìâ â¥ á®®â­®è¥­¨¥ (3.3) ¯à¨¬¥â ¢¨¤

I(vk) = I(uk) + �

Z
Q

["uk(wk � uk)]dQ+ �

Z
Q

nX
i=1

(wk � uk)
@yk
@xi

@pk
@xi

dQ+

+
Z
Q

[h2k� + �2(wk � uk)2]dQ+ �

Z
Q

nX
i=1

(wk � uk)
@hk�
@xi

@pk
@xi

dQ:

�®¤áâ ¢«ïï ¯®«ãç¥­­®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥ ¢ ãá«®¢¨¥ (3.2), ¨¬¥¥¬

lim (Ik + �Ak + �2Bk�)� lim Ik � 0 8fwkg � U; � 2 (0; 1); (3.4)

£¤¥

Ik = I(uk); Ak =
Z
Q

["uk(wk � uk)]dQ+
Z
Q

nX
i=1

(wk � uk)
@yk
@xi

@pk
@xi

dQ;

Bk� =
Z
Q

(wk � uk)
2dQ+ ��1

Z
Q

nX
i=1

(wk � uk)
@hk�
@xi

@pk
@xi

dQ+ ��2
Z
Q

h2k�dQ:

�ç¨âë¢ ï á¢®©áâ¢  ­¨¦­¨å ¨ ¢¥àå­¨å ¯à¥¤¥«®¢ (á¬. [12], á. 24), ¯à¥®¡à §ã¥¬ ãá«®¢¨¥ (3.4)

lim (�Ik � �Ak � �2Bk�) � lim (�Ik) = lim(�Ik + �Ak � �2Bk� + �Ak + �2Bk�) �

� lim (�Ik + �Ak � �2Bk�) + � limAk + �2 limBk�:

� à¥§ã«ìâ â¥ ¯à¨å®¤¨¬ ª ­¥à ¢¥­áâ¢ã

limAk + � limBk� � 0 8fwkg � U; � 2 (0; 1): (3.5)

�æ¥­¨¬ ¢¥«¨ç¨­ã

jBk�j � 4� + ��12�khk�k kpkk+ ��2c2khk�k
2; (3.6)

£¤¥ c| ª®­áâ ­â  ¢«®¦¥­¨ï ¯à®áâà ­áâ¢  L2(0; T ;H1
0 (
)) ¢ L2(Q). �«ï äã­ªæ¨© hk� ¯®  ­ «®£¨¨

á (1.8) ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥âáï ®æ¥­ª 
��1khk�k � 2���1kykk:

� á¨«ã ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâ¨ í«¥¬¥­â®¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fukg ®£à ­¨ç¥­­®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã U á®-
®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fykg à¥è¥­¨© § ¤ ç¨ (1.1), (1.2) ®£à ­¨ç¥­  ¢ ¯à®áâà ­-
áâ¢¥ Y . �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fpkg â ª¦¥ ®£à ­¨ç¥­  ¢ Y , ¯®áª®«ìªã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ãà ¢­¥­¨¥
®â«¨ç ¥âáï ®â (1.1) ¯®á«¥ § ¬¥­ë ¯¥à¥¬¥­­®© t ­  T � t «¨èì á¢®¡®¤­ë¬ ç«¥­®¬, ­® ¤«ï ¯®á«¥¤-
­¥£® ¨¬¥¥âáï ­¥®¡å®¤¨¬ ï ®æ¥­ª . � à¥§ã«ìâ â¥ ¨§ ãá«®¢¨ï (3.6) á«¥¤ã¥â à ¢­®¬¥à­ ï ¯® k ¨ �
®æ¥­ª  ¤«ï ç¨á«®¢®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fBk�g. �¥à¥å®¤ï ª ¯à¥¤¥«ã ¢ á®®â­®è¥­¨¨ (3.5) ¯à¨
�! 0, ¯®«ãç ¥¬ ­¥à ¢¥­áâ¢®

limAk � 0 8fwkg � U;

®âªã¤  ¯®«ãç ¥¬ ãá«®¢¨¥ (3.1).

�¥®à¥¬  4 å à ªâ¥à¨§ã¥â á¢®©áâ¢  ¬¨­¨¬¨§¨àãîé¨å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ¤«ï ¨áå®¤­®© § -
¤ ç¨ ®¯â¨¬ «ì­®£® ã¯à ¢«¥­¨ï. �à¨ íâ®¬ á®®â­®è¥­¨¥ (3.1) ï¢«ï¥âáï á¥ª¢¥­æ¨ «ì­ë¬  ­ «®£®¬
¢ à¨ æ¨®­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢  (1.3). �¤­ ª® ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¢ â¥®à¥¬¥ 1 ­¥®¡å®¤¨¬®¥ ãá«®¢¨¥ ®¯â¨-
¬ «ì­®áâ¨ ¯®«ãç¥­® ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨ (¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥®¡®á­®¢ ­­®¬) áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï à¥è¥­¨ï
¨áå®¤­®© ®¯â¨¬¨§ æ¨®­­®© § ¤ ç¨, ¯®á«¥¤­¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ íâ® ¤®¯ãé¥­¨¥ ­¥ ¨á¯®«ì§ã¥â.

�®âï ¯à ªâ¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥ ­¥®¡å®¤¨¬ëå ãá«®¢¨© á¥ª¢¥­æ¨ «ì­®© ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¯à¥¤áâ -
¢«ï¥âáï çà¥§¢ëç ©­® á«®¦­®© ¯à®¡«¥¬®©, ¨­®£¤  ®­¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ¯®§¢®«ïîâ ­ ©â¨ ¬¨­¨¬¨-
§¨àãîé¨¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¤ ¦¥ ¤«ï ­¥à §à¥è¨¬ëå § ¤ ç.
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4. �¥à §à¥è¨¬ ï ®¯â¨¬¨§ æ¨®­­ ï § ¤ ç 

� áá¬®âà¨¬ ¡®«¥¥ ¯à®áâãî á¨áâ¥¬ã, ®¯¨áë¢ ¥¬ãî ãà ¢­¥­¨¥¬ â¥¯«®¯à®¢®¤­®áâ¨

yt = yxx + v; 0 < x < 1; 0 < t < 1; (4.1)

á ªà ¥¢ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨

yx(0; t) = 0; yx(1; t) = 0; 0 < t < 1; y(x; 0) = 0; 0 < x < 1: (4.2)

�«ï «î¡®£® v ¨§ ¯à®áâà ­áâ¢  L2(Q), £¤¥ Q = (0; 1)� (0; 1), § ¤ ç  (4.1), (4.2) ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­-
­®¥ à¥è¥­¨¥ y = y(v) ¨§ ª« áá  Y = H1(0; 1;L2(0; 1)) \ L1(0; 1;H1(0; 1)). � ¤ ç  ®¯â¨¬ «ì­®£®
ã¯à ¢«¥­¨ï á®áâ®¨â ¢ ®âëáª ­¨¨ â ª®£® ã¯à ¢«¥­¨ï v ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  U äã­ªæ¨© ¨§ L2(Q), ­¥
¯à¥¢®áå®¤ïé¨å ¯® ¬®¤ã«î ¥¤¨­¨æë, ª®â®à ï ¬¨­¨¬¨§¨àã¥â äã­ªæ¨®­ «

I = kyk2 � kvk2;

£¤¥ ­®à¬ë ¯®­¨¬ îâáï ¢ á¬ëá«¥ ¯à®áâà ­áâ¢  L2(Q). �®áâ ¢«¥­­ ï § ¤ ç  ï¢«ï¥âáï à á¯à¥-
¤¥«¥­­ë¬  ­ «®£®¬ ­¥à §à¥è¨¬®© § ¤ ç¨ ®¯â¨¬ «ì­®£® ã¯à ¢«¥­¨ï, à áá¬®âà¥­­®© ¢ [4] (á¬.
â ª¦¥ [13]). �¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥®à¥¬  5. �®áâ ¢«¥­­ ï ®¯â¨¬¨§ æ¨®­­ ï § ¤ ç  ­¥ à §à¥è¨¬ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ç¥¢¨¤­®, §­ ç¥­¨¥ äã­ªæ¨®­ «  ­  «î¡®¬ ¤®¯ãáâ¨¬®¬ ã¯à ¢«¥­¨¨ ­¥
¬¥­ìè¥, ç¥¬�1. � áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ã¯à ¢«¥­¨© fukg, ª®â®à ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ã-
îé¨¬ ®¡à §®¬. �ã­ªæ¨ï u1 ¯®« £ ¥âáï ¢áî¤ã à ¢­®© 1. �¯à ¢«¥­¨¥ u2 à ¢­® 1 ¯à¨ 0 < t < 1=2
¨ �1 ¯à¨ 1=2 < t < 1. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ­®¬¥à  k ¨­â¥à¢ « ¢à¥¬¥­¨ (0; 1) à §¡¨¢ ¥âáï ­  k
à ¢­ëå ç áâ¥©, ¯à¨ç¥¬ ­  ª ¦¤®¬ ­¥ç¥â­®¬ ¨­â¥à¢ «¥ ã¯à ¢«¥­¨¥ uk áç¨â ¥âáï à ¢­ë¬ 1,  
­  ª ¦¤®¬ ç¥â­®¬ ¨­â¥à¢ «¥ �1. �à¨ íâ®¬ kukk = 1 ¤«ï «î¡®£® k. �¥è¥­¨¥ yk = y(uk) (4.1),
(4.2) ¥¤¨­áâ¢¥­­®, ªãá®ç­®-«¨­¥©­® ¨ ¤«ï «î¡ëå §­ ç¥­¨© x à ¢­® t ¯à¨ 0 < t < 1=k, 2=k � t
¯à¨ 1=k < t < 2=k, t � 2=k ¯à¨ 2=k < t < 3=k ¨ â. ¤. �®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ­®à¬  å à ªâ¥à¨§ã¥âáï
à ¢¥­áâ¢®¬ kykk

2 = 1=3k2. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® I(uk)! �1 ¯à¨ k !1, â. ¥. ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
fukg ï¢«ï¥âáï ¬¨­¨¬¨§¨àãîé¥©. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¤®¯ãáâ¨¬®£® ã¯à ¢«¥­¨ï u
á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢® I(u) = �1. �â® ¢®§¬®¦­® ¨áª«îç¨â¥«ì­® ¯à¨ ®¤­®¢à¥¬¥­­®¬ ¢ë¯®«­¥-
­¨¨ á®®â­®è¥­¨© kuk = 1 ¨ ky(u)k = 0. �â®à®¥ ¨§ ­¨å ®§­ ç ¥â, çâ® y = 0, ®âªã¤  ¢ á¨«ã à ¢¥­-
áâ¢  (4.1) á«¥¤ã¥â, çâ® u = 0. �¥¬ á ¬ë¬ à ¢¥­áâ¢  kuk = 1 ¨ ky(u)k = 0 ­¥ ¬®£ãâ ¢ë¯®«­ïâìáï
®¤­®¢à¥¬¥­­®,   §­ ç¨â, ­¨¦­ïï £à ­ì äã­ªæ¨®­ «  I ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ U ­¥ ¤®áâ¨£ ¥âáï.

�®âï ®¯â¨¬¨§ æ¨®­­ ï § ¤ ç  ­¥ ¨¬¥¥â à¥è¥­¨ï, ¬¨­¨¬¨§¨àãîé¨¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ­ -
¢¥à­ïª  áãé¥áâ¢ãîâ, ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ç¥£® ¨¬¥¥â á¬ëá« § ¤ ç  ®âëáª ­¨ï â ª®£® ¤®¯ãáâ¨¬®£® ã¯à -
¢«¥­¨ï, §­ ç¥­¨¥ äã­ªæ¨®­ «  ­  ª®â®à®¬ ¡ã¤¥â áª®«ì ã£®¤­® ¡«¨§ª® ª ¥£® ­¨¦­¥© £à ­¨. �«ï
¥¥ à¥è¥­¨ï ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ®¯¨á ­­ë¬ à ­¥¥  ¯¯ à â®¬ á¥ª¢¥­æ¨ «ì­®£® à áè¨à¥­¨ï. �®  ­ -
«®£¨¨ á â¥®à¥¬®© 4 ¤®ª §ë¢ ¥âáï

�¥®à¥¬  6. �á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fukg ®¡« ¤ ¥â ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâìî, ¬¨­¨¬¨§¨-

àãîé¥© äã­ªæ¨®­ « I ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ U , â® ®­  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á®®â­®è¥­¨î

lim (pk � uk; wk � uk) � 0 8fwkg � U; (4.3)

£¤¥ áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¯®­¨¬ ¥âáï ¢ á¬ëá«¥ ¯à®áâà ­áâ¢  L2(Q), yk = y(uk),   pk ï¢«ï-

¥âáï à¥è¥­¨¥¬ ªà ¥¢®© § ¤ ç¨

pkt + pkxx = �yk; 0 < x < 1; 0 < t < 1;

pkx(0; t) = 0; pkx(1; t) = 0; 0 < t < 1; pk(x; 1) = 0; 0 < x < 1:

38



�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®«ì§ãïáì ®¯¨á ­­®© à ­¥¥ ¬¥â®¤¨ª®©, ¢¢¥¤¥¬ ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®-
áâ¨ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå á­¨§ã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à ¢«¥­¨©. �¯à¥-
¤¥«¨¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ä ªâ®à-¬­®¦¥áâ¢® V á¥ª¢¥­æ¨ «ì­ëå ã¯à ¢«¥­¨©. � ¦¤ë© í«¥¬¥­â v
íâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  á®áâ®¨â ¨§ ª« áá  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à ¢«¥­¨©, ª®â®àë¬ á®®â-
¢¥âáâ¢ã¥â ®¤¨­ ¨ â®â ¦¥ ­¨¦­¨© ¯à¥¤¥« á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© äã­ªæ¨®­ «®¢.
�­ ç¥­¨¥ ¯®á«¥¤­¥£® ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ J(v). � áè¨à¥­­ ï íªáâà¥¬ «ì­ ï § ¤ ç  á®áâ®¨â ¢ ¬¨-
­¨¬¨§ æ¨¨ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ V äã­ªæ¨®­ «  J . �¢ï§ì ¬¥¦¤ã ¨áå®¤­®© ¨ à áè¨à¥­­®© § ¤ ç ¬¨
å à ªâ¥à¨§ã¥âáï â¥®à¥¬®© 3.

� ª ¨ ¢ â¥®à¥¬¥ 4 á¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â­®è¥­¨¥

lim I[uk + �(wk � uk)] � lim I(uk) 8fwkg � U; � 2 (0; 1);

®â«¨ç îé¥¥áï ®â ãá«®¢¨ï (3.3) â®«ìª® ¢¨¤®¬ ¢å®¤ïé¨å ¢ ­¥£® ¢¥«¨ç¨­. �ç¨âë¢ ï «¨­¥©­®áâì
®â®¡à ¦¥­¨ï v ! y(v), ­ ©¤¥¬ §­ ç¥­¨¥

I[uk + �(wk � uk)] = kyk + �hkk
2 � kuk + �(wk � uk)k

2 =

= I(uk) + 2�(yk; hk)� 2�(uk; wk � uk) + �2khkk
2 � �2kwk � ukk

2: (4.4)

�¤¥áì à §­®áâì hk ¬¥¦¤ã à¥è¥­¨ï¬¨ § ¤ ç¨ (4.1), (4.2) ­  ã¯à ¢«¥­¨ïå wk ¨ uk ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
á®®â­®è¥­¨î

�

Z
Q

hk(pt + pxx)dQ =
Z
Q

p(wk � uk)dQ

¤«ï «î¡®© ¤®áâ â®ç­® £« ¤ª®© äã­ªæ¨¨ p, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© â¥¬ ¦¥ ªà ¥¢ë¬ ãá«®¢¨ï¬, çâ®
¨ pk. �®« £ ï p = pk, ¯à¨¢¥¤¥¬ á®®â­®è¥­¨¥ (4.4) ª á«¥¤ãîé¥¬ã ¢¨¤ã:

I[uk + �(wk � uk)] = I(uk) + 2�(pk � uk; wk � uk) + �2khkk
2 � �2kwk � ukk

2:

�®¢â®àïï à ááã¦¤¥­¨ï ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 4, ¯®á«¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï á®®â­®è¥­¨ï (4.4)
á ãç¥â®¬ á¢®©áâ¢ ­¨¦­¨å ¨ ¢¥àå­¨å ¯à¥¤¥«®¢, ¤¥«¥­¨ï ­  � ¨ ¯¥à¥å®¤  ª ¯à¥¤¥«ã ¯à¨ � ! 0
¯à¨å®¤¨¬ ª á®®â­®è¥­¨î (4.3).

� ©¤¥¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ¢ à¨ æ¨®­­®¬ã ­¥à ¢¥­áâ¢ã (4.3).

�¥®à¥¬  7. �î¡ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fukg ¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à ¢«¥­¨©, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï

ãá«®¢¨ï¬

uk ! 0 á« ¡® ¢ L2(Q); kukk ! 1; (4.5)

ï¢«ï¥âáï à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ (4:3).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨ï �k = (pk; wk � uk), �k = (uk; wk), �k = kukk
2. �®£¤ 

ãá«®¢¨¥ (4.3) ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤

lim(�k � �k + �k) � 0 8fwkg � U:

�®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fukg ¨ fwkg í«¥¬¥­â®¢ ¬­®¦¥áâ¢  U ®£à ­¨ç¥­ë. �®£¤  ¨§ ­¨å ¬®¦­®
¢ë¤¥«¨âì â ª¨¥ ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (á á®åà ­¥­¨¥¬ ¯à¥¦­¥£® ®¡®§­ ç¥­¨ï), çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
áå®¤¨¬®áâì uk ! u ¨ wk ! w á« ¡® ¢ L2(Q). �âáî¤  á«¥¤ã¥â áå®¤¨¬®áâì yk ! y á« ¡® ¢ Y , pk ! p
á« ¡® ¢ Y , £¤¥ y = y(u),   p| à¥è¥­¨¥ á®¯àï¦¥­­®© § ¤ ç¨, ã ª®â®à®© ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ãà ¢­¥­¨ï
­ å®¤¨âáï äã­ªæ¨ï y. �ç¨âë¢ ï ª®¬¯ ªâ­®áâì ¢«®¦¥­¨ï ¯à®áâà ­áâ¢  Y ¢ L2(Q), ãáâ ­®¢¨¬
áå®¤¨¬®áâì pk ! p á¨«ì­® ¢ L2(Q). � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç ¥¬

(pk; wk � uk)! (p;w � u):

�á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fukg ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯¥à¢®¬ã ¨§ ãá«®¢¨© (4.5), â® ¥¥ á« ¡ë© ¯à¥¤¥« u
à ¢¥­ ­ã«î. �®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢® y = 0,   á«¥¤®¢ â¥«ì­®, p = 0. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯à¨å®¤¨¬
ª ãá«®¢¨î �k ! 0. �®«ì§ãïáì ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ ¬­®¦¥áâ¢  ¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à ¢«¥­¨©, ãáâ ­®¢¨¬
®æ¥­ªã j�kj � kukk kwkk � 1. �§ ¢â®à®£® ãá«®¢¨ï (4.5) á«¥¤ã¥â, çâ® �k ! 1.
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�¥à¥å®¤ï ª ¯à¥¤¥«ã ¢ ­¥à ¢¥­áâ¢¥ �k � �k + �k � �k + �k � 1, ¯à¨å®¤¨¬ ª á®®â­®è¥­¨î
lim(pk � uk; wk � uk) � 0, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â ­¥à ¢¥­áâ¢® (4.3).

�â ª, ­¥®¡å®¤¨¬®¬ã ãá«®¢¨î á¥ª¢¥­æ¨ «ì­®© ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â «î¡ ï ¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì­®áâì fukg, ª®â®à ï ¯®¤ç¨­ï¥âáï á®®â­®è¥­¨ï¬ (4.5). �â¨¬ á¢®©áâ¢ ¬ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â, ¢
ç áâ­®áâ¨, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì, ®¯¨á ­­ ï ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 5. �á«®¢¨ï¬ (4.5) ¡ã¤¥â
ã¤®¢«¥â¢®àïâì ¨ «î¡®© ¡ §¨á £¨«ì¡¥àâ®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  L2(Q), ¯®¤ç¨­ïîé¨©áï á®®â­®è¥­¨ï¬
kukk = 1 ¨ uk ! 0 á« ¡® ¢ L2(Q) ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® ¥£® í«¥¬¥­âë ­¥ ¯à¥¢®áå®¤ïâ ¯® ¬®¤ã«î ¥¤¨-
­¨æë. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥âáï ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë© ª« áá à¥è¥­¨© ­¥®¡å®¤¨¬ëå ãá«®¢¨©
á¥ª¢¥­æ¨ «ì­®© ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨. �áâ¥áâ¢¥­­®, ¬®£ãâ áãé¥áâ¢®¢ âì ¨ ¤àã£¨¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨
¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à ¢«¥­¨©, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ (4.5).

�â¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ãáâ ­®¢«¥­­ë¥ ãá«®¢¨ï á¥ª¢¥­æ¨ «ì­®© ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ï¢«ïîâáï «¨èì
­¥®¡å®¤¨¬ë¬¨, ­®, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥ ¤®áâ â®ç­ë¬¨. �á«¥¤áâ¢¨¥ íâ®£® ¯®ª  ¥é¥ ­¥«ì§ï ¡ëâì
ã¢¥à¥­­ë¬ ¢ â®¬, çâ® á¥ª¢¥­æ¨ «ì­®¥ ã¯à ¢«¥­¨¥ u, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâìî fukg,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© á®®â­®è¥­¨ï¬ (4.5), ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¬¨­¨¬ã¬  äã­ªæ¨®­ « 
J ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ V . �¤­ ª® á¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥®à¥¬  8. �¥ª¢¥­æ¨ «ì­®¥ ã¯à ¢«¥­¨¥, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâìî fukg, ã¤®¢«¥-
â¢®àïîé¥© ãá«®¢¨ï¬ (4:5), ¬¨­¨¬¨§¨àã¥â äã­ªæ¨®­ « J ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ V .

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ­ ©¤¥¬ §­ ç¥­¨¥ äã­ªæ¨®­ « 

J(u) = lim I(uk) = lim(kykk
2 � kukk

2) = �1;

¯®áª®«ìªã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ­®à¬ ã¯à ¢«¥­¨© áå®¤¨âáï ª ¥¤¨­¨æ¥ ¢ á¨«ã ¢â®à®£® ãá«®¢¨ï
(4.5),   á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fykg áå®¤¨âáï ª ­ã«î á¨«ì­® ¢ L2(Q) (á¬. ¤®ª -
§ â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 7). �¤­ ª® ¢ â¥®à¥¬¥ 5 ¡ë«® ¯®ª § ­®, çâ® §­ ç¥­¨¥ �1 ï¢«ï¥âáï ­¨¦­¥©
£à ­ìî äã­ªæ¨®­ «  I ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ U , ª®â®à ï á®£« á­® â¥®à¥¬¥ 3 ¡ã¤¥â ¬¨­¨¬ã¬®¬ äã­ªæ¨-
®­ «  J ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ V .

�â ª, ®¯¨á ­­ë© ¯à¨­æ¨¯ à áè¨à¥­¨ï íªáâà¥¬ «ì­ëå § ¤ ç ¢ àï¤¥ á«ãç ¥¢ ¯®§¢®«ï¥â ­¥
â®«ìª® ¯®«ãç¨âì ­¥®¡å®¤¨¬®¥ ãá«®¢¨¥ ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¤«ï à áè¨à¥­­®© § ¤ ç¨, ­® ¨ ­ ©â¨ ª« áá
¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à ¢«¥­¨©, ¬¨­¨¬¨§¨àãîé¨å ¤ ­­ë© äã­ªæ¨®­ « ­  § ¤ ­­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥. �¥¬
á ¬ë¬, ãª § ­­ë¬ á¯®á®¡®¬ ¬®¦¥â ¡ëâì ­ ©¤¥­® â ª®¥ ¤®¯ãáâ¨¬®¥ ã¯à ¢«¥­¨¥, §­ ç¥­¨¥ äã­ª-
æ¨®­ «  ­  ª®â®à®¬ áª®«ì ã£®¤­® ¡«¨§ª® ª ¥£® ­¨¦­¥© £à ­¨ ­  ¤ ­­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥: ¤®áâ â®ç­®
¢§ïâì í«¥¬¥­â ¬¨­¨¬¨§¨àãîé¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ á ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨¬ ­®¬¥à®¬. � ª ®¯à¥-
¤¥«ï¥âáï ¯à¨¡«¨¦¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ ¤ ¦¥ ¢ ãá«®¢¨ïå ¥¥ ­¥à §à¥è¨¬®áâ¨ ¢ ¥áâ¥áâ¢¥­­®¬
á¬ëá«¥.
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