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Введение 
 

Конструкция алгебры Ли возникла в связи с решением задачи о 
разрешимости в квадратурах систем дифференциальных уравнений. 
Софус Ли, определивший эту конструкцию, показал, что система 
дифференциальных уравнений разрешима в квадратурах, тогда и только  
тогда, когда соответствующая Алгебра Ли разрешима. В дальнейшем было 
замечено, что некоторые решения систем дифференциальных уравнений 
могут быть обнаружены с помощью более общей конструкции, которая была 
названа лиевым пучком . Впервые лиевые пучки были введены в работах 
Кантора И.Л. и Персица Д.Б. в небольшой заметке опубликованной на 
девятой всесоюзной геометрической конференции в 1989 году. 
В дальнейшем конструкция лиевых пучков использовалась при изучении 
вопроса интегрируемости некоторых гамильтоновых систем (см. [2],[3]). С 
другой стороны, в работе [4] были введены в рассмотрение n-кратные 
алгебры Ли. Для этих алгебр в [4],[5] были доказаны аналоги теорем Энгеля и 
Ли. Кроме того, конструкция n-кратной алгебры Ли при n=2 под названием 
бигамильтоновой операды рассматривалась в [6]. Как видно из приводимых 
ниже определений понятие лиева пучка и n-кратной алгебры Ли совпадают. 
Поэтому в данной работе используется термин n-кратный лиев пучок. 
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1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.

Åñëè L−âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì P , òî îáîçíà÷èì ÷åðåç K
ïðîñòðàíñòâî âñåõ áèëèíåéíûõ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé èç L× L â L.

Îïðåäåëåíèå 1. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî L íàä ïîëåì P íàçûâàåòñÿ n-êðàòíûì
ëèåâûì ïó÷êîì, åñëè ñóùåñòâóåò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ si, i = 1, 2, ..., n
èç K òàêèõ,÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ L è ëþáûõ îòîáðàæåíèé si, sj èìååò
ìåñòî ñîîòíîøåíèå

J(a, b, c, si, sj) + J(a, b, c, sj, si) = 0, (1)

ãäå J(a, b, c, si, sj) = (asib)sjc+ (bsic)sja+ (csia)sjb. (Çäåñü xsky-îáðàç ïàðû
(x, y) ∈ L× L ïðè îòîáðàæåíèè sk).

Äàííîå îïðåäåëåíèå ñ çàìåíîé òåðìèíà "n−êðàòíûé ëèåâ ïó÷îê"íà "n-êðàòíàÿ
àëãåáðà Ëè"èñïîëüçîâàëàñü â ðàáîòàõ [4],[5].
Äëÿ îòîáðàæåíèé si, i = 1, ..., n èç K îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå s =

∑n
i=1 αisi, αi ∈ P ,

äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó asb =
∑n

i=1 αi(asib). Âîçíèêàþùåå òàêèì îáðàçîì
ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé îòîáðàæåíèé s1, ..., sn, îáîçíà÷èì S.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ s è s̃ èç S èìååò ìåñòî
J(a, b, c, s, s̃) + J(a, b, c, s̃, s) = 0, a, b, c ∈ L. Áîëåå òîãî, åñëè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ P
îòëè÷íà îò äâóõ, òî ñîîòíîøåíèå (1) èç îïðåäåëåíèÿ 1, ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèÿì

(asb)sc+ (bsc)sa+ (csa)sb = 0, a, b, c ∈ L, (1′)

êîãäà s ïðîáåãàåò âñå ïðîñòðàíñòâî óìíîæåíèé S.

Äàííîå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì ëèåâà ïó÷êà èç ðàáîòû [1].

Â äàëüíåéøåì ëèåâ ïó÷îê L = L(S) áóäåì íàçûâàòü n−êðàòíûì ëèåâûì ïó÷êîì,
åñëè dimpS = n.

Ïîäïðîñòðàíñòâî I â L(S) íàçûâàåòñÿ èäåàëîì ëèåâà ïó÷êà L(S), åñëè
xsy ∈ I,∀x ∈ I,∀y ∈ L(S),∀s ∈ S.

Ëèåâ ïó÷îê L(S) íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îí íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ
èäåàëîâ.

Ïîäïðîñòðàíñòâî B â L(S) íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé ëèåâà ïó÷êà L(S), åñëè
xsy ∈ B, ∀x, y ∈ B, ∀s ∈ S, ò.å. B(S)−ëèåâ ïó÷îê ñ ïðîñòðàíñòâîì B.

Ïîäïó÷êîì ëèåâà ïó÷êà L(S) íàçûâàåòñÿ ïó÷îê L(S ′), êîãäà S ′−ïîäïðîñòðàíñòâî
â S.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñýíäâè÷åâîé àëãåáðîé Mr(L, S) íàçûâàåòñÿ ïàðà ïðîñòðàíñòâ
L, S, ñîäåðæàùèõñÿ â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö Mr(r−ïîðÿäîê ñîîòâåòñòâóþùèõ
ìàòðèö), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ asb− bsa ∈ L, êîãäà a, b ∈ L, s ∈ S. (Çäåñü asb è
bsa−îáû÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.)
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Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî s ∈ S îòîáðàæåíèå (a, b) −→ asb− bsa
çàäàåò áèëèíåéíîå êîñîñèììåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå èç L× L â L, óäîâëåòâîðÿùåå
òîæäåñòâó ßêîáè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñýíäâè÷åâà àëãåáðà óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ
(1'),ò.å. ÿâëÿåòñÿ ëèåâûì ïó÷êîì.

Äëÿ êëàññèôèêàöèè ïðîñòûõ ëèåâûõ ïó÷êîâ ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé áóäåì
èñïîëüçîâàòü èõ êàðòàíîâñêèå ïîäàëãåáðû è ñîîòâåòñòâóþùèå êîðíåâûå
ðàçëîæåíèÿ.

Ëèåâ ïó÷îê L = L(S) íàçîâåì íèëüïîòåíòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò k ∈ N òàêîå, ÷òî
Lk(S) = 0,ãäå Li+1(S) = Li(S)L(S), L1(S) = L(S), i ≥ 1. Çäåñü ïðîèçâåäåíèåì MN
äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ M è N èç L(S) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî
〈msn,∀m ∈M,∀n ∈ N, ∀s ∈ S〉P .

Ëèåâ ïó÷îê L = L(S) íàçîâåì ðàçðåøèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò k ∈ N òàêîå, ÷òî
L(k)(S) = 0,ãäå L(i)(S) = L(i−1)(S)L(i−1)(S), L(0)(S) = L(S), i ≥ 0.

Êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðîé ëèåâà ïó÷êà L(S) íàçîâåì ïîäïðîñòðàíñòâî H â L,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé ïîäàëãåáðîé è ñîâïàäàåò ñî ñâîèì
íîðìàëèçàòîðîì NL(S)(H) = {x ∈ L|hsx ∈ H,∀h ∈ H,∀s ∈ S}.

Â ðàáîòå [5] äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé ëèåâ ïó÷îê íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì ñîäåðæèò
êàðòàíîâñêóþ ïîäàëãåáðó H, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íóëüïðîñòðàíñòâîì L0 îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîé ïàðû (x0, s0) ∈ L× S, ò.å. L0 = {x ∈ L|(ads0x0)kx = 0, k ∈ N}, ãäå
ads0-îïåðàòîð ëåâîãî óìíîæåíèÿ , îïðåäåëåííûé ýëåìåíòîì s0 ∈ S. (Ïàðó
(x0, s0) ∈ L× S íàçîâåì ðåãóëÿðíîé, åñëè dimPL0 ìèíèìàëüíà,à ðàçìåðíîñòü H
íàçîâåì ðàíãîì ëèåâà ïó÷êà L(S) è îáîçíà÷èì rL(S).)

Îïðåäåëåíèå 3. Ëèåâ ïó÷îê L(S) èçîìîðôåí ñýíäâè÷åâîé àëãåáðå Mr(L
′, S ′),

åñëè ñóùåñòâóþò èçîìîðôèçìû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ϕ : L→ L′, ψ : S → S ′

òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ L è ëþáîãî s ∈ S èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
ϕ(asb) = ϕ(a)ψ(s)ϕ(b)− ϕ(b)ψ(s)ϕ(a).
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2 Ïðîñòûå äâóìåðíûå ëèåâû ïó÷êè.

Ïóñòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà L = 2. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü
êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðû ó ïðîñòîãî ëèåâà ïó÷êà L(S), êîãäà dimL = 2, ðàâíà 1.
Òîãäà êîðíåâîå ðàçëîæåíèå àëãåáðû Ëè L(s0) èìååò âèä L = H ⊕ L1, ãäå
H = 〈h〉, L1 = 〈e〉, ïðè÷åì hs0e = αe, α 6= 0, ò.å. êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî L1 èìååò
ðàçìåðíîñòü 1 è ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ α. Òåïåðü ðàññìîòðèì ëèåâ ïó÷îê L(S), ãäå S = 〈s0, s〉,
ïðîñòðàíñòâî óìíîæåíèé ñ áàçèñîì óìíîæåíèé s0, s. Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (1)
â ñèëó åãî ëèíåéíîñòè, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü òîëüêî äëÿ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ.

Íàïèøåì óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ, âûòåêàþùåå èç ñîîòíîøåíèÿ (1). Â êà÷åñòâå
a, b, c, áåðåì e, h, e.

Òàáëèöà óìíîæåíèÿ èìååò âèä:
hs0e = e
hse = Ah+Be

Óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ:
(es0h)se+(hs0e)se+(es0e)sh+(esh)s0e+(hse)s0e+(ese)s0h = 0+0+0−Ae+Ae+0 = 0.
Ò.å. óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ òðèâèàëüíûì îáðàçîì.

Óìíîæåíèå s çàìåíÿåì íà s̃ ïî ôîðìóëå:
s −→ s̃ = s+ λso.
hs̃e = Ah+Be+ λe, â êà÷åñòâå λ âîçüìåì λ = −B → hs̃e = Ah→ hs̃e = h. A 6= 0,
ò.ê. L(s)− ïðîñòîé ëèåâ ïó÷îê.

Âîçüìåì åùå îäíî óìíîæåíèå hs1e = αe+ βh.
Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî
s1 = αs0 + βs̃.
Ò.å. ëþáîé n−êðàòíûé ëèåâ ïó÷îê ðàçìåðíîñòè äâà, ÿâëÿåòñÿ äâóêðàòíûì ëèåâûì
ïó÷êîì.

Ïóñòü I C L(s0, s) èäåàë, 0 6= x = αe+ βh ∈ I.
(xs0e) = β(hs0e) = βe, åñëè β 6= 0→ e ∈ I, à òàêæå es̃h = h→ h ∈ I, ò.î. èäåàë I
ñîâïàäàåò ñî âñåé àëãåáðîé.
À åñëè β = 0,òî x = αe ∈ I è h = es̃h ∈ I,ò.å. è â ýòîì ñëó÷àå èäåàë I ñîâïàäàåò ñî
âñåé àëãåáðîé.

Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.1.Ïóñòü L(S)-äâóìåðíûé n−êðàòíûé ëèåâ ïó÷îê,n > 1. Òîãäà n = 2
è èìååòñÿ ðîâíî îäèí äâóìåðíûé äâóõêðàòíûé ëèåâ ïó÷îê, êîòîðûé ê òîìó æå
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òàáëèöà óìíîæåíèÿ â êîòîðîì, èìååò âèä:
hs0e = e
hse = h
hs0h = es0e = 0
hsh = ese = 0.
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Ïîëó÷åííûé ïó÷îê èçîìîðôåí ñýíäâè÷åâîé àëãåáðå M2(L
′, S ′), ãäå

L′ = 〈E11, E21〉, S ′ = 〈E11, E12, 〉 à èçîìîðôèçìû ϕ è ψ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:
ϕ(h) = E11, ϕ(e) = E21, ψ(s0) = E11, ψ(s) = E12.
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3 Ïðîñòûå ëèåâû ïó÷êè ðàíãà 2.

Äàëåå èçó÷èì ñèòóàöèè,êîãäà ðàçìåðíîñòü ëèåâà ïó÷êà L(S) ðàâíà òðåì.
Âíà÷àëå, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ðàíã ëèåâà ïó÷êà L(S) ðàâåí äâóì, ò.å. èìååòñÿ
êàðòàíîâñêàÿ ïîäàëãåáðà H, dimH = 2.

Ïóñòü h1, h2−íåêîòîðûé áàçèñ â H. Êàðòàíîâñêàÿ ïîäàëãåáðà H = 〈h1, h2〉-
íèëüïîòåíòíà, ïîýòîìó àëãåáðà Ëè H(s),∀s ∈ S, òàêæå íèëüïîòåíòíà.
Èç ìîíîãðàôèè [7], èçâåñòíî, ÷òî íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè, ðàçìåðíîñòè äâà,
ìîæåò áûòü òîëüêî àáåëåâà àëãåáðà Ëè.

Ïóñòü s0-óìíîæåíèå â L(S), êîòîðîå ôèãóðèðóåò â îïðåäåëåíèè íèëüïîòåíòíîñòè
H. Òîãäà L(s0) = H ⊕ Lα− ðàçëîæåíèå íà êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà àëãåáðû Ëè
L(s0), îòíîñèòåëüíî êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðû H,
ãäå
H = L0 = {x ∈ L|(ads0h)mx = 0,∀h ∈ H},
Lα = {x ∈ L|(ads0h− α(h)E)mx = 0,∀h ∈ H}.

Ò.ê. dimL = 3,a dimH = 2, òî dimLα = 1 è Lα = 〈e〉.
Êðîìå òîãî, â ñèëó îäíîìåðíîñòè Lα, èìååì hs0e = α(h)e, ∀h ∈ H.
Ò.ê. H 6= L è ôóíêöèÿ α− íå íóëåâàÿ, òî ñóùåñòâóåò áàçèñ â H, ÷òî

h1s0e = e
h2s0e = 0
h1s0h2 = 0

 (∗)

Ò.ê. dimS > 1, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç s åùå îäèí áàçèñíûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà S,
îòëè÷íûé îò s0. Ïóñòü ôîðìóëû óìíîæåíèÿ äëÿ s èìåþò âèä:

h1se = A1h1 + A2h2 + Ce
h2se = B1h1 +B2h2 +De

h1sh2 = 0

 (∗∗)

Ïðîâåðèì ñîãëàñîâàííîñòü ýòèõ óìíîæåíèé:

(h1s0h2)se+ (h2s0e)sh1 + (es0h1)sh2 + (h1sh2)s0e+ (h2se)s0h1 + (esh1)s0h2 = 0.
Èç ýòîãî ñëåäóåò
−esh2 + (B1h1 +B2h2 +De)s0h1 + (−A1h1 − A2h2 − Ce)s0h2 = 0.
Ïîñëå óïðîùåíèé, èìååì
B1h1 +B2h2 = 0, ò.å.
B1 = 0
B2 = 0.

Äàëåå çàìåíèì óìíîæåíèå s íà ŝ ïî ôîðìóëå
s −→ ŝ = s+ λso
h1ŝe = A1h1 + A2h2 + Ce+ λe, â êà÷åñòâå λ âîçüìåì λ = −C → h1ŝe = A1h1 + A2h2.
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Ò.ê. L(s)-ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè, òî ïðîâåäåì ïðîâåðêó òîæäåñòâà ßêîáè äëÿ ýòîé
àëãåáðû:
(h1se)sh2 + (esh2)sh1 + (h2sh1)se = 0
D(A1h1 + A2h2) = 0
⇒ DA1 = 0
⇒ DA2 = 0

1 ñëó÷àé. D = 0. Òîãäà òàáëèöû (∗) è (∗∗) ïðèìóò âèä:
h1s0e = e
h2s0e = 0
h1s0h2 = 0
h1se = A1h1 + A2h2
h2se = 0
h1sh2 = 0
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 〈e, A1h1 + A2h2〉C L(S), S = 〈s0, s〉.

Òåïåðü ðàññìîòðèì 2 ñëó÷àé,êîãäà A1 = A2 = 0.
Â ýòîì ñëó÷àå òàáëèöà èìååò âèä:
h1s̃e = 0
h2s̃e = De
h1s̃h2 = 0
h1s0e = e
h2s0e = 0
h1s0h2 = 0
Ñëåäóåò, ÷òî 〈e〉C L(S), S = 〈s0, s̃〉

Åñëè ïðîñòðàíñòâî S íàòÿíóòî íà óìíîæåíèÿ s0, s, s̃, òî ïó÷îê L(s0, s, s̃)− òàêæå
èìååò èäåàë I = 〈e, A1h1 + A2h2〉.

Ïðîñòðàíñòâî óìíîæåíèé S = 〈s0, s, s̃〉 íå ìîæåò áûòü áîëüøå ðàñøèðåííî, ò.ê.
ëþáîå äðóãîå óìíîæåíèå ŝ ëèáî ŝ = D̂

D
s̃, ëèáî ŝ = s Â2

A2
+ s0Â1. Ïîýòîìó â ïó÷êå

L(S), dimL = 3, dimS > 1, ðàíãà äâà, âñåãäà èìååòñÿ íåòðèâèàëüíûé èäåàë.
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4 Ïðîñòûå ëèåâû ïó÷êè ðàíãà 1.

Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíû äâà âàðèàòà.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ðàíã ëèåâà ïó÷êà L(S) ðàâåí åäèíèöå, ò.å. ñóùåñòâóåò
êàðòàíîâñêàÿ ïîäàëãåáðà H, dimH = 1 è èìååò ìåñòî êàðòàíîâñêîå ðàçëîæåíèå
L(s0) = H ⊕ Lα1 ⊕ Lα2 , dimLαi

= 1, i = 1, 2 , ëèáî L(s0) = H ⊕ Lα, dimLα = 2.
Â ïåðâîì ñëó÷àå Lαi

= 〈ei〉, i = 1, 2.
hs0ei = αi(h)ei.

Òàáëèöà óìíîæåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:
e1s0e2 = 0
e1s0h = αe1
e2s0h = δe2
e1s1e2 = A1e1 + A2e2 + A3h
e1s1h = B1e1 +B2e2 +B3h
e2s1h = C1e1 + C2e2 + C3h

Ïðîâåðèì ñîãëàñîâàííîñòü ýòèõ óìíîæåíèé:
(e1s0e2)s1h+(e2s0h)s1e1+(hs0e1)s1e2+(e1s1e2)s0h+(e2s1h)s0e1+(hs1e1)s0e2 = δe2s1e1+
(−αe1)s1e2+(A1e1+A2e2+A3h)s0h+(C1e1+C2e2+C3h)s0e1−(B1e1+B2e2+B3h)s0e2 =
−δA1e1 − δA2e2 − δA3h− αA1e1 − αA2e2 − αA3h+ A1αe1 + A2δe2 − C3αe1 +B3δe2 =
(−δA1 − C3α)e1 + (−αA2 +B3δ)e2 + (−δA3 − αA3)h = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî
δA1 + C3α = 0⇒ A1 = −C3(

α
δ
)

−αA2 +B3δ = 0⇒ A2 = B3(
δ
α

)
δA3 + αA3 = 0⇒ A3(δ + α) = 0⇒ A3 = 0, ò.ê. α 6= −δ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïîëó÷àåòñÿ ÷òî α = −δ. À ýòîãî áûòü íå ìîæåò,ò.ê. åñëè α = −δ, òî òîãäà èìååòñÿ
óìíîæåíèå, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî, äàííûé ïó÷îê ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé òðåõìåðíîé
àëãåáðîé Ëè.

Ïðîâåðêà òîæäåñòâà ßêîáè äëÿ L(s1):
(e1s1e2)s1h+ (e2s1h)s1e1 + (hs1e1)s1e2 = 0
(A1e1 + A2e2 + A3h)s1h+ (C1e1 + C2e2 + C3h)s1e1 + (−B1e1 −B2e2 −B3h)s1e2 = 0
A1(B1e1 +B2e2 +B3h) + A2(C1e1 + C2e2 + C3h)− C2(A1e1 + A2e2 + A3h)− C3(B1e1 +
B2e2 +B3h)−B1(A1e1 + A2e2 + A3h) +B3(C1e1 + C2e2 + C3h) = 0

Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ:
A2C1 − C2A1 − C3B1 +B3C1 = 0
A1B1 − C3B2 −B1A2 +B3C2 = 0
A1B3 + A2C3 = 0
Â ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïîäñòàâèì A1 è A2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
B3

δ
α
C1 + C3

α
δ
C2 − C3B1 +B3C1 = 0

−C3
α
δ
B1 − C3B2 −B1B3

δ
α

+B3C2 = 0
−C3

α
δ
B3 +B3

δ
α
C3 = 0

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû s̃ = s0 + λs1, ñäåëàåì, ÷òîáû B1 = 0.
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Äàëåå âîçüìåì óìíîæåíèå ðàâíîå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè óìíîæåíèé s0 è s1:
e1(xs0 + ys1)e2 = yA1e1 + A2e2
e1(xs0 + ys1h = xαe1 + y(B2e2 +B2h)
e2(xs0 + ys1h = xδe2 + y(C1e1 + C2e2 + C3h)

Çàïèøåì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû,ñîñòàâëåííûé èç äàííûõ ýëåìåíòîâ.
Åñëè îïðåäåëèòåëü íå áóäåò ðàâåí íóëþ, òî ñóùåñòâóåò òàêîå óìíîæåíèå,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî, ïó÷îê L(S) áóäåò ñîäåðæàòü ïðîñòóþ òðåõìåðíóþ àëãåáðó
Ëè.
Ïîýòîìó ∣∣∣∣∣∣

yA1 A2 0
xα yB2 yB3

yC1 xδ + C2 C3

∣∣∣∣∣∣ = 0

y2A1B2C3 + y2A2B3C1 − y2A1B3(xδ + C2)− A2C3xα = 0

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
A1B2C3 + A2B3C1 − A1B3C2 = 0
A1B3δ = 0
A2C3α = 0

Çàïèøåì âñå ïîëó÷åííûå îãðàíè÷åíèÿ :
−B2C

2
3
α
δ

+B2
3
δ
α
C1 −B3C2C3

α
δ

= 0
C3

α
δ
B3 = 0

B3
δ
α
C3 = 0

B3C3(−α
δ

+ δ
α

) = 0
C3B2 +B3C2 = 0
B3

δ
α
C1 + C2C3

α
δ

+B3C1 = 0
A1 = −C3

α
δ

A2 = B3
δ
α

A3 = B1 = 0
Çäåñü δ 6= −α, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå L(s0)-ïðîñòàÿ òðåõìåðíàÿ àëãåáðà Ëè.

Ëþáîé ïó÷îê L(S) ñ óñëîâèåì, ÷òî L(s0)− ïðîñòàÿ òðåõìåðíàÿ àëãåáðà Ëè, ãäå
s0 ∈ L ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Ïóñòü ôîðìóëû óìíîæåíèÿ äëÿ s0 ñëåäóþùèå:
e1se2 = h
e1sh = −e2
e2sh = e1

è ŝ åùå îäíî óìíîæåíèå èç S, îïðåäåëåííîå ôîðìóëàìè:

e1ŝe2 = λ11e1 + λ12e2 + λ13h
e1ŝh = λ21e1 + λ22e2 + λ23h
e2ŝh = λ31e1 + λ32e2 + λ33h

 (2)
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Òîãäà èç óñëîâèé ñîãëàñîâàííîñòè îïåðàöèé s è ŝ èìååì

λ12 + λ23 = 0, λ11 − λ33 = 0, λ32 + λ21 = 0. (3)

Åñëè s̃-åùå îäíî óìíîæåíèå, ñîãëàñîâàííîå ñ s, òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îíî áóäåò
ñîãëàñîâàííî è ñ ŝ. Ò.ê. ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö , îïðåäåëÿþùèõ
óìíîæåíèÿ èç S ïî ôîðìóëàì (2) ðàâíà øåñòè, òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.1.Ïóñòü L(S)− òðåõìåðíûé n−êðàòíûé ëèåâ ïó÷îê íàä
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì è â ïðîñòðàíñòâå S èìååòñÿ óìíîæåíèå s, äëÿ
êîòîðîãî L(s)−ïðîñòàÿ òðåõìåðíàÿ àëãåáðà Ëè. Òîãäà n = 1, ..., 6 è äëÿ ëþáîãî n
èç ýòîãî ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâóþùèé ïó÷îê ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Åñëè E1=

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

, E2=

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

, H=

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

, òî
[E1, E2] = H, [E2, H] = E1, [H,E1] = E2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîé ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû S ′ =

a b c
b d f
c f k

, èìåþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ:
E1S

′E2 − E2S
′E1 = −fE1 − bE2 + dH

E1S
′H −HS ′E1 = −eE1 − aE2 + bH

E2S
′H −HS ′E2 = kE1 + eE2 − fH.

Ò.å. ìàòðèöà

−f −b d
−c −a b
k c −f

 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì (3).

Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé óêàçàííûé â òåîðåìå 4.1. ëèåâ ïó÷îê L(S) èçîìîðôåí
ñýíäâè÷åâîé àëãåáðå M3(L

′, T ) ñ ïðîñòðàíñòâîì L′ = 〈E1, E2, H〉 è T−
ïîäïðîñòðàíñòâî â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Îòîáðàæåíèÿ,
çàäàþùåå èçîìîðôèçì, îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè:
ϕ(e1) = E1, ϕ(e2) = E2, ϕ(h) = H.
ψ(s̃) = S ′ äëÿ ëþáîãî s̃ ∈ S è ñîîòâåòñâóþùåé ìàòðèöû S ′ èç ïðîñòðàíñòâà
ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö òðåòüåãî ïîðÿäêà.
Òàêèì îáðàçîì òåîðåìó 4.1. ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Òåîðåìà 4.2. Åñëè â ïðîñòðàíñòâå óìíîæåíèé S, òðåõìåðíîãî ëèåâà ïó÷êà
L(S), èìååòñÿ óìíîæåíèå s0, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî L(s0)− ïðîñòàÿ
òðåõìåðíàÿ àëãåáðà Ëè, òî L(S) = M3(R, T ), ãäå R− ïðîñòðàíñòâî âñåõ
êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö â M3(P ), T− ëþáîå ïîäïðîñòàíñòâî â ïðîñòðàíñòâå
âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö â M3(P ), ñîäåðæàùåå 〈E〉, (E-åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà).
Â ÷àñòíîñòè, êîãäà T = 〈E〉, ïó÷îê L(S)− ýòî ïðîñòàÿ òðåõìåðíàÿ àëãåáðà Ëè.

Ïîýòîìó äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà −α2 + δ2 6= 0. Òîãäà ëèáî B3 = 0, ëèáî
C3 = 0.
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1) Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé, êîãäà B3 = 0.
Èç óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî A2 = 0.
C3B2 = 0.
C2C3 = 0.
Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

1.1.Ëèáî C3 = 0. È òîãäà A1 = 0 è òàáëèöà èìååò âèä:
e1s0e2 = 0
e1s0h = αe1
e2s0h = δe2
e1s1e2 = 0
e1s1h = B2e2
e2s1h = C1e1 + C2e2
Çäåñü 〈e1, e2〉C L(S).

1.2. Ëèáî B2 = C2 = 0,òîãäà òàáëèöà çàïèøåòñÿ â âèäå:
e1s0e2 = 0
e1s0h = αe1
e2s0h = δe2
e1s1e2 = A1e1
e1s1h = 0
e2s1h = C1e1 + C3h
Çäåñü 〈e1〉C L(S).

2) Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà C3 = 0.
Ïóñòü C3 = 0, îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî A1 = 0
B3C1 = 0
B3C2 = 0
Âîçíèêàþò 2 ïîäñëó÷àÿ:

2.1.Ëèáî B3 = 0. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî A2 = 0
è ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ òàáëèöó:
e1s0e2 = 0
e1s0h = αe1
e2s0h = δe2
e1s1e2 = 0
e1s1h = B2e2
e2s1h = C1e1 + C2e2
Çäåñü 〈e1, e2〉C L(S).

2.2. Ëèáî C1 = C2 = 0.
Ïîëó÷èì òàáëèöó:
e1s0e2 = 0
e1s0h = αe1
e2s0h = δe2
e1s1e2 = A2e2
e1s1h = B2e2 +B3h
e2s1h = 0
Çäåñü 〈e2〉C L(S).
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Òåïåðü äëÿ 1) çàïèøåì òðåòüå óìíîæåíèå:
e1ŝe2 = A′1e1 + A′2e2 + A′3h
e1ŝh = B′1e1 +B′2e2 +B′3h
e2ŝh = C ′1e1 + C ′2e2 + C ′3h

Ïîñëå ïðîâåðêè ñîãëàñîâàííîñòè ñ s0 ïîëó÷àåòñÿ òàáëèöà:
e1ŝe2 = A′1e1
e1ŝh = 0
e2ŝh = C ′1e1 + C ′3h

Âîçüìåì óìíîæåíèå ðàâíîå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè s0, s1, ŝ.
e1(xs0 + ys+ zŝ)e2 = zA′1e1
e1(xs0 + ys+ zŝ)h = xαe1 + yB2e2
e2(xs0 + ys+ zŝ)h = xδe2 + y(C1e1 + C2e2) + z(C ′1e1 + C ′h)

Çàïèøåì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû,ñîñòàâëåííûé èç ïîëó÷àþùåéñÿ ìàòðèöû
êîýôôèöèåíòîâ.
Åñëè îïðåäåëèòåëü íå áóäåò ðàâåí íóëþ, òî ñóùåñòâóåò òàêîå óìíîæåíèå,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ïó÷îê L(S), áóäåò ñîäåðæàòü ïðîñòóþ òðåõìåðíóþ àëãåáðó
Ëè.
Ïîýòîìó ∣∣∣∣∣∣

zA′1 0 0
xα yB2 0

yC1 + zC1 xδ + yC2 zC ′3

∣∣∣∣∣∣ = 0

Ò.å. z2yA′1B2C
′
3 = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
A′1B2C

′
3 = 0

Åñëè B2 6= 0, òî A′1 = C ′3 = 0. Òîãäà îòíîñèòåëüíî òðåõ óìíîæåíèé, ñ òàáëèöàìè
e1s0e2 = 0
e1s0h = αe1
e2s0h = δe2
e1s1e2 = 0
e1s1h = B2e2
e2s1h = C1e1 + C2e2
e1ŝe2 = 0
e1ŝh = 0
e2ŝh = C ′1e1
èìååòñÿ äâóìåðíûé èäåàë 〈e1, e2〉C L(S).

À åñëè B2 = 0, òî îòíîñèòåëüíî òðåõ óìíîæåíèé, ñ òàáëèöàìè
e1s0e2 = 0
e1s0h = αe1
e2s0h = δe2
e1s1e2 = 0
e1s1h = 0
e2s1h = C1e1 + C2e2
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e1ŝe2 = A′1e1
e1ŝh = 0
e2ŝh = C ′1e1 + C ′3h
èìååòñÿ îäíîìåðíûé èäåàë 〈e1〉C L(S).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ïó÷êà L(S), dimS = 3 ðàíãà 1, íå ñîäåðæàùåãî
ïðîñòûõ òðåõìåðíûõ àëãåáð Ëè, âñåãäà ñóùåñòâóåò ëèáî îäíîìåðíûé, ëèáî
äâóìåðíûé èäåàë. Ïîýòîìó ïó÷îê L(S) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Ïóñòü dimS ≥ 3. Åñëè ñóùåñòâóåò s ∈ S, äëÿ êîòîðîãî òàáëèöà óìíîæåíèÿ èìååò
âèä:
e1se2 = 0
e1sh = B2e2, B2 6= 0
e2sh = C1e1 + C2e2,

òî äëÿ ëþáîãî s̃ /∈ 〈s0, s〉 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû:
e1s̃e2 = 0
e1s̃h = 0
e2s̃h = C ′1e2.

Ò.å. dimS = 3, è 〈e1, e2〉C L(S).

Åñëè ñóùåñòâóåò s ∈ S, s /∈ 〈s0〉 ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ:
e1se2 = 0
e1sh = 0
e2sh = C1e1 + C2e2,

òî äëÿ ëþáîãî s̃ /∈ 〈s0, s〉 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû:
e1s̃e2 = A′1e1
e1s̃h = 0
e2s̃h = C ′1e1 + C ′3h.

Ò.å. 〈e1〉C L(S), äëÿ ëþáîãî S, dimS ≥ 3.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ñëó÷àÿ 2.
e1s̄e2 = A′′1e1 + A′′2e2 + A′′3h
e1s̄h = B′′1e1 +B′′2e2 +B′′3h
e2s̄h = C ′′1 e1 + C ′′2 e2 + C ′′3h

Ïîñëå ïðîâåðêè ñîãëàñîâàííîñòè ñ s0 ïîëó÷àåòñÿ òàáëèöà:
e1s̄e2 = A′′2e2
e1s̄h = B′′2e2 +B′′3h
e2s̄h = 0

Âîçüìåì óìíîæåíèå ðàâíîå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè s0, s1, s̄.
e1(xs0 + ys+ zs̄)e2 = zA′′2e2
e1(xs0 + ys+ zs̄)h = xαe1 + yB2e2 + z(B′′2e2 +B′′3e3)
e2(xs0 + ys+ zs̄)h = xδe2 + y(C1e1 + C2e2)
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Çàïèøåì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû,ñîñòàâëåííûé èç ïîëó÷àþùåéñÿ ìàòðèöû
êîýôôèöèåíòîâ.

Îïÿòü åñëè îïðåäåëèòåëü íå áóäåò ðàâåí íóëþ, òî ñóùåñòâóåò òàêîå óìíîæåíèå,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ïó÷îê L(S), áóäåò ñîäåðæàòü ïðîñòóþ òðåõìåðíóþ àëãåáðó
Ëè.
Ïîýòîìó ∣∣∣∣∣∣

0 zA′′2 0
xα yB2 + zB′′2 B′′3
yC1 xδ + yC2 0

∣∣∣∣∣∣ = 0

Ò.å. zyA′′2B
′′
3C1 = 0

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
A′′2B

′′
3C1 = 0

Åñëè C1 6= 0, òî A′′2 = B′′3 = 0. Òîãäà îòíîñèòåëüíî òðåõ óìíîæåíèé, ñ òàáëèöàìè
e1s0e2 = 0
e1s0h = αe1
e2s0h = δe2
e1s1e2 = 0
e1s1h = B2e2
e2s1h = C1e1 + C2e2
e1s̄e2 = 0
e1s̄h = B′′2e2
e2s̄h = 0
èìååòñÿ äâóìåðíûé èäåàë 〈e1, e2〉C L(S).

À åñëè C1 = 0, òî îòíîñèòåëüíî òðåõ óìíîæåíèé, ñ òàáëèöàìè
e1s0e2 = 0
e1s0h = αe1
e2s0h = δe2
e1s1e2 = 0
e1s1h = B2e2
e2s1h = C2e2
e1s̄e2 = A′′2e2
e1s̄h = B′′2e2 +B′′3h
e2s̄h = 0
èìååòñÿ îäíîìåðíûé èäåàë 〈e2〉C L(S).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ïó÷êà L(S), dimS = 3 ðàíãà 1, íå ñîäåðæàùåãî
ïðîñòûõ òðåõìåðíûõ àëãåáð Ëè, âñåãäà ñóùåñòâóåò ëèáî îäíîìåðíûé, ëèáî
äâóìåðíûé èäåàë. Ïîýòîìó ïó÷îê L(S) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.
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Êàê âûøå: Ïóñòü dimS ≥ 3 è ñóùåñòâóåò s1 ∈ S, s1 /∈ 〈s0〉 äëÿ êîòîðîãî
e1s1e2 = 0
e1s1h = B2e2
e2s1h = C1e1 + C2e2, C1 6= 0.

Òîãäà dimS = 3 è 〈e1, e2〉C L(S).

Åñëè ñóùåñòâóåò s1 ∈ S, s1 /∈ 〈s0〉 äëÿ êîòîðîãî
e1s1e2 = 0
e1s1h = B2e2
e2s1h = C2e2,

òî äëÿ ëþáîãî s̃ ∈ S, s̃ /∈ 〈s0, s1〉 :
e1s̃e2 = A′′2e2
e1s̃h = B′′2e2 +B′′3h
e2s̃h = 0.

Ò.å. 〈e2〉C L(S) äëÿ ëþáîãî S, dimS ≥ 3.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñîáñòâåííûå âåêòîðà, îòâå÷àþò îäíîìó
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ,ò.å. α = δ.

Òàáëèöà óìíîæåíèÿ èìååò âèä:
e1s0e2 = 0
e1s0h = αe1
e2s0h = αe2
e1s1e2 = A1e1 + A2e2 + A3h
e1s1h = B1e1 +B2e2 +B3h
e2s1h = C1e1 + C2e2 + C3h
Ò.ê. e1, e2 îòâå÷àþò îäíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ è àëãåáðà Ëè, íàòÿíóòàÿ íà
〈e1, e2〉 ðàçðåøèìà, òî ìîæíî âûáðàòü òàêîé áàçèñ â íåé, ÷òî e1s1e2 = e1.

Ò.î. ôîðìóëû óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî s1 èìåþò âèä:
e1s1e2 = e1
e1s1h = B1e1 +B2e2 +B3h
e2s1h = C1e1 + C2e2 + C3h

Ïðîâåðèì ñîãëàñîâàííîñòü ýòèõ óìíîæåíèé:
(e1s0e2)s1h+ (e2s0h)s1e1 + (hs0e1)s1e2 + (e1s1e2)s0h+ (e2s1h)s0e1 + (hs1e1)s0e2 = 0
αe2s1e1 − αe1s1e2 + e1s0h+ (C1e1 + C2e2 + C3h)s0e1 − (B1e1 +B2e2 +B3h)s0e2 =
−αe1 − αe1 + αe1 − C3αe1 −B3αe2 = 0

Îòñþäà ñëåäóåò:
−α− C3α = 0⇒ α(1 + C3) = 0⇒ C3 = 0
−B3α = 0⇒ B3 = 0.
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Ïðîâåðèì òîæäåñòâî ßêîáè äëÿ óìíîæåíèÿ s1
(e1s1e2)s1h+ (e2s1h)s1e1 + (hs1e1)s1e2 = 0
e1s1h+ (C1e1 + C2e2 − h)se1 − (B1e1 +B2e2)s1e1 =
B1e1 +B2e2 − C2e1 +B1e1 +B2e2 −B1e1 = 0.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî B1 − C2 = 0, à çíà÷èò, B1 = C2.

Ñäåëàåì çàìåíó óìíîæåíèÿ s1 íà s̄ ïî ôîðìóëå:
s1 ⇒ s̄ = s1 + λs0.
e1s̄h = B1e1 +B2e2 − λαe1. Ò.ê. α 6= 0, âîçüìåì λ = B1

α
.

Òîãäà B1 = C2 = 0

Äàëåå ðàññìîòðèì óìíîæåíèå ðàâíîå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè s0, s1.
e1(xs0 + ys1)e2 = ye1
e1(xs0 + ys1)h = xαe1 + yB2e2
e2(xs0 + ys1)h = xαe2 + y(C1e1 + h)

Çàïèøåì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû,ñîñòàâëåííûé èç äàííûõ ýëåìåíòîâ.
Îïÿòü åñëè îïðåäåëèòåëü íå áóäåò ðàâåí íóëþ, òî ñóùåñòâóåò òàêîå óìíîæåíèå,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ïó÷îê L(S), áóäåò ñîäåðæàòü ïðîñòóþ òðåõìåðíóþ àëãåáðó
Ëè.
Ïîýòîìó ∣∣∣∣∣∣

y 0 0
xα yB2

yC1 xα y

∣∣∣∣∣∣ = 0

Ò.å. y3B2 = 0, ò.å. B2 = 0.

Ïîñëå óïðîùåíèÿ òàáëèöà èìååò âèä:
e1s1e2 = e1
e1s1h = 0
e2s1h = C1e1 − h
Ñäåëàåì çàìåíó h⇒ h+ γe1 = h̄.
e2s1h̄ = e2s1(h+ γe1) = e2sh+ e2sγe1 = C1e1 − h− γe1.
Â êà÷åñòâå γ âîçüìåì γ = C1.

Òàáëèöà ïðèìåò âèä:
e1s0e2 = 0
e1s0h = αe1
e2s0h = αe2
e1s1e2 = e1
e1s1h = 0
e2s1h = −h

Âîçüìåì òåïåðü åùå òðåòüå óìíîæåíèå s̃ ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ:
e1s̃e2 = A′1e1 + A′2e2 + A′3h
e1s̃h = B′1e1 +B′2e2 +B′3h
e2s̃h = C ′1e1 + C ′2e2 + C ′3h
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Èç óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ ñ s0, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî A3 = 0. Çàòåì çàìåíèì s0 íà

s̃− A′
1

α
s0. Â ðåçóëüòàòå èìååì e1s̃e2 = e2.(Çäåñü s̃ ñîâïàäàåò ñ s̃− A1

α
s0). Òîãäà

e1s̃e2 = e2.

Ïðîâåðèì ñîãëàñîâàííîñòü s0 è s̃.
(e1s0e2)s̃h+ (e2s0h)s̃e1 + (hs0e1)s̃e2 + (e1s̃e2)s0h+ (e2s̃h)s0e1 + (hss̃e1)s− 0e2 = 0
αe2s̃e1 − αe1s̃e2 + e2s0h+ (C ′1e1 + C ′2e2 + C ′3h)s0e1 − (B′1e1 +B′2e2 +B′3h)s0e2 =
−αe2 − αe2 + αe2 − C ′3αe1 +B′3αe2
ñëåäóåò, ÷òî
C ′3 = 0, B′3 = 1

Ïðîâåðèì òîæäåñòâî ßêîáè äëÿ óìíîæåíèÿ s̃.
(e1s̃e2)s̃h+ (e2s̃h)s̃e1 + (hs̃e1)s̃e2 = 0
e1s̃h+(C ′1e1+C ′2e2)se1−(B′1e1+B′2e2+h)s̃e2 = C ′1e1+C ′2e2+C ′1e2−B′1e2+C ′1e1+C ′2e2 = 0
ñëåäóåò, ÷òî
C ′1 = 0.
C ′2 = B′1

Ñäåëàåì çàìåíó óìíîæåíèÿ s1 íà s̄ ïî ôîðìóëå:
s1 ⇒ s̄ = s1 + λs0.
e1s̄h = B′1e1 +B′2e2 − λαe1. Ò.ê. α 6= 0, âîçüìåì λ =

B′
1

α

Ñëåäóåò ,÷òî B′1 = C ′2 = 0

Äàëåå ðàññìîòðèì óìíîæåíèå ðàâíîå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè s0, s1.
e1(xs0 + ys̃)e2 = ye2
e1(xs0 + ys̃)h = xαe1 + y(B′2e2 + h)
e2(xs0 + ys̃)h = xαe2 + yC ′1e1

Çàïèøåì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû,ñîñòàâëåííûé èç äàííûõ ýëåìåíòîâ.

Îïÿòü åñëè îïðåäåëèòåëü íå áóäåò ðàâåí íóëþ, òî ñóùåñòâóåò òàêîå óìíîæåíèå,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ïó÷îê L(S), áóäåò ñîäåðæàòü ïðîñòóþ òðåõìåðíóþ àëãåáðó
Ëè.
Ïîýòîìó ∣∣∣∣∣∣

0 y 0
xα yB′2 y
yC ′1 xα 0

∣∣∣∣∣∣ = 0

Ò.å. y3C ′1 = 0, ò.å. C ′1 = 0.

Ïîñëå óïðîùåíèÿ òàáëèöà èìååò âèä:
e1s̃e2 = e2
e1s̃h = B′2e2 + h
e2s1h = 0.
Ñäåëàåì çàìåíó h⇒ h+ γe2 = h̄.
e1s̃h̄ = e1s̃(h+ γe2) == B′2e2 + h+ γe2.
Â êà÷åñòâå γ âîçüìåì γ = −B′2.
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Òàáëèöà ïðèìåò âèä:
e1s0e2 = 0
e1s0h = αe1
e2s0h = αe2
e1s̃e2 = e2
e1s̃h = h
e2s̃h = 0

Ïðåäïîëîæèì ÷òî ñóùåñòâóåò èäåàë I 6= 0.
Âîçüìåì ýëåìåíò x ∈ I, x 6= 0.
x = x1e1 + x2e2 + x3h.
xse1 = −x2e1, åñëè x2 6= 0, òî e1 ∈ I.
xs̃e1 = −x2e2 − x3h, åñëè x2, x3 6= 0, òî e2, h ∈ I.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èäåàë ñîâïàäàåò ñî âñåé àëãåáðîé. À çíà÷èò ïó÷îê L(S),ãäå
S = 〈s0, s1, s̃〉 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Ëåãêî âèäåòü ÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ ïðîñòîé ëèåâ ïó÷îê L(S), S = 〈s0, s1, s̃〉,
èçîìîðôåí ñýíäâè÷åâîé àëãåáðå M3(R, T ), ãäå R = 〈E11, E21, E31〉, à
T = 〈E11, E12, E13〉, åñëè ïîëîæèòü : ϕ(h) = E11, ϕ(e1) = E21, ϕ(e2) = E31 è
ψ(s0) = E11, ψ(s1) = E12, ψ(s̃) = E13.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñîáñòâåííûå âåêòîðà, îòâå÷àþò îäíîìó
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ è îòíîñòåëüíî óìíîæåíèÿ s1 àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé, ò.å.
òàáëèöà èìååò âèä:
e1s0e2 = 0
e1s0h = αe1
e2s0h = αe2
e1s1e2 = 0
e1s1h = B1e1 +B2e2 +B3h
e2s1h = C1e1 + C2e2 + C3h

Ïðîâåðèì ñîãëàñîâàííîñòü ýòèõ óìíîæåíèé:
(e1s0e2)s1h+ (e2s0h)s1e1 + (hs0e1)s1e2 + (e1s1e2)s0h+ (e2s1h)s0e1 + (hs1e1)s0e2 = 0
αe2s1e1−αe1s1e2+(C1e1+C2e2+C3h)s0e1−(B1e1+B2e2+B3h)s0e2 = −C3αe1+B3αe2 = 0
Îòñþäà ñëåäóåò:
C3 = B3 = 0.

Ïðîâåðèì òîæäåñòâî ßêîáè äëÿ s1.
(e1s1e2)s1h+ (e2s1h)s1e1 + (hs1e1)s1e2 = 0
(C1e1 + C2e2)s1e1 + (−B1e1 −B2e2)s1e2 = 0.

Ò.å. óñëîâèå òîæäåñòâà ßêîáè âûïîëíÿåòñÿ òðèâèàëüíî.

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû s1 ⇒ ŝ = s1 + λs0
e1ŝh = B1e1 +B2e2 − λαe1. âîçüìåì λ = B1

α
. Ò.î. B1 = 0.
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Òàáëèöà ïðèìåò âèä:
e1s0e2 = 0
e1s0h = αe1
e2s0h = αe2
e1s1e2 = 0
e1s1h = B2e2
e2s1h = C1e1 + C2e2

Èç ïðèâåäåííûõ ôîðìóë âèäíî, ÷òî I = 〈e1, e2〉 ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â L(S), êîãäà
dimS ≥ 2.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ðàíã ëèåâà ïó÷êà L(S) ðàâåí åäèíèöå, ò.å. ñóùåñòâóåò
êàðòàíîâñêàÿ ïîäàëãåáðà H, dimH = 1 è èìååò ìåñòî êàðòàíîâñêîå ðàçëîæåíèå
L(s0) = H ⊕ Lα, dimLα = 2.
(ads0h)(e1) = λe1 + e2
(ads0h)(e2) = λe2

Òàáëèöà èìååò âèä:
e1s0e2 = 0
hs0e1 = λe1 + e2
hs0e2 = λe2
e1s1e2 = A1e1 + A2e2 + A3h
hs1e1 = B1e1 +B2e2 +B3h
hs1e2 = C1e1 + C2e2 + C3h

Ïðîâåðèì ñîãëàñîâàííîñòü ýòèõ óìíîæåíèé:
(e1s0e2)s1h+ (e2s0h)s1e1 + (hs0e1)s1e2 + (e1s1e2)s0h+ (e2s1h)s0e1 + (hs1e1)s0e2 = 0
−λe2s1e1 + (λe1 + e2)s1e2 + (A1e1 + A2e2 + A3h)s0h− (C1e1 + C2e2 + C3h)s0e1 +
(B1e1 +B2e2 +B3h)s0e2 =
λ(A1e1+A2e2+A3h)+λ(A1e1+A2e2+A3h)−A1(λe1+e2)−A2λe2+C3(λe1+e2)+B3λe2 = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò
λA1 + C3λ = 0, ò.å. λ(A1 + C3) = 0, à çíà÷èò, A1 = −C3.
λA2 − A1 + C3 +B3λ = 0
λA3 + λA3 = 0, ò.å. A1 = 0.

Ïðîâåðêà òîæäåñòâà ßêîáè äëÿ s1 :
(e1s1e2)s1h+ (e2s1h)s1e1 + (hs1e1)s1e2 = 0
(A1e1 + A2e2)s1h− (C1e1 + C2e2 − A1h)s1e1 + (B1e1 +B2e2 +B3h)s1e2 =
−A1(B1e1 +B2e2 +B3h)− A2(C1e1 + C2e2 − A1h) + C2(A1e1 + A2e2) + A1(B1e1 +
B2e2 +B3h) +B1(A1e1 + A2e2) +B3(C1e1 + C2e2 − A1h) = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
−A2C1 + A1C2 + A1B1 +B3C1 = 0
A2B1 +B3C2 = 0
A2A1 −B3A1 = 0

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû s1 íà s̄ = s1 + δs0, èìååì:
hs̄e2 = C1e1 + C2e2 + C3h+ δ(λe2). Âîçüìåì δ = −C2

λ
. Òîãäà C2 = 0.
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Òåïåðü âîçüìåì óìíîæåíèå âèäà (xs0 + ys1)
e1(xs0 + ys1)e2 = y(A1e1 + A2e2)
h(xs0 + ys1)e1 = x(λe1 + e2) + y(B1e1 +B2e2 +B3e3)
h(xs0 + ys1)e2 = xλe2 + y(C1e1 − A1h)
Åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íå áóäåò ðàâåí íóëþ, òî ñóùåñòâåò òàêîå óìíîæåíèå,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ïó÷îê L(S), áóäåò ñîäåðæàòü ïðîñòóþ òðåõìåðíóþ àëãåáðó
Ëè.
Ïîýòîìó ∣∣∣∣∣∣

A1y A2y 0
xλ+ yB1 x+ yB2 yB3

yC1 xλ −A1

∣∣∣∣∣∣ = 0

Ò.å. −A2
1y(x+ yB2) + y3C1B3A2 − y2A1B3xλ+ A1A2y(xλ+ yB1) = 0

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
C1B3A2 = 0
−A2

1B2 + A1A2B1 = 0
−A2

1 + A1A2λ = 0, ñëåäóåò, ÷òî A1 = A2λ.
−A1B3λ = 0
Çäåñü ïîëó÷àåòñÿ , ÷òî

1) Ëèáî B3 = 0, òîãäà èç óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ A2B1 = 0.
Åñëè A2 = 0, òî A1 = 0, à çíà÷èò è C3 = 0.
Ïîëó÷èòñÿ òàáëèöà:
e1s0e2 = 0
hs0e1 = λe1 + e2
hs0e2 = λe2
e1s1e2 = 0
hs1e1 = B1e1 +B2e2
hs1e2 = C1e1
À åñëè B1 = 0, òî ïîëó÷àåòñÿ , ÷òî A1A2 = 0, íî A1 = λA2, ïîýòîìó A1 = A2 = 0,
çíà÷èò è C3 = 0.

Òàáëèöà ïðèìåò âèä:
e1s0e2 = 0
hs0e1 = λe1 + e2
hs0e2 = λe2
e1s1e2 = 0
hs1e1 = B2e2
hs1e2 = C1e1

2) Ëèáî A1 = 0, òîãäà è A2, C3 = 0.
Èç óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ B3λ = 0. Ò.ê. λ 6= 0, òî B3 = 0.
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Ïîëó÷àåòñÿ òàáëèöà:
e1s0e2 = 0
hs0e1 = λe1 + e2
hs0e2 = λe2
e1s1e2 = 0
hs1e1 = B1e1 +B2e2
hs1e2 = C1e1

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå óìíîæåíèÿ ñîãëàñîâàííû ìåæäó ñîáîé.
Â ëþáîì ñëó÷àå èìååòñÿ èäåàë I = 〈e1, e2〉, êîãäà dimS = 2.

Åñëè dimS > 2, òî äîïîëíèòåëüíûå ê 〈s0, s1〉 áàçèñíûå óìíîæåíèÿ â ñèëó
ñîãëàñîâàííîñòè ñ s0 áóäóò äàâàòü òàáëèöû àíàëîãè÷íûå óìíîæåíèþ s1.
Ñëåäîâàòåëüíî, 〈e1, e2〉− èäåàë â ëèåâîì ïó÷êå L(S), êîãäà dimS ≥ 2.

Èòîãîì íàøèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.3. Ëþáîé ïðîñòîé n−êðàòíûé ëèåâ ïó÷îê íàä àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòûì ïîëåì, ðàçìåðíîñòè íå ïðåâûøàþùèé 3, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

1.L(S) = M3(R, T ), ãäå R− ïðîñòðàíñòâî âñåõ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö â
M3(P ), T− ëþáîå ïîäïðîñòàíñòâî â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö
â M3(P ), ñîäåðæàùåå 〈E〉, (E-åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà). Â ÷àñòíîñòè, êîãäà T = 〈E〉,
ïó÷îê L(S)− ýòî ïðîñòàÿ òðåõìåðíàÿ àëãåáðà Ëè.

2.L(S) = Mk(I, I
t), k = 2, 3. ãäå I-ìèíèìàëüíûé ëåâûé èäåàë â àëãåáðå ìàòðèö

Mk(P ), I t = {A ∈Mk(P )|AT ∈ I}. (Çäåñü AT− òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà).
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