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� §«¨ç­ë¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï k-§­ ç­ëå äã­ªæ¨© (äã­ªæ¨© k-§­ ç­®© «®£¨ª¨) ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ
¨­â¥à¥á ¢ á¢ï§¨ á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¢ ¤¨áªà¥â­ëå ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ëå ãáâà®©áâ¢ å [1].

� ª ¨§¢¥áâ­®, ¯à®¨§¢®«ì­ãî k-§­ ç­ãî äã­ªæ¨î ¯à¨ ¯à®áâ®¬ k ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥
¯®«¨­®¬  ¯® mod k. �ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¯®«¨­®¬¨ «ì­®© ä®à¬®© áã¬¬ã ¯® mod k ª®­¥ç­®£®
ç¨á«  ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¯®áâà®¥­­ëå á« £ ¥¬ëå.

� ¯®á«¥¤­¥¥ ¢à¥¬ï ¯®«ãç¥­ë à §«¨ç­ë¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­ë¥ à §«®¦¥­¨ï ¤«ï ¡ã«¥¢ëå äã­ª-
æ¨© [2]. � ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¯®ª §ë¢ ¥âáï ¢®§¬®¦­®áâì ®¡®¡é¥­¨ï íâ¨å à¥§ã«ìâ â®¢ ­  á«ãç ©
k-§­ ç­ëå äã­ªæ¨© ¯à¨ ¯à®áâ®¬ k.

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ äã­ªæ¨ï f(x1; : : : ; xn), ¨¬¥ï ¢ ¢¨¤ã, çâ® à¥çì ¨¤¥â ® k-§­ ç­®©
äã­ªæ¨¨ f(x1; : : : ; xn) ¯à¨ ¯à®áâ®¬ k. �á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¢ à ¡®â¥ ®¯¥à æ¨¨ \+", \�" | íâ® á«®¦¥-
­¨¥ ¨ ã¬­®¦¥­¨¥ ¯® mod k. �¯¥à æ¨ï \�" ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ¯à®â¨¢®¯®«®¦­ ï ®¯¥à æ¨¨ \+".
�¯¥à æ¨¨ x(�) ®¯à¥¤¥«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

x(�) = k � 1� x+ �:

�ã­ªæ¨î f(x1; : : : ; xn) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ­¥¢ëà®¦¤¥­­®©, ¥á«¨

X
�1:::�n

f(�1; : : : ; �n) 6= 0; �i 2 f0; 1; : : : ; k � 1g;

¨ ¢ëà®¦¤¥­­®© ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥. �à¨ k = 2 ­¥¢ëà®¦¤¥­­ë¬¨ ¡ã¤ãâ â¥ ¨ â®«ìª® â¥ äã­ª-
æ¨¨, ã ª®â®àëå ¢¥ªâ®à §­ ç¥­¨© á®¤¥à¦¨â ­¥ç¥â­®¥ ç¨á«® ¥¤¨­¨æ,   ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ äã­ªæ¨ï
f(x1; : : : ; xn) ï¢«ï¥âáï ­¥¢ëà®¦¤¥­­®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¯®«¨­®¬, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨©
íâã äã­ªæ¨î, ¨¬¥¥â áâ¥¯¥­ì n(k � 1).

�«ï n-¬¥áâ­®© äã­ªæ¨¨ f(x1; : : : ; xn) ¨­¤ãªâ¨¢­® ®¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®àë ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï
(d), ­®à¬ «¨§ æ¨¨ (p) ¨ á¬¥è ­­ë¥ ¯® (p) ¨ (d):

p�xjf(x1; : : : xj ; : : : ; xn) = f(x1; : : : x
(�)
j ; : : : ; xn); 0 � � � k � 1;

d0xjf(x1; : : : xj ; : : : ; xn) = f(x1; : : : xj; : : : ; xn);

d�xjf(x1; : : : xj ; : : : ; xn) = f(x1; : : : xj; : : : ; xn) + f(x1; : : : xj � �; : : : ; xn); 1 � � � k � 1;

h�1;:::;�mx1;:::;xm
f(x1; : : : ; xm; : : : xn) = h�1x1(h

�2;:::;�m
x2;:::;xm

f(x1; : : : ; xm; : : : xn)); m � n; h 2 fp; d; tg:
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� ä¨ªá¨àã¥¬ ­ ¡®à t = (t1; : : : ; tm), £¤¥ ti 2 fp; dg. �¤­®à®¤­® á¬¥è ­­ë¥ ¯® p ¨ d ®¯¥à â®àë t

®¯à¥¤¥«ïîâáï â ª:

t�xjf(x1; : : : xj ; : : : ; xn) =

8<
:
d�xjf(x1; : : : xj ; : : : ; xn); ¥á«¨ tj = d;

p�xjf(x1; : : : xj ; : : : ; xn); ¥á«¨ tj = p:

t�1;:::;�mx1;:::;xm
f(x1; : : : ; xm; : : : ; xn) = t�1x1(t

�2;:::;�m
x2;:::;xm

f(x1; : : : ; xm; : : : ; xn)):

�«ï äã­ªæ¨¨ g(x1; : : : ; xn) ¨ ®¯¥à â®à  h 2 fp; d; tg ®¯à¥¤¥«¨¬ ¬ âà¨æã G[h(g)]:

G =

0
BBB@

h0;:::;0x1;:::;xn
g(0; : : : ; 0) : : : hk�1;:::;k�1x1;:::;xn

g(0; : : : ; 0)
h0;:::;0x1;:::;xn

g(0; : : : ; 1) : : : hk�1;:::;k�1x1;:::;xn
g(0; : : : ; 1)

: : : : : : : : :

h0;:::;0x1;:::;xn
g(k � 1; : : : ; k � 1) : : : hk�1;:::;k�1x1;:::;xn

g(k � 1; : : : ; k � 1)

1
CCCA :

�ä®à¬ã«¨àã¥¬ ®á­®¢­®© à¥§ã«ìâ â.

�¥®à¥¬ . �ãáâì g(x1; : : : ; xn)|ä¨ªá¨à®¢ ­­ ï äã­ªæ¨ï, â®£¤  «î¡ãî äã­ªæ¨î f(x1; : : : ; xn)
¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¯®«¨­®¬¨ «ì­®© ä®à¬®© ¢¨¤ :

f(x1; : : : ; xn) =
X

�1;:::;�n

a�1;:::;�nh
�1;:::;�n
x1;:::;xn

g(x1; : : : ; xn); (1)

£¤¥ h 2 fp; d; tg, a�1;:::;�n 2 f0; 1; : : : ; k � 1g, �i 2 f0; 1; : : : ; k � 1g â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

äã­ªæ¨ï g(x1; : : : ; xn) ­¥¢ëà®¦¤¥­­ ï. �á«¨ h = p, â® ¬ âà¨æ  ª®íää¨æ¨¥­â®¢

A = [G[p(g)]]k�1 � F �

� X
�1;:::;�n

g(�1; : : : ; �n)
�
�1

;

£¤¥ F | ¢¥ªâ®à-áâ®«¡¥æ §­ ç¥­¨© äã­ªæ¨¨ f(x1; : : : ; xn).

�¥à¥¤ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¬ â¥®à¥¬ë ¢¢¥¤¥¬ ­¥ª®â®àë¥ ¯®­ïâ¨ï ¨ ¤®ª ¦¥¬ «¥¬¬ã. � §®¢¥¬ á¨-
áâ¥¬ã ç¨á¥« fa1; : : : ; amg ­¥¢ëà®¦¤¥­­®©, ¥á«¨

a1 + � � �+ am 6= 0:

�¢¥¤¥¬ ¬ âà¨æë ¯®àï¤ª  kn, ª®â®àë¥ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì æ¨àªã«ï­â æ¨àªã«ï­â®¢ n-£® ¯®àï¤ª ,
¨­¤ãªâ¨¢­® ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¯à¨ n = 1 íâ® æ¨àªã«ï­â ¢¨¤ 0

BBBBB@

a0 a1 a2 a3 : : : ak�1
ak�1 a0 a1 a2 : : : ak�2
ak�2 ak�1 a0 a1 : : : ak�3
: : : : : : : : : : : : : : : : : :

a1 a2 a3 a4 : : : a0

1
CCCCCA
; ai 2 f0; 1; : : : ; k � 1g:

�ãáâì A0; : : : ; Ak�1 |æ¨àªã«ï­âë æ¨àªã«ï­â®¢ (l�1)-£® ¯®àï¤ª . �®£¤  æ¨àªã«ï­â æ¨àªã«ï­â®¢
(l)-£® ¯®àï¤ª  ¨¬¥¥â á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

0
BBBBB@

A0 A1 A2 A3 : : : Ak�1

Ak�1 A0 A1 A2 : : : Ak�2

Ak�2 Ak�1 A0 A1 : : : Ak�3

: : : : : : : : : : : : : : : : : :

A1 A2 A3 A4 : : : A0

1
CCCCCA

�¥¬¬  1. �¯à¥¤¥«¨â¥«ì æ¨àªã«ï­â  æ¨àªã«ï­â®¢ n-£® ¯®àï¤ª  ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï â®£¤  ¨

â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á¨áâ¥¬  ç¨á¥«, ®¡à §®¢ ­­ ï í«¥¬¥­â ¬¨ ¯¥à¢®© áâà®ª¨, ï¢«ï¥âáï ­¥¢ë-

à®¦¤¥­­®©.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì E�0:::�n�2�n�1 | æ¨àªã«ï­â æ¨àªã«ï­â®¢ n-£® ¯®àï¤ª , í«¥¬¥­â ¬¨
ª®â®à®£® ï¢«ïîâáï ­ã«¨ ¨ ¥¤¨­¨æë. �­¤¥ªá �n�1 ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® áà¥¤¨ A0; : : : ; Ak�1 ­¥­ã«¥¢®©
¡ã¤¥â ¬ âà¨æ  A�n�1, £¤¥ Ai | æ¨àªã«ï­âë æ¨àªã«ï­â®¢ n�1-£® ¯®àï¤ª  ¨ â ª ¤ «¥¥ ¤® ¬ âà¨æ
à §¬¥à­®áâ¨ k. �¥á«®¦­® ¯®ª § âì, çâ® â ª¨¥ ¬ âà¨æë ®¡« ¤ îâ á¢®©áâ¢ ¬¨:

1. Ei1:::in � Ej1:::jn = Ej1:::jn � Ei1:::in ;
2. Ek

i:::j = E0:::0 = E.
�®£¤  æ¨àªã«ï­â æ¨àªã«ï­â®¢

G =
X

�1:::�n

a�1:::�n �E�1:::�n ;

£¤¥ a�1:::�n | í«¥¬¥­âë ¯¥à¢®© áâà®ª¨ ¬ âà¨æë G;

Gk =
X

�1:::�n

ak�1:::�n �E
k
�1:::�n

=
X

�1:::�n

a�1:::�n �E =
� X

�1:::�n

a�1:::�n

�
�E:

� â ª ª ª jGjk = jGj, â® jGj 6= 0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ X
�1:::�n

a�1:::�n 6= 0;

â.¥. á¨áâ¥¬  ç¨á¥«, ®¡à §®¢ ­­ ï í«¥¬¥­â ¬¨ ¯¥à¢®© áâà®ª¨, ¤®«¦­  ¡ëâì ­¥¢ëà®¦¤¥­­®©.

�à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë à áá¬®âà¨¬ âà¨ á«ãç ï, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ à §«¨ç­ë¬ ®¯¥à â®-
à ¬.

a) h = p. �®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢¥¤¥¬ ¬¥â®¤®¬ ­¥®¯à¥¤¥«¥­­ëå ª®íää¨æ¨¥­â®¢.
� §«®¦¥­¨¥ (1) ¯¥à¥¯¨è¥¬ ¢ ¬ âà¨ç­®¬ ¢¨¤¥:

F = G � A;

£¤¥ F | ¢¥ªâ®à-áâ®«¡¥æ §­ ç¥­¨© äã­ªæ¨¨ f(x1; : : : ; xn), A | ¬ âà¨æ  ª®íää¨æ¨¥­â®¢ à §«®-
¦¥­¨ï (1), G = G[p(g)].

� ª ª ª i(j) = (i+ 1)(j+1), â® ¬ âà¨æ  G ï¢«ï¥âáï æ¨àªã«ï­â®¬ æ¨àªã«ï­â®¢ n-£® ¯®àï¤ª .
�® «¥¬¬¥, ãç¨âë¢ ï, çâ® jGj 6= 0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  äã­ªæ¨ï g(x1; : : : ; xn) ­¥¢ëà®-

¦¤¥­­ ï, ¯®«ãç ¥¬ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¯¥à¢®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï â¥®à¥¬ë.
�à®¬¥ â®£®, ¤«ï ­¥¢ëà®¦¤¥­­ëå äã­ªæ¨© ¢ë¯®«­ï¥âáï ¨ á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, á¯à -

¢¥¤«¨¢®áâì ª®â®à®£® ãáâ ­®¢¨«¨ ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ «¥¬¬ë: k-ï áâ¥¯¥­ì æ¨àªã«ï­â  æ¨àªã-

«ï­â®¢, ¯®«ãç¥­­®£® ¨§ ­¥¢ëà®¦¤¥­­®© äã­ªæ¨¨, à ¢­  ¥¤¨­¨ç­®© ¬ âà¨æ¥, ã¬­®¦¥­­®© ­ 

ç¨á«®, à ¢­®¥ áã¬¬¥ ¢á¥å §­ ç¥­¨© íâ®© äã­ªæ¨¨.
�¬­®¦¨¬ à ¢¥­áâ¢® G � A = F á«¥¢  ­  Gk�1, ¯®«ãç¨¬X

�1;:::;�n

g(�1; : : : ; �n) � A = Gk�1 � F:

�, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,

A = Gk�1 � F �

� X
�1;:::;�n

g(�1; : : : ; �n)
�
�1

:

b) �¥à¥©¤¥¬ ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã á«ãç ï h = d.
� âà¨ç­ ï § ¯¨áì à ¢¥­áâ¢  (1) ¡ã¤¥â á«¥¤ãîé¥©:

F = G �A; £¤¥ G = G[d(g)]:

�®¦­® ¯®ª § âì, çâ® G ¯®«ãç¥­  ¨§ æ¨àªã«ï­â  æ¨àªã«ï­â®¢ í«¥¬¥­â à­ë¬¨ ¯à¥®¡à -
§®¢ ­¨ï¬¨, ¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¥¥ ¡ã¤¥â ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  äã­ªæ¨ï
g(x1; : : : ; xn) ï¢«ï¥âáï ­¥¢ëà®¦¤¥­­®©.
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� âà¨æã ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ¬®¦­® ­ ©â¨ á ¯®¬®éìî ®¡à â­®© ¬ âà¨æë.
c) �®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® á«ãç ï á¢®¤¨âáï ª á«ãç ï¬ a) ¨ b).
�¢â®à ¢ëà ¦ ¥â ¯à¨§­ â¥«ì­®áâì �¥àï§¥¢ã �.�. §  ¯®«¥§­ë¥ § ¬¥ç ­¨ï.

�¨â¥à âãà 
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