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Аннотация
При изучении физических явлений в пространственных областях, ограниченных сфе-

рическими или близкими к ним поверхностями широко применяются шаровые и сфери-
ческие функции. При этом часто возникает задача преобразования этих функций при
параллельном переносе системы координат. Такая ситуация возникает, в частности, при
описании гидродинамического взаимодействия сферических или слабонесферических пу-
зырьков газа в неограниченном объеме несжимаемой жидкости. В двумерном (осесиммет-
ричном) случае, когда роль сферических функций играют полиномы Лежандра, для осу-
ществления такого преобразования можно воспользоваться хорошо известным компакт-
ным выражением. Аналогичные известные выражения в трехмерном случае являются
довольно сложными (в них, например, используются коэффициенты Клебша –Гордана),
что затрудняет их применение. В настоящей работе приводится вывод такого выражения,
который естественным образом приводит к компактной форме входящих в него коэффи-
циентов. Данные коэффициенты являются, по сути, обобщением на трехмерный случай
аналогичных известных коэффициентов в двумерном (осесимметричном) случае.
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Введение

Теория шаровых и сферических функций является весьма мощным аппаратом
для решения многих задач гидродинамики [1], квантовой механики [2], небесной ме-
ханики и астродинамики [3], геофизики и геодезии [4] и т. д. Она, как правило, при-
меняется при изучении физических явлений в пространственных областях, ограни-
ченных сферическими или близкими к ним поверхностями. Например, метод сфе-
рических функций широко используется при моделировании гидродинамического
взаимодействия сферических и слабонесферических газовых пузырьков в идеаль-
ной несжимаемой жидкости, когда потенциал скорости жидкости представляется
в виде ряда по сферическим функциям [5–12]. В процессе определения коэффи-
циентов ряда возникает задача преобразования нерегулярных шаровых функций
Y m

n (θ, ϕ) r−n−1 при переходе от системы координат с началом в центре одного
пузырька к системе координат с началом в центре другого. Здесь Y m

n (θ, ϕ) , n =
= 0, 1, . . . , m = −n,−n + 1, . . . , n , – сферические функции степени n порядка m ,
(r, θ, ϕ) – сферическая система координат.

В осесимметричном случае m = 0 , так что роль сферических функций играют
полиномы Лежандра, Y 0

n (θ, ϕ) = Pn(cos θ) . В этом случае для осуществления ука-
занного преобразования можно воспользоваться хорошо известным в литературе
выражением [13]

Pn(cos θk)
rn+1
k

=
∞∑

λ=0

Cnλ

sn+λ
kj

rn+λ+1
kj

rλ
j Pλ(cos θj), (1)
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Рис. 1. Принятые обозначения

где

Cnλ =
(−1)n (n + λ)!

n!λ!
,

(rk, θk, ϕk) – система координат k -го пузырька, (rj , θj , ϕj) – система координат
j -го пузырька, rkj – радиальная координата центра k -го пузырька в системе ко-
ординат j -го пузырька, skj = 1 , если k -й пузырек находится на оси симметрии
задачи выше j -го, иначе skj = −1 .

В настоящей работе излагается способ вывода выражения преобразования нере-
гулярных шаровых функций в общем пространственном случае. При использо-
вании данного способа входящие в выражение коэффициенты принимают более
компактную форму, чем, например, в [11, 14], что может быть полезно при их при-
менении. Полученное выражение является, по сути, обобщением выражения (1).

1. Преобразование сферических функций

Рассмотрим две сферические системы координат (rk, θk, ϕk) , (rj , θj , ϕj) с на-
чалом отсчета в точках Ok и Oj соответственно и связанные с ними декартовы
системы (xk, yk, zk) , (xj , yj , zj) , одноимённые оси которых параллельны и одина-
ково направлены (рис. 1).

Требуется получить выражение преобразования нерегулярных шаровых функ-
ций Y m

n (θ, ϕ)r−n−1 при переходе от k -й системы координат к j -й в виде, анало-
гичном (1).

В системе координат с началом Ok имеем Y m
n (θk, ϕk)r−n−1

k , где Y m
n (θk, ϕk) =

= P
|m|
n (cos θk) eimϕk , P

|m|
n – присоединённый полином Лежандра степени n по-

рядка |m| , i – мнимая единица. Согласно [13] справедливо следующее равенство

∂n−l

∂zn−l
k

(
∂

∂xk
± i

∂

∂yk

)l 1
rk

=
(−1)n−l (n− l)!

rn+1
k

(cos lϕk ± i sin lϕk)P l
n (cos θk) ,

где l = 0, 1, . . . , n . Используя данное равенство, можно получить

∂n−l

∂zn−l
k

(
∂

∂xk
+ i

∂

∂yk

)l 1
rk

=
(−1)n−l (n− l)!

rn+1
k

Y l
nk,
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∂n−l

∂zn−l
k

(
∂

∂xk
− i

∂

∂yk

)l 1
rk

=
(−1)n−l (n− l)!

rn+1
k

Y −l
nk ,

или
Y m

nk

rn+1
k

=
(−1)n+m

(n− |m|)!
∂n−|m|

∂z
n−|m|
k

(
∂

∂xk
+ sgn(m) i

∂

∂yk

)|m| 1
rk

, (2)

где Y m
nk = Y m

n (θk, ϕk) , sgn – функция знака.
Пусть

ξpk = xk − sgn(p)iyk.

Тогда
ξ|p|k = xk − iyk, ξ−|p|k = xk + iyk,

и
xk =

1
2

(
ξ|p|k + ξ−|p|k

)
, yk =

i

2
(
ξ|p|k − ξ−|p|k

)
.

Отсюда следует

∂

∂ξ|p|k
=

∂

∂xk

∂xk

∂ξ|p|k
+

∂

∂yk

∂yk

∂ξ|p|k
=

1
2

(
∂

∂xk
+ i

∂

∂yk

)
,

∂

∂ξ−|p|k
=

∂

∂xk

∂xk

∂ξ−|p|k
+

∂

∂yk

∂yk

∂ξ−|p|k
=

1
2

(
∂

∂xk
− i

∂

∂yk

)
,

или
∂

∂ξpk
=

1
2

(
∂

∂xk
+ sgn(p)i

∂

∂yk

)
.

С учётом последнего выражения соотношение (2) запишется в виде

Y m
nk

rn+1
k

=
(−1)n+m 2|m|

(n− |m|)!
∂n−|m|

∂z
n−|m|
k

∂|m|

∂ξ
|m|
mk

1
rk

. (3)

Для дальнейших преобразований потребуются следующие соотношения:

∂m

∂ξm
pk

1
rk

= (−1)m ∂m

∂ξm
pjk

1
rk

, (4)

∂m

∂zm
k

1
rk

= (−1)m ∂m

∂zm
jk

1
rk

, (5)

∂m

∂ξm
pk

∂m

∂ξm
−pk

1
rk

=
(−1)m

22m

∂2m

∂z2m
k

1
rk

. (6)

Справедливость этих соотношений можно установить, например, методом матема-
тической индукции, воспользовавшись очевидным равенством rk =

√
ξ−pkξpk + z2

k .
Используя (4) и (5), из (6) имеем

∂m

∂ξm
pjk

∂m

∂ξm
−pjk

1
rk

=
(−1)m

22m

∂2m

∂z2m
jk

1
rk

, (7)

где ξpjk = ξpj − ξpk , zjk = zj − zk .
Применяя равенства (4) и (5), преобразуем соотношение (3):

Y m
nk

rn+1
k

=
(−1)m 2|m|

(n− |m|)!
∂n−|m|

∂z
n−|m|
jk

∂|m|

∂ξ
|m|
mjk

1
rk

. (8)
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Из треугольника OkOjP (рис. 1), применяя теорему косинусов, а также вос-
пользовавшись производящей функцией для полиномов Лежандра и теоремой их
сложения [13], находим

1
rk

=
1

rkj

√
1− 2 cos ωjk (rj/rkj) + (rj/rkj)

2
=

∞∑

λ=0

rλ
j Pλ (cos ωjk)

rλ+1
kj

=

=
∞∑

λ=0

λ∑

µ=−λ

(
λ−

∣∣µ
∣∣)!(

λ +
∣∣µ

∣∣)!
rλ
j

rλ+1
kj

Y −µ
λj Y µ

λjk. (9)

где Y m
nkj = Y m

n (θkj , ϕkj) , rkj , θkj , ϕkj – координаты точки Oj в k -й системе
(рис. 1). С учётом (3) и (9) из (8) следует

Y m
nk

rn+1
k

=
(−1)m 2|m|

(n− |m|)!
∂n−|m|

∂z
n−|m|
jk

∂|m|

∂ξ
|m|
mjk

∞∑

λ=0

λ∑

µ=−λ

(
λ− ∣∣µ∣∣)!(
λ +

∣∣µ∣∣)!r
λ
j Y −µ

λj

Y µ
λjk

rλ+1
kj

=

=
∞∑

λ=0

λ∑

µ=−λ

rλ
j Y −µ

λj

(−1)m+λ+µ 2|m|+|µ|

(n− |m|)! (λ +
∣∣µ∣∣)!

∂n+λ−|m|−|µ|

∂z
n+λ−|m|−|µ|
jk

∂|m|

∂ξ
|m|
mjk

∂|µ|

∂ξ
|µ|
µjk

1
rk

. (10)

Для всевозможных комбинаций индексов m и µ можно получить четыре вы-
ражения входящей в (10) производной.

1 . Если m · µ ≥ 0 и m, µ ≥ 0 , то

∂|m|

∂ξ
|m|
mjk

∂|µ|

∂ξ
|µ|
µjk

1
rk

=
∂m

∂ξm
mjk

∂µ

∂ξµ
µjk

1
rk

=
∂m+µ

∂ξm+µ
m+µjk

1
rk

;

2 . Если m · µ ≥ 0 и m, µ < 0 , то

∂|m|

∂ξ
|m|
mjk

∂|µ|

∂ξ
|µ|
µjk

1
rk

=
∂−m

∂ξ−m
mjk

∂−µ

∂ξ−µ
µjk

1
rk

=
∂−(m+µ)

∂ξ
−(m+µ)
m+µjk

1
rk

;

3 . Если m · µ < 0 и m ≥ 0 , µ < 0 , то

∂|m|

∂ξ
|m|
mjk

∂|µ|

∂ξ
|µ|
µjk

1
rk

=
∂m

∂ξm
mjk

∂−µ

∂ξ−µ
µjk

1
rk

=

=
∂m+µ

∂ξm+µ
mjk

∂−µ

∂ξ−µ
mjk

∂−µ

∂ξ−µ
µjk

1
rk

=
(−1)−µ

2−2µ

∂−2µ

∂z−2µ
jk

∂m+µ

∂ξm+µ
m+µjk

1
rk

;

4 . Если m · µ < 0 и m < 0 , µ ≥ 0 , то

∂|m|

∂ξ
|m|
mjk

∂|µ|

∂ξ
|µ|
µjk

1
rk

=
∂−m

∂ξ−m
mjk

∂µ

∂ξµ
µjk

1
rk

=

=
∂m+µ

∂ξm+µ
µjk

∂−m

∂ξ−m
mjk

∂−m

∂ξ−m
µjk

1
rk

=
(−1)−m

2−2m

∂−2m

∂z−2m
jk

∂m+µ

∂ξm+µ
m+µjk

1
rk

.

Два последних выражения выведены с использованием соотношения (7). Все че-
тыре выражения можно обобщить в виде соотношения

∂|m|

∂ξ
|m|
mjk

∂|µ|

∂ξ
|µ|
µjk

1
rk

=
(−1)f(m,µ)

22f(m,µ)

∂2f(m,µ)

∂z
2f(m,µ)
jk

∂|m+µ|

∂ξ
|m+µ|
m+µjk

1
rk

, (11)
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где

f(m,µ) =

{
0, m · µ ≥ 0
min (|m| , |µ|) , m · µ < 0

.

Нетрудно проверить, что

f(m,µ) = (|m|+ |µ| − |m + µ|)/2. (12)

Подставляя (11) в (10) и воспользовавшись соотношением (3), получим

Y m
nk

rn+1
k

=
∞∑

λ=0

λ∑

µ=−λ

rλ
j Y −µ

λj

(−1)m+λ+µ+f(m,µ) 2|m+µ|

(n− |m|)! (λ +
∣∣µ

∣∣)!
∂n+λ−|m+µ|

∂z
n+λ−|m+µ|
jk

∂|m+µ|

∂ξ
|m+µ|
m+µjk

1
rk

=

=
∞∑

λ=0

λ∑

µ=−λ

rλ
j Y −µ

λj

(−1)m+λ+µ+f(m,µ) 2|m+µ|

(n− |m|)! (λ +
∣∣µ

∣∣)!
(−1)n+λ+m+µ (n + λ− |m + µ|)!

2|m+µ|
Y m+µ

n+λjk

rn+λ+1
jk

=
∞∑

λ=0

λ∑

µ=−λ

(−1)n+f(m,µ) (n + λ− |m + µ|)!
(n− |m|)! (λ +

∣∣µ
∣∣)!

Y m+µ
n+λjk

rn+λ+1
jk

rλ
j Y −µ

λj =

=
∞∑

λ=0

λ∑

µ=−λ

(−1)n+f(m,−µ) (n + λ− |m− µ|)!
(n− |m|)! (λ +

∣∣µ
∣∣)!

Y m−µ
n+λjk

rn+λ+1
jk

rλ
j Y µ

λj .

Окончательно, принимая во внимание (12), находим

Y m
n (θk, ϕk)

rn+1
k

=
∞∑

λ=0

λ∑

µ=−λ

Cmµ
nλ

Y m−µ
n+λ (θjk, ϕjk)

rn+λ+1
jk

rλ
j Y µ

λ (θj , ϕj), (13)

где

Cmµ
nλ =

(−1)n+(|m|+|µ|−|m−µ|)/2 (n + λ− |m− µ|)!
(n− |m|)! (λ +

∣∣µ∣∣)! .

Как видно, данное выражение преобразования нерегулярных шаровых функций
в общем пространственном случае по форме аналогично выражению (1). В частном
осесимметричном случае, когда оси zk и zj рассматриваемых систем координат
(рис. 1) лежат на одной прямой, m = µ = 0 и Y 0

n (θ, ϕ) = Pn (cos θ) . При этом,
учитывая, что C00

nλ = Cnλ и rjk = rkj , из выражения (13) будем иметь

Pn(cos θk)
rn+1
k

=
∞∑

λ=0

λ∑

µ=−λ

Cnλ
Pn+λ(cos θjk)

rn+λ+1
kj

rλ
j Pλ(cos θj).

Возможны два случая: θjk = 0 и θjk = π . Первому соответствует skj = 1 , второму
– skj = −1 . В первом случае Pn+λ(cos θjk) = 1 , во втором Pn+λ(cos θjk) = (−1)n+λ ,
то есть Pn+λ(cos θjk) = sn+λ

kj , так что выражение (13) сводится к (1).
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Abstract

When studying physical phenomena in spatial regions bounded by spherical or slightly non-
spherical surfaces, spherical functions and solid spherical harmonics are widely used. A problem
of transformation of those functions and harmonics with translation of the coordinate system
frequently arises. Such a situation occurs, in particular, when the hydrodynamic interaction
of spherical or slightly non-spherical gas bubbles in an unbounded volume of incompressible
fluid is described. In the two-dimensional (axisymmetric) case, when the role of spherical
functions is played by the Legendre polynomials, such a transformation can be performed
using a well-known compact expression. Similar known expressions in the three-dimensional
case are rather complex (they, for example, include the Clebsch–Gordan coefficients), which
makes their application more complicated. The present paper contains derivation of such
an expression, naturally leading to a compact form of its coefficients. Those coefficients are,
in fact, a generalization to the three-dimensional case of the analogous known coefficients
in the two-dimensional (axisymmetric) case.

Keywords: solid spherical harmonics, parallel translation
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Figure Captions

Fig. 1. Agreed notations.
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