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ОБ АБСОЛЮТНОЙ СХОДИМОСТИ КРАТНЫХ РЯДОВ ФУРЬЕ

Аннотация. Рассмотрена абсолютная сходимость кратных рядов из коэффициентов Фурье–
Хаара для функций многих переменных, имеющих частные производные высшего порядка.
Показано, что полученные результаты неусиляемы для общих ортонормированных систем.
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1. Вспомогательные обозначения и результаты

Элемент s-мерного пространства Rs обозначим через X = (x1, ..., xs), H = (h1, ..., hs), ... .
Через Ds = [0, 1]s обозначим единичный куб из Rs. Если X = (x1, . . . , xs) и H = (h1, . . . , hs),

то X + H = (x1 + h1, . . . , xs + hs). Далее, ‖H‖ =
( s∑

k=1

h2
k

) 1
2 .

Пусть B ⊂ {1, . . . , s} = S, через XB обозначается вектор (x′
1, . . . , x

′
s), где x′

i = xi, если
i ∈ B, и x′

i = 0, если i /∈ B. Кроме того, B′ = S \B, Πs — множество всех непустых подмно-
жеств множества S; |B| означает количество элементов множества |B|, а E = (1, . . . , 1) —
s-мерный вектор, все координаты которого равны единице.

Через M = (m1, . . . , ms) и N = (n1, . . . , ns) обозначаются точки из Rs с целочисленными
координатами, M ≥ N означает mi ≥ ni, i = 1, . . . , s.

Если B = {i1, . . . , iB}, то
NB∑

νB=MB

CνB =
ni1∑

νi1
=mi1

· · ·
ni|B|∑

νi|B|=mi|B|

cν1···ν|B| .

Говорят, что f(X) ∈ Lipα (α ∈ (0, 1]), если при i = 1, . . . , s

sup
|ti|≤hi

‖f(X + T ) − f(X)‖C(Ds) = O(‖H‖α),

где X ∈ Ds, T ∈ Ds, X + T ∈ Ds, H ∈ Ds, а C(Ds) — пространство всех непрерывных на
Ds функций с нормой ‖f‖C(Ds) = max

X∈Ds

|f(X)|.
Предположим, что H{j} = (0, . . . , 0, hj , 0, . . . , 0),

∆hj (f) = f(X + H{j}) − f(X), X ∈ Ds, X + H{j} ∈ Ds,

и ∆h1···hs означает повторное применение операций ∆hj , когда j пробегает множество S.

Поступила 29.01.2014
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Функции Радемахера задаются равенством ([1], с. 22)

rn(x) =

{
1 при x ∈ (

2i−2
2n+1 , 2i−1

2n+1

)
,

−1 при x ∈ (
2i−1
2n+1 , 2i

2n+1

)
и rn( i

2n ) = 0, i = 1, 2, . . . , 2n.
Функции Хаара определяются так ([1], с. 70): при m = 2n + k (1 ≤ k < 2n)

χm(x) = χ(k)
n (x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
2

n
2 при x ∈ (

2k−2
2n+1 , 2k−1

2n+1

)
,

−2
n
2 при x ∈ (

2k−1
2n+1 , 2k

2n+1

)
,

0 при x /∈ [
k−1
2n , k

2n

]
.

В точках разрыва функции χm(x) равны полусумме значений этой функции на соседних
интервалах данной точки,

χ1(x) = χ
(0)
0 (x) = 1 при x ∈ [0, 1].

Функции Радемахера и Хаара s переменных определяются следующим образом:

rN (X) =
s∏

i=1

rni(xi) и χN (X) =
s∏

i=1

χni(xi),

где rni(xi) и χni(xi) — функции Радемахера и Хаара соответственно ([1], сс. 22, 70), N =
(n1, . . . , ns) и ni (i = 1, . . . , s) — натуральные числа, xi ∈ [0, 1], i = 1, . . . , s.

Кратные системы Радемахера и Хаара обозначаются (rN (X)) и (χN (X)) соответственно.
Известны следующие утверждения.

Теорема A ([2]). Пусть (fN (X)) — последовательность функций на Ds такая, что

‖fN‖Lp(Ds) < C для некоторого p > 2 (C > 0 не зависит от N). Тогда, если
∞∑

N=E

a2
N < +∞,

то функция f(X, T ) =
∞∑

N=E

aNfN (X)rN (T ) принадлежит Lp(Ds) для почти всех (п. в.)

T ∈ Ds.

В случае одной переменной теорема доказана в работе ([3], с. 298).

Теорема B ([4]). Пусть (ϕN (X)) — полная в L2(Ds) ортонормированная система (ОНС),
а (fN (X)) — ОНС на Ds. Положим

f(X, T ) =
∞∑

N=E

aNfN (X)rN (T ),

где
∞∑

N=E

a2
N < +∞ и

∞∑
N=E

|aN |p = +∞

для некоторого p ∈ (0, 2) и X, T ∈ Ds. Тогда для п. в. T ∈ Ds

∞∑
N=E

|ϕ̂N (f, T )|p = +∞, где
ϕ̂N (f, T ) =

∫
Ds

f(X, T )ϕN (X) dx.
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В [4] теорема доказана в случае, когда размерность пространства s = 2. Для многомер-
ного случая она доказывается аналогично.

Известно [5], что для любого f ∈ LD1 при n = 1

χ̂1(f) =
∫ 1

0
f(x)χ1(x) dx =

∫ 1

0
f(x) dx, (1)

а при n = 2m + l, 1 ≤ l ≤ 2m, m = 0, 1, . . . ,

χ̂n(f) = 2
m
2

∫ 2l−1
2m+1

2l−2

2m+1

(
f(x) − f

(
x +

1
2m+1

))
dx = 2

m
2

∫ 2l−1
2m+1

2l−2

2m+1

(−1)∆ 1
2m+1

f(x) dx. (2)

Пусть теперь f ∈ LDs , B = {i1, . . . , i|B|}, 1 ≤ |B| ≤ s, niq = 2miq + liq , 1 ≤ liq ≤ 2miq ,
miq = 1, . . . , q = 1, . . . , |B|. Тогда, используя (1) и (2), имеем

χ̂NB+EB′ (f) =
∫

D|B′|

∏
ν∈B′

χ1(xν) dxν⊗

⊗
|B|∏
q=1

2
1
2
miq

∫ 2li1
−1

2
mi1

+1

2li1
−2

2
mi1

+1

· · ·
∫ 2li|B|−1

2
mi|B|+1

2li|B|−2

2
mi|B|+1

(−1)|B|∆ 1

2
mi1

+1 ··· 1

2
mi|B|+1

f(x)
|B|∏
q=1

d(xiq). (3)

Полагая (
2liq − 2
2miq +1 ,

2liq − 1
2miq +1

)
≡ δ

(liq )

Miq
, (4)

|B|∏
q=1

δ
(liq )
miq

≡ δLB
MB

, (5)

1
2mq+1

= hmq , q = 1, . . . , |B|, (6)

и используя равенство
∫

D1

χ1(t) dt = 1, из (3)–(6) получим

χ̂NB+EB′ (f) = (−1)|B|
|B|∏
q=1

2
1
2
miq

∫
δ

LB
MB

∆hm1
· · ·∆hmB

f(x)
|B|∏
q=1

d(xiq). (7)

Определение. Будем говорить, что функция 2k переменных f принадлежит классу Ak,α,
α ∈ (0, 1], если для любого B ⊂ {1, . . . , 2k}, B = {i1, . . . , i|B|}, все частные смешанные
производные

∂|B|f(x)
∂xi1 · · · ∂xi|B|

непрерывны на D2k, когда |B| < k, и принадлежат класу Lipα, α ∈ (0, 1], когда |B| = k.

2. Основные результаты

Теорема 1. Пусть f ∈ Ak,α, s = 2k. Тогда для любого ε > 0
∞∑

N=E

|χ̂N (f)| 2k
2k+α

+ε =
∞∑

n1=1

· · ·
∞∑

ns=1

|χ̂n1,...,ns(f)| 2k
2k+α

+ε < +∞. (8)
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Доказательство. 1) Пусть 1 ≤ |B| ≤ k. Поскольку

∆hi1
···hi|B|

(f) =
∫ hi1

0
· · ·

∫ hi|B|

0

∂|B|f(x)
∂xi1 · · · ∂xi|B|

|B|∏
q=1

dtiq ,

то, используя (6), имеем |∆hi1
···hi|B|

(f)| ≤ O
( |B|∏

q=1
2−miq

)
. Отсюда и из (4), (5), (7) получим

|χ̂NB+EB′ (f)| = O

( |B|∏
q=1

2
1
2
miq · |δliq

miq
| · 2−miq

)
= O

( |B|∏
q=1

2−
3
2
miq

)
.

Отсюда, поскольку для любого натурального числа k ≤ |B| и α ∈ (0, 1] имеем 3
2 · 2k

2k+α ≥ 1,
то

∞∑
NB=2EB

|χNB+EB′f |
2k

2k+α
+ε = O

( |B|∏
q=1

∞∑
miq =0

2
miq∑

liq =1

2−miq

(
3
2

2k
2k+α

+ 3
2
ε
))

=

= O

( |B|∏
q=1

∞∑
miq =0

2miq

(
1− 3

2
· 2k
2k+α

− 3
2
ε
))

< ∞. (9)

2) Пусть k < |B| ≤ 2k. Для каждого hij , j = k + 1, . . . , |B|,

∆hi1
···hik

hij
(f) =

∫ hi1

0
· · ·

∫ hik

0
∆hij

∂kf(X + T{i1···ik})
∂xi1 · · · ∂xik

k∏
q=1

dtiq .

Отсюда ‖∆hi1
···hik

hij
(f)‖C(Ds) = O

(
2−αmij

k∏
q=1

2−miq

)
. Поскольку для любого j = k+1, . . . , |B|

‖∆hi1
···hi|B|

(f)‖C(D2k) = O
(‖∆hi1

···hik
hij

(f)‖C(D2k)

)
,

то из последних двух неравенств имеем

‖∆hi1
···hi|B|

(f)‖|B|−k
C(D2k) = O

( |B|∏
p=k+1

2−αmip

k∏
q=1

2−miq (|B|−k)

)
,

т. е.

‖∆hi1
···hi|B|

(f)‖C(D2k) = O

( |B|∏
p=k+1

2−
αmip
|B|−k

k∏
q=1

2−miq

)
.

Аналогично,

‖∆hi1
···hi|B|

(f)‖C(D2k) = O

( |B|−k∏
p=1

2−
αmip
|B|−k

|B|∏
q=|B|−k+1

2−miq

)
.

Из последних двух неравенств получаем

‖∆hi1
···hi|B|

(f)‖C(D2k) = O

( |B|−k∏
p=1

2−
1
2
mip

(
α

|B|−k
+1

) k∏
ν=|B|−k+1

2−miν

|B|∏
q=k+1

2−
1
2
mip

(
α

|B|−k
+1

))
.
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Ввиду того, что 1
2

(
α

|B|−k + 1
) ≤ 1,

‖∆hi1
···hi|B|

(f)‖C(Dk) = O

( |B|∏
q=1

2−
1
2
miq

(
α

|B|−k
+1

))
.

Отсюда и из (4), (5), (7) получаем

|χ̂NB+EB′ (f)| = O

( |B|∏
q=1

2
1
2
miq · 2−miq · 2− 1

2
miq

(
α

|B|−k
+1

))
=

= O

(
2−miq

2(|B|−k)+α
2(|B|−k) = O(k)2−miq

2k+α
2k

)
.

Поэтому

∞∑
NB=2EB

|χ̂NB+EB′ (f)| 2k
2k+α

+ε = O

( |B|∏
q=1

∞∑
miq =0

2
miq∑

liq =1

2−miq

(
2k+α

2k
· 2k
2k+α

+ε 2k+α
2k

))
=

= O

( |B|∏
q=1

∞∑
miq =0

2−miq · 2k+α
2k

·ε
)

< ∞,

т. е. доказана справедливость неравенства (9) и в случае, когда k < |B| ≤ 2k.
Легко видеть, что если aN ≥ 0, N = (n1, . . . , n2k), то

∞∑
N=E

aN = aE +
∑

B∈Π2k

∞∑
NB=2E

aNB+EB′ (E0 = (0, . . . , 0)). (10)

Учитывая, что (см. (1)) χ̂E(f) =
∫

D2k

f(x) dx, из этого равенства и (9), (10) получаем требу-

емое. �

Теперь покажем, что теорема 1 не может быть усилена.

Теорема 2. Пусть (ϕN (X)) — полная ортонормированная система в L2(Ds), s = 2k. Тогда
для любого α ∈ (0, 1] существует функция fα(X) такая, что все частные производные
порядка k принадлежат Lipα, однако,

∞∑
N=E

|ϕ̂N (f)| s
s+α = +∞.

Доказательство. Положим

fα(X, T ) =
∞∑

m=1

1
m

2−m(s+α)
s∏

i=1

2m+1−1∑
ni=2m

cos 2πnixirni(ti), (11)

где rni(ti) — функции Радемахера.
Рассмотрим функцию

f (1)
α (X, T ) = −2π

∞∑
m=1

m−12−m(s+α)
2m+1−1∑
n1=2m

n1 sin 2πn1x1rn1(t1)
s∏

i=2

2m+1−1∑
ni=2m

cos 2πnixirni(ti).
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Так как (s ≥ 2)

∞∑
m=1

m−22−2m(s+α) · 2m · 22m · 2(s−1)m =
∞∑

m=1

2−m(s+2α−2) < +∞

и ∫ 1

0
| cos 2πnixi|pdxi < 1,

∫ 1

0
| sin 2πn1x1|pdx1 < 1

для любого p > 2, то в силу теоремы A

f (1)
α (X, T ) ∈ Lp(Ds) для любого p > 2, т. е.

∫ x1

0
f (1)

α (X, T ) dX = fα(X, T ).

Таким образом (см. (11))

∂fα(X, T )
∂x1

= f (1)
α (X, T ). (12)

Пусть

f (2)
α (X, T ) = −(2π)2

∞∑
m=1

m−12−m(s+α)
2m+1−1∑
n1=2m

n2
1 cos 2πn1x1rn1(t1)

s∑
i=2

2m+1−1∑
ni=2m

cos 2πnixirni(ti).

Поскольку

∞∑
m=1

m−22−2m(s+α) · 2m · 24m · 2(s−1)m =
∞∑

m=1

2−(s+2α−4)mm−2 < +∞

при s ≥ 4, то в силу теоремы A имеем f
(2)
α (X, T ) ∈ Lp(Ds), p ≥ 2, и

x1∫
0

f
(2)
α (X, T ) dX =

f
(1)
α (X, T ). Тогда (см. (12)) ∂fα(X,T )

∂x1
∈ C(Ds) для п. в. T ∈ Ds. Продолжая этот процесс k

раз получаем ∂kf(X,T )

∂xk
1

= f
(k)
α (X, T ), где

f (k)
α (X, T ) =

∞∑
m=1

m−12−m(s+α)
2m+1−1∑
n1=2m

∂k cos 2πn1x1

∂xk
1

rn1(t1)
s∏

i=2

2m+1−1∑
ni=2m

cos 2πnixirni(ti)

и f
(k)
α (X, T ) ∈ Lp(Ds) для любого p > 2, так как (s = 2k)

∞∑
m=1

m−22−2m(s+α) · 2m · 22km · 2(s−1)m =
∞∑

m=1

2−2αm · m−2 < +∞.

Следовательно,

∂k−1fα(X, T )
∂xk−1

1

= f (k−1)
α (X, T ) ∈ C(Ds)

для п. в. T ∈ Ds.
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Теперь покажем, что f
(k)
α (X, T ) ∈ Lipα для всех T ∈ G ⊂ Ds и µ(G) > 0, где µ — мера

Лебега. Действительно, пусть 2−N−1 < h1 ≤ 2−N (N — натуральное число), тогда∫
Ds

|∆h1f
(k)
α (X, T )|2dT ≤

≤ 2
∫

Ds

∣∣∣∣ ∞∑
m=N

m−12−m(s+α)∆h1

( 2m+1−1∑
n1=2m

∂k cos 2πn1x1

∂xk
1

rn1(t1)
2m+1−1∏

i=2

cos 2πnixirni(ti)
)∣∣∣∣2dT+

+ 2
∫

Ds

∣∣∣∣ N−1∑
m=1

m−12m(s+α)∆h1

( 2m+1−1∑
n1=2m

∂k cos 2πn1x1

∂xk
1

rn1(t1)×

×
2m+1−1∏

i=2

cos 2πnixirni(ti)
)∣∣∣∣2dT = I1 + I2. (13)

Оценим слагаемое I1. Используя неравенство Хинчина [5] и определение ∆h1 , в силу кото-
рого ‖∆h1(f)‖C(Ds) ≤ 2‖f‖C(Ds), имеем

I1 ≤ 2
( ∞∑

m=N

m−22−2m(s+α) · 22km · 2m(s−1) · 2m

)
=

= O

( ∞∑
m=N

m−22−2mα

)
= O(N−22−2Nα)O

(
h2α

1

N2

)
. (14)

Затем, так как ∥∥∥∥∆h1

(
∂k cos 2πn1x1

∂xk
1

)∥∥∥∥
C(Ds)

= O(nk
1h1),

применяя еще раз неравенство Хинчина для I2, получим

I2 = O(h2
1)

( N−1∑
m=1

m−22−2m(s+α) · 22(k+1)m · 2m · 2m(s−1)

)
=

= O(h2
1)

( N−1∑
m=1

m−222(1−α)m

)
= O(h2

1) · 22N(1−α) = O

(
h2α

1

N2

)
.

Тогда (13), (14) при 2−m−1 < hi ≤ 2−m (i = 1, . . . , s) имеем∫
Ds

|∆hif
(k)
α (X, T )|2dT < A · m−2 · 2−2mα,

где A > 0 не зависит от m. Следовательно,
∫

Ds

22mα|∆hif
(k)
α (X, T )|2dT < A · m−2.

Через F
(i)
m (i = 1, . . . , s) обозначим множество тех T ∈ Ds, для каждого из которых

найдется хотя бы одна такая точка XT ∈ Ds, что 22mα|∆hif
(k)
α (XT , T )| > m−1/2. Отсюда

следует µ(F (i)
m ) < A · m−3/2 (i = 1, . . . , s), где µ — мера Лебега.

Пусть ε > 0 — любое число. Тогда найдется натуральное число m0 такое, что

A
∞∑

m=m0

m−3/2 <
ε

s
.
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Если E
(i)
m0 =

∞∪
m=m0

F
(i)
m , то µ

(
E

(i)
m0

)
= µ

( ∞∪
m=m0

F
(i)
m

)
< ε

s . Отсюда при F (i) = Ds \ E
(i)
m0 имеем

µ(F (i)) > 1 − ε
s , где i = 1, . . . , s.

Если теперь G =
s∩

i=1
F (i), то µ(G) > 1 − ε. Таким образом, для любого T ∈ G (µ(G) > 0)

равномерно относительно X ∈ Ds имеем (m > m0) 22mα|∆hif
(k)
α (X, T )|2 = O(1). Откуда

|∆hif
(k)
α (X, T )| = O(2−mα).

Наконец, в силу непрерывности функции ∆hif
(k)
α (X, T ) относительно X ∈ Ds (i = 1, . . . , s)

из последнего неравенства получаем (2−m−1 < hi ≤ 2−m)

|∆hif
(k)
α (X, T )| = O(h−α

i ), i = 1, . . . , s,

для любого T ∈ G равномерно относительно X ∈ Ds.
Откуда заключаем, что существует множество G ⊂ Ds (µ(G) > 0) такое, что для любого

T ∈ G любая частная производная порядка k функций f(X, T ) принадлежит классу Lipα,
α ∈ (0, 1].

Наконец покажем, что выполняется утверждение теоремы 2. Действительно (11),

∞∑
m=1

(
2−m(s+α) · m−1

) s
s+α

s∏
i=1

2m+1−1∑
mi=2m

1 >
1
2s

∞∑
m=1

m− s
s+α = +∞.

Следовательно, согласно теореме B имеем, что для п. в. T ∈ Ds (см. (1))
∞∑

N=E

|ϕ̂N (fα, T )| s
s+α = +∞. (15)

Если положим, что T ∈ G, получим fα(X, T ) ∈ Lipα и (15) выполняется для функции
fα(X, T ).

Теорему 2 доказали для переменной x1. Однако для других переменных и других частных
производных функций fα(X, T ), T ∈ G, доказательство теоремы 2 проводится аналогично.
Рассмотрим функцию

f (k1,...,kl)
α (X, T ) =

∞∑
m=1

1
m

2−m(s+α)
l∏

i=1

2m+1−1∑
ni=2m

∂ki cos 2πnixi

∂xki
i

rni(ti)
s∏

i=k+1

2m+1−1∑
ni=2m

cos 2πnixirni(ti),

где k1 + · · · + kl ≤ k. Очевидно,
∣∣∂ki cos 2πnixi

∂x
ki
i

∣∣ ≤ nki
i , i = 1, . . . , l. Следовательно, принимая

во внимание, что
l∑

i=1
ki ≤ k и s − k − l ≥ 0, имеем

∞∑
m=1

1
m2

2−2m(s+α)
l∏

i=1

2m+1−1∑
ni=2m

(nki
i )2

s∏
i=k+1

2m+2−1∑
ni=2m

12 ≤

≤
∞∑

m=1

1
m2

2−2m(s+α) · 2ml · 22m
∑l

i=1 ki · 2mk =
∞∑

m=1

1
m2

2−2ms−2mα · 2ml+2mk+mk =

=
∞∑

m=1

1
m2

2−2mα · 2−(s−k−l)m < +∞.
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Отсюда в силу теоремы A имеем f
(k1,...,kl)
α (X, T ) ∈ Lp(Ds) для любого p > 2. Повторяя

вышеприведенные рассуждения при k1 + · · · + kl = k получим

∂kfα(X, T )

∂xk1
1 · · · ∂xkl

l

= f (k1,...,kl)
α (X, T ).

Наконец, аналогично (14) и (15) получим

∂kfα(X, T )

∂xk1
1 · · · ∂xkl

l

= f (k1,...,kl)
α (X, T ) ∈ Lipα

для всех T ∈ G, µ(G) > 0. �
Теоремы 1 и 2 являются обобщением соответствующих теорем из работы [4]. Теорема 2

указывает на неусиляемость теоремы 1.
Из теоремы 2 следует, что когда увеличивается размерность пространства, тогда ухуд-

шается абсолютная сходимость рядов Фурье относительно общих полных ОНС, даже для
таких функций, которые имеют все непрерывные частные производные порядка s

2 и все
частные производные порядка s

2 принадлежат Lip 1.

Теорема 3. Для любого ε > 0 можно выбрать натуральное число s = 2k так, что для
любой полной ортонормированной системы найдется функция s-переменных f0(X), все
частные производные порядка k которой принадлежат Lip 1, однако

∞∑
N=E

|χ̂N (f0)|1−ε = +∞.

Доказательство. В силу теоремы 2 существует функция f0(X), которая удовлетворяет
условиям теоремы 3 и

∞∑
N=E

|ϕ̂N (f0)|
s

s+α = +∞. (16)

Зафиксируем ε > 0 и число s подберем так, чтобы
s

s + α
= 1 − α

s + α
> 1 − ε.

В этом случае из (16) следует
∞∑

N=E

|ϕ̂N (f0)|1−ε = +∞, где f0(X) имеет все те свойства,

которые изложены в теореме 3. �
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