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1. � áá¬®âà¨¬ ¢ ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª¥ [0; 1] � [0; 1] ãà ¢­¥­¨¥

@2u

@t2
+ (�1)ma(x)

@2m+1u

@x2m@t
+ (�1)m+kb(x)

@2m+2ku

@x2m+2k
= f(t; x) (1)

á ªà ¥¢ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨

u(t; 0) = u(t; 1) =
@u(t; 0)
@x

=
@u(t; 1)
@x

= � � � =
@m�1u(t; 0)
@xm�1

=
@m�1u(t; 1)
@xm�1

= 0; (2)

@m+ru(t; 0)
@xm+r

=
@m+ru(t; 1)
@xm+r

= � � � =
@m+r+k�1u(t; 0)
@xm+r+k�1

=
@m+r+k�1u(t; 1)
@xm+r+k�1

= 0 (3)

¨ ­ ç «ì­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨

u(0; x) = u0(x);
@u(0; x)

@t
= u1(x) (4)

¯à¨ ­¥ª®â®àëå k, m ¨ 0 � r � m + k. �à¨ k = 0, m = 1 ãà ¢­¥­¨¥ (1) ï¢«ï¥âáï ãà ¢­¥­¨¥¬
à á¯à®áâà ­¥­¨ï §¢ãª  ¢ ¢ï§ª®¬ £ §¥.

�¢¥¤¥¬ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Lp(0 < x < 1) = Lp ®¯¥à â®àë A = (�1)ma(x) d2m

dx2m
¨ B =

(�1)m+kb(x) d2m+2k

dx2m+2k á ®¡« áâï¬¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

D(A) = fu(x) 2W 2m
p ; u(0) = u(1) = u0(0) = u0(1) = � � � = u(m�1)(0) = u(m�1)(1) = 0g;

D(B) = fu(x) 2W 2m+2k
p ; u(0) = u(1) = � � � = u(m�1)(0) = u(m�1)(1) = 0;

u(m+r)(0) = u(m+r)(1) = � � � = u(m+r+k�1)(0) = u(m+r+k�1)(1) = 0g

á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �®£¤  § ¤ ç  (1){(4) á¢¥¤¥âáï ª  ¡áâà ªâ­®© § ¤ ç¥ �®è¨

u00 +Au0 +Bu = f(t) (0 < t � 1); u(0) = u0; u0(0) = u1 (5)

¢ ¡ ­ å®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Lp. �ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì á«ãç ©, ª®£¤  0 � k � m. �à¨ íâ®¬ ãà ¢­¥-
­¨¥ (1) áâ ­®¢¨âáï ª®àà¥ªâ­ë¬ ¯® �¥âà®¢áª®¬ã ¨ ¢¥¤¥â á¥¡ï ª ª ¯ à ¡®«¨ç¥áª®¥ ¢ â®¬ á¬ëá«¥,
çâ® § ¤ ç  (1){(4) á¢®¤¨âáï ª § ¤ ç¥ �®è¨ (5) ¤«ï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®-®¯¥à â®à­®£® ãà ¢­¥­¨ï
¯ à ¡®«¨ç¥áª®£® â¨¯ . �®¤®¡­ ï § ¤ ç  ¨§ãç « áì ¢ ([1], £«. 5, x 3). �¤­ ª® ¢ [1] à áá¬ âà¨¢ «¨áì
£à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ¯à¨ r = m, ª®£¤  ®¯¥à â®à B ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¨§ á¥¡ï ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ B = CA,
£¤¥ C | ®¯¥à â®à ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï ¯®àï¤ª  2k á £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ �¨à¨å«¥. � íâ®¬
á«ãç ¥ íâ®â ®¯¥à â®à C ï¢«ï¥âáï ¯à®¨§¢®¤ïé¨¬ ®¯¥à â®à®¬  ­ «¨â¨ç¥áª®© ¯®«ã£àã¯¯ë.

�à ¢­¥­¨¥ (1) à áá¬ âà¨¢ «®áì ¢ [2] ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  a(x) � 1, b(x) � 1, ¯¥à¢®¥ á« £ ¥¬®¥
¨¬¥¥â ¢¨¤ @

@t

�
h(x)@u

@t

�
, £¤¥ äã­ªæ¨ï h(x) 2 C2m[0; 1], h(x) � 0 ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ h0(0) =

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨©, £à ­â ò01-01-

00408.
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h0(1) = h000(0) = h000(1) = � � � = h(2m�1)(0) = h(2m�1)(1) = 0,   £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ¤«ï u(t; x)
§ ¤ îâáï á¯¥æ¨ «ì­ë¬ ®¡à §®¬:

u(t; 0) = u(t; 1) =
@2u(t; 0)
@x2

=
@2u(t; 1)
@x2

= � � � =
@2m+2k�2u(t; 0)
@x2m+2k�2

=
@2m+2k�2u(t; 1)
@x2m+2k�2

= 0: (5�)

� íâ®¬ á«ãç ¥ A = Dm, B = Dm+k, £¤¥ D = � d2

dx2
¨ äã­ªæ¨¨ ¨§ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®¯¥à â®à 

D ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ u(0) = u(1) = 0. �â¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® §¤¥áì C = BA�1 = Dk, íâ®â
®¯¥à â®à ï¢«ï¥âáï á ¬®á®¯àï¦¥­­ë¬ ¨ ¯®à®¦¤ ¥â  ­ «¨â¨ç¥áªãî ¯®«ã£àã¯¯ã.

�¡áâà ªâ­ ï § ¤ ç  (5) ¯®¤à®¡­® ¨áá«¥¤®¢ ­  ¢ ([3], x 2{4; [4]), £¤¥ ¯à®¢®¤¨âáï ª« áá¨ä¨-
ª æ¨ï ¯®¤®¡­ëå § ¤ ç ¨ ¯à¨¢®¤ïâáï â¥®à¥¬ë ® à §à¥è¨¬®áâ¨ § ¤ ç¨ (5), ª®£¤  ®¯¥à â®à A
¨«¨ B á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ï¢«ï¥âáï £« ¢­ë¬ ¯® § ¤ ç¥ �®è¨ ¨«¨ ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â à¥§®«ì¢¥­â 
(B + �A+ �2I)�1 íâ¨å ®¯¥à â®à®¢, ¢¥¤ãé ï á¥¡ï ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬ ®¡à §®¬.

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¨á¯®«ì§ã¥âáï â¥®à¥¬  ¨§ [7], ®â¢¥ç îé ï á«ãç î, ª®£¤  ¢ ãà ¢­¥­¨¨ ­¥â
£« ¢­®£® ¯® § ¤ ç¥ �®è¨ ®¯¥à â®à , ­®, ª ª áª § ­® ¢ëè¥, íâ® ãà ¢­¥­¨¥ ¢¥¤¥â á¥¡ï ª ª ¯ -
à ¡®«¨ç¥áª®¥. �â® ¯®§¢®«¨«® ¨áá«¥¤®¢ âì § ¤ çã (1){(4), ®â«¨ç­ãî ®â ¯à¨¢¥¤¥­­®© ¢ ([3], x 4;
[4]), £¤¥ ãà ¢­¥­¨¥ (1) à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¯à¨ ç¥â­®¬ m ¨ ­¥ç¥â­®¬ k ¨ á¯¥æ¨ «ì­ëå £à ­¨ç­ëå
ãá«®¢¨ïå (5�), ­® ¢§ïâëå â®«ìª® ¤® ¯®àï¤ª  m+ k � 1 ¢ª«îç¨â¥«ì­®.

�â¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ¢ ¤ ­­®© à ¡®â¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï £à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï (2){(3) ¯à¨ r 6= m
¨ ®¯¨áë¢ ¥âáï ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï D(C) ®¯¥à â®à  C. �ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ®­  ¨¬¥¥â ¡®«¥¥ á«®¦-
­ãî áâàãªâãàã, D(C) ­¥ ï¢«ï¥âáï ¯«®â­ë¬ ¢ Lp ¬­®¦¥áâ¢®¬, ®¯¥à â®à C ­¥ ï¢«ï¥âáï á ¬®á®-
¯àï¦¥­­ë¬. �¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥âáï, çâ® ®¯¥à â®à C ¯®à®¦¤ ¥â ­¥ª®â®àãî ¡¥áª®­¥ç­®
¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ãî ¯®«ã£àã¯¯ã «¨­¥©­ëå ®£à ­¨ç¥­­ëå ®¯¥à â®à®¢, á ¯®¬®éìî ª®â®à®© ¤®ª -
§ë¢ ¥âáï à §à¥è¨¬®áâì § ¤ ç¨ (5). �á­®¢­®© à¥§ã«ìâ â á®áâ ¢«ï¥â

�¥®à¥¬  1. �ãáâì ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï

1�. äã­ªæ¨ï a(x) 2 C2k[0; 1], a(x); a(2k)(x) � a0 > 0, äã­ªæ¨ï b(x) 2 C2k[0; 1], b(x) � b0 > 0;
2�. k � m, k2+(m�k)2

m
< 1

p
+ r;

3�. kf(t+�t; x)� f(t; x)kLp � cj�tj"t�� ¯à¨ ­¥ª®â®àëå " 2
�
m�r�p�1

2k
; 1
�
, � 2 [0; 1 � ");

4�. u0(x) 2 D(B), u1(x) 2 D(A).

�®£¤  § ¤ ç  (1){(4) ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ u = u(t; x) â ª®¥, çâ® äã­ªæ¨¨ @u
@t
, @2mu

@x2m

­¥¯à¥àë¢­ë ¯® t 2 [0; 1] ¢ ­®à¬¥ ¯à®áâà ­áâ¢  Lp (¯® x),   äã­ªæ¨¨ @2u
@t2

, @2m+1u
@t@x2m

, @2m+2ku
@x2m+2k ­¥¯à¥-

àë¢­ë ¯® t 2 (0; 1] ¢ ­®à¬¥ ¯à®áâà ­áâ¢  Lp.

2. �®áâà®¨¬ á­ ç «  ®¯¥à â®à A�1. �â®â ®¯¥à â®à ¬®¦¥â ¡ëâì § ¤ ­ á ¯®¬®éìî äã­ªæ¨¨
�à¨­ , ®¤­ ª® ã¤®¡­¥¥ á«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥

A�1f(x) = u(x) = c1
(1� x)m

m!
+ � � � + cm

(1� x)2m+1

(2m� 1)!
+
Z 1

x

(s� x)2m�1

(2m� 1)!
g(s)ds: (6)

�¤¥áì u(x) | à¥è¥­¨¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®£® ãà ¢­¥­¨ï u(2m) = (�1)m f(x)

a(x)
� g(x), ã¤®¢«¥â¢®àïî-

é¥¥ ãá«®¢¨ï¬ u(1) = u0(1) = � � � = u(m�1)(1) = 0. �§ ãá«®¢¨© u(0) = u0(0) = � � � = u(m�1)(0) = 0
¨¬¥¥¬ á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨©

c1
(m� i)!

+
c2

(m� i+ 1)!
+ � � �+

cm
(2m� i� 1)!

+
B2m�1�i

(2m� i� 1)!
= 0

(i = 0; 1; : : : ;m � 1) ¤«ï ç¨á¥« c1; c2; : : : ; cm. �¤¥áì ¨ ­¨¦¥ ®¡®§­ ç¥­® Bj =
1R
0

sjg(s)ds (j =

0; 1; 2; : : : ). �¯à¥¤¥«¨â¥«ì íâ®© á¨áâ¥¬ë � = 0!1!���(m�1)!
m!(m+1)!���(2m�1)!

6= 0. �®íâ®¬ã ç¨á«  cj «¨­¥©­®
¢ëà ¦ îâáï ç¥à¥§ ¨­â¥£à «ë Bj :

cj = aj1
Bm

m!
+ aj2

Bm+1

(m+ 1)!
+ � � �+ ajm

B2m�1

(2m� 1!)
; j = 1; 2; : : : ;m; (7)
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¯à¨ íâ®¬ ¬ âà¨æ  ª®íää¨æ¨¥­â®¢ (aji) ­¥¢ëà®¦¤¥­­ ï.
�®ª ¦¥¬, çâ® aj1 6= 0. �«ï íâ®£® à áá¬®âà¨¬ ¯à¨á®¥¤¨­¥­­ë© ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì �j ®¯à¥¤¥«¨â¥-

«ï �

�j =

����������

1
m!
� � � 1

(m+j�2)!
�

1R
0

s2m�1

(2m�1)!
g(s)ds 1

(m+j)!
� � � 1

(2m�1)!

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

1
1!
� � � 1

(j�1)!
�

1R
0

sm

m!
g(s)ds 1

(j+1)!
� � � 1

m!

����������
:

�à¨ íâ®¬ cj =
�j

�
,   ç¨á«® aj1 ï¢«ï¥âáï ®â­®è¥­¨¥¬  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® ¤®¯®«­¥­¨ï �1

j í«¥¬¥­â 

�
1R
0

sm

m!
g(s)ds ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï �j ª ®¯à¥¤¥«¨â¥«î �. �ëç¨á«¨¬ �1

j . �«ï íâ®£® ¢¢¥¤¥¬ ¢á¯®¬®£ -

â¥«ì­ë© äã­ªæ¨®­ «ì­ë© ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì

�1
j(x) = (�1)m+j

�������
xm

m!
� � � xm+j�2

(m+j�2)!
xm+j

(m+j)!
� � � x2m�1

(2m�1)!

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
x2

2!
� � � xj

j!
xj+2

(j+2)!
� � � xm+1

(m+1)!

������� ;
¤«ï ª®â®à®£® �1

j(1) = �1
j . �à¨¬¥­¨¬ ª íâ®¬ã ®¯à¥¤¥«¨â¥«î ¨§¢¥áâ­ãî ä®à¬ã«ã ([5], á. 126, ò57),

¢ ª®â®à®© ¯®«®¦¨¬

'(x) = xm; f1(x) =
1
m!

; f2(x) =
x

(m+ 1)!
; : : : ; fm�1(x) =

xm�1

(2m� 1)!
:

�®£¤ 

�1
j(x) = (�1)m+jxm(m�1)

���������������

1
m!

� � � xj�2

(m+j�2)!
xj

(m+j)!
� � � xm�1

(2m�1)!

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 � � � (j�2)!
(m+j�2)!

j(j�1)���3�x2

(m+j)!
� � � (m�1)(m�2)���(m�j+2)xm�j+1

(2m�1)!

0 � � � 0 j(j�1)���2�x
(m+j)!

� � � (m�1)(m�2)���(m�j+1)xm�j

(2m�1)!

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 � � � 0 0 � � � (m�1)(m�2)���2�x

(2m�1)!

���������������
:

�â®â ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì à á¯ ¤ ¥âáï ­  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¤¢ãå ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥©, ¯¥à¢ë© ¨§ ª®â®àëå à ¢¥­
0!�1!���(j�2)!

m!(m+1)!���(m+j�2)!
. �® ¢â®à®¬ã ®¯à¥¤¥«¨â¥«î ®¯ïâì ¯à¨¬¥­ï¥¬ âã ¦¥ ä®à¬ã«ã ¨§ [5], ¯®á«¥ ç¥£® ®­

áâ ­®¢¨âáï âà¥ã£®«ì­ë¬ (­¨¦¥ £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨ áâ®ïâ ­ã«¨) ¨ à ¢¥­ j!(j+1)!���(m�1)!
(m�j)!(m+j)!(m+j+1)!���(2m�1)!

.

�®íâ®¬ã aj1 =
�1
j

�
= (�1)m+j (m+j�1)!

(j�1)!(m�j)!
(j = 1; 2; : : : ;m).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¯¥à â®à A�1 § ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®© (6), ª®íää¨æ¨¥­âë cj ®¯à¥¤¥«ïîâáï ä®à-
¬ã« ¬¨ (7), aj1 6= 0.

3. �ëïá­¨¬, ª ª®¢  ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®¯¥à â®à 

C = BA�1 = (�1)kb(x)
d2k

dx2k
1

a(x)
:

�«ï íâ®£® ¯®âà¥¡ã¥¬, çâ®¡ë u = A�1g 2 D(B). �â® ®§­ ç ¥â, çâ® äã­ªæ¨ï u(x) ¨§ (6) ¤®«¦­ 
ã¤®¢«¥â¢®àïâì ãá«®¢¨ï¬

u(m+r)(0) = u(m+r+1)(0) = � � � = u(m+r+k�1)(0) = 0;

u(m+r)(1) = u(m+r+1)(1) = � � � = u(m+r+k�1)(1) = 0:

�ãáâì á­ ç «  r + k �m. �®£¤  ¨§ íâ¨å ãá«®¢¨© ¢ â®çª¥ x = 1 ¨ ä®à¬ã«ë (6) á«¥¤ã¥â

cr+1 = cr+2 = � � � = cr+k = 0: (7�)
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�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨ ¢ (7) ¢ë¯®«­ï¥âáï (7�). �â¬¥â¨¬, çâ® ¢ à ¢¥­áâ¢ å (7) áâà®ª¨ ª®íää¨æ¨¥­â®¢
(aj1; aj2; : : : ; ajm) «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë, â. ª. ¬ âà¨æ  íâ¨å ª®íää¨æ¨¥­â®¢ (aji) ­¥¢ëà®¦¤¥­ .
�®íâ®¬ã à ­£ ¬ âà¨æë 0

@ar+11 : : : ar+1m
: : : : : : : : : : : : : : : :
ar+k 1 : : : ar+km

1
A

à ¢¥­ k, ¨ à ¢¥­áâ¢  (7�) ¬¥â®¤®¬ ¨áª«îç¥­¨ï á ãç¥â®¬ â®£®, çâ® ar+j 1 6= 0, ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¥-
®¡à §®¢ ­ë ª á«¥¤ãîé¨¬:

Bm + b11Bm+1 + b12Bm+2 + � � �+ b1mB2m�1 = 0;

Bm1
+ b21Bm1+1 + b22Bm1+2 + � � �+ b2;2m�1�m1

B2m�1 = 0; (8)

Bmk�1
+ bk1Bmk�1�1 + bk2Bmk�1+2 + � � � + bk;2m�1�mk�1

B2m�1 = 0;

£¤¥ m < m1 < m2 < � � � < mk�1 � 2m� 1, bij | ­¥ª®â®àë¥ ç¨á« .
�â®¡ë ã¤®¢«¥â¢®à¨âì ®áâ ¢è¨¬áï ãá«®¢¨ï¬ u(m+r)(0)=u(m+r+1)(0) = � � � = u(m+r+k�1)(0)=0, ¢

ä®à¬ã«¥ (6) ¯®á«¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï ¥¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® à § ¯®«®¦¨¬ x = 0. �
à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬ à ¢¥­áâ¢ 

cr+k+1
n!

+
cr+k+2
(n+ 1)!

+ � � � +
cm

(m� r � k + n� 1)!
+

Bm�r�k+n�1

(m� r � k + n� 1)!
= 0; (9)

¢ ª®â®àëå ª®íää¨æ¨¥­âë cj á®¤¥à¦ â ¨­â¥£à «ë á® áâ¥¯¥­ï¬¨ s ¢ëè¥, ç¥¬ m� 1.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®¯¥à â®à  BA�1 á®áâ®¨â ¨§ äã­ªæ¨© ª« áá  W 2k

p , ã¤®-
¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬ (8) ¨ (9). �¡ê¥¤¨­ïï íâ¨ ãá«®¢¨ï, § ¯¨è¥¬ ¨å ¢ ¢¨¤¥Z 1

0

s�g(s)ds+
Z 1

0

P�(s)g(s)ds = 0; (10)

£¤¥ � = m� r � k;m� r � k + 1; : : : ;m� r � 1;m;m1;m2; : : : ;mk�1 (m < m1 < m2 < � � � < mk�1 �
2m�1),   P�(s) | ¬­®£®ç«¥­ë áâ¥¯¥­¨ ¡®«ìè¥©, ç¥¬ �. �«ï ªà âª®áâ¨ «¥¢ë¥ ç áâ¨ ¢ à ¢¥­áâ¢ å
(10) ®¡®§­ ç¨¬ L1(g); L2(g); : : : ; L2k(g) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

�¡à â¨¬áï ª á«ãç î 1 � m < r+k. �â®¡ë ã¤®¢«¥â¢®à¨âì ãá«®¢¨ï¬ u(m+r)(1) = u(m+r+1)(1) =
� � � = u(m+r+k�1)(1) = 0, ¯®«®¦¨¬ ¢ ä®à¬ã«¥ (6) x = 1. �®£¤ 

cr+1 = 0; cr+2 = 0; : : : ; cm = 0: (11)

�®áª®«ìªã m < r + k, â® ¢®§­¨ª îâ ¥é¥ ¨ ãá«®¢¨ï

g(1) = 0; g0(1) = 0; : : : ; g(r+k�m�1)(1) = 0: (12)

�à¨ x = 0 ¨¬¥¥¬

g(0) = 0; g0(0) = 0; : : : ; g(r+k�m�1)(0) = 0;

B0 = 0; B1 = 0; : : : ; Bm�r�1 = 0:
(13)

�â¬¥â¨¬, çâ® ãá«®¢¨ï (11) ¬®¦­® â ª¦¥ § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ (10) ¯à¨ � = m;m1;m2; : : : ;mm�r�1,
£¤¥ m < m1 < m2 < � � � < mm�r�1 � 2m� 1.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ á«ãç ¥ 1 � m < r + k äã­ªæ¨¨ ¨§ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®¯¥à â®à  BA�1

¤®«¦­ë ã¤®¢«¥â¢®àïâì ãá«®¢¨ï¬ (10) ¯à¨ � =m;m1;m2; : : : ;mm�r�1 ¨ ãá«®¢¨ï¬ (12){(13).

4. �¥®à¥¬  2. �«ï «î¡®£® " > 0 ­ ©¤¥âáï â ª®¥ R" > 0, çâ® ¢ ®¡« áâ¨ j arg �j < � � ",
j�j � R" ª®¬¯«¥ªá­®© ¯«®áª®áâ¨ ã ®¯¥à â®à  BA�1 áãé¥áâ¢ã¥â à¥§®«ì¢¥­â , ¤«ï ª®â®à®©

k(BA�1 + �I)�1k = [c+R(�)]j�j�{ + cj�j�1; (14)

£¤¥ { = 1 + 1
2kp

+ r
2k
� m

2k
, jR(�)j � cj�j�1, c 6= 0.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì á­ ç «  a(x) � 1, b(x) � 1. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ !1 = 1; !2 =
exp

�
i�
k

�
; : : : ; !2k = exp

�
i� 2k�1

k

�
¢á¥ ª®à­¨ áâ¥¯¥­¨ 2k ¨§ 1, § ­ã¬¥à®¢ ­­ë¥ ¢ ¯®àï¤ª¥ ¢®§à áâ ­¨ï

 à£ã¬¥­â . �ãáâì �| ª®¬¯«¥ªá­®¥ ç¨á«®. �«ï � > 0 ¯®«®¦¨¬ S� =
�
� : �

2
+� < arg � < �

k
+ �

2
��

	
.

�à¨ íâ®¬, ¥á«¨ � 2 S� ¨ j�j � R� > 0 (R� | ­¥ª®â®à ï ª®­áâ ­â , § ¢¨áïé ï ®â �), â® ([1], á. 22)
Re �!j � �j�j sin � ¯à¨ j = 1; 2; : : : ; k ¨ Re �!j � j�j sin � ¯à¨ j = k + 1; k + 2; : : : ; 2k. �¢¥¤¥¬
®¡®§­ ç¥­¨¥

ej(x; �) =

(
exp(�!jx); j = 1; 2; : : : ; k;

exp[�!j(x� 1)]; j = k + 1; k + 2; : : : ; 2k:

�¡à â¨¬áï â¥¯¥àì ª à¥§®«ì¢¥­â­®¬ã ãà ¢­¥­¨î (�1)ku(2k) + �u = f(x). �®«®¦¨¬ � =
(�1)k+1�2k, £¤¥ � 2 S�. �®£¤  u(2k) � �2ku = f1(x), f1(x) = (�1)kf(x). � áá¬®âà¨¬ á®®â¢¥âáâ¢ãî-
éãî ªà ¥¢ãî § ¤ çã. �¥ à¥è¥­¨¥ ¨é¥¬ ¢ ¢¨¤¥ u = u1 + u2, £¤¥

u1(x) =
1

2k�2k�1

� kX
j=1

Z x

0
!jf1(s) exp[�!j(x� s)]ds�

2kX
j=k+1

Z 1

x
!jf1(s) exp[�!j(x� s)]ds

�
;

u2(x) =
2kX
j=1

Ajej(x; �):

�®­áâ ­âë Aj ¯®¤¡¥à¥¬ â ª, çâ®¡ë ã¤®¢«¥â¢®à¨âì £à ­¨ç­ë¬ ãá«®¢¨ï¬. � á«ãç ¥ r+k � m,
¯®¤áâ ¢¨¢ u2(x) ¢ ãá«®¢¨ï (10), ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨© ®â­®á¨-
â¥«ì­® Aj . �¯à¥¤¥«¨â¥«ì íâ®© á¨áâ¥¬ë ®¡®§­ ç¨¬ B(�). �¬¥îâ ¬¥áâ® ä®à¬ã«ëZ 1

0

xn exp(�!jx)dx =
(�1)n+1n!
(�!j)n+1

+
R(�)
�n+1

; j = 1; 2; : : : ; k

(§¤¥áì ¨ ¤ «ìè¥ R(�) | ­¥¯à¥àë¢­ ï äã­ªæ¨ï, ¤«ï ª®â®à®© jR(�)j � cj�j�1),Z 1

0

xn exp[�!j(x� 1)]dx =
1
�!j

�
n

(�!j)2
+
n(n� 1)
(�!j)3

� � � �+

+ (�1)nn!=(�!j)n+1 � Qj(n; �); j = k + 1; k + 2; : : : ; 2k:

� á¨«ã íâ¨å ä®à¬ã« ¨ ãá«®¢¨© (10) £« ¢­ ï ç áâì ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï B(�) ¯à¨ �!1 ¨¬¥¥â ¢¨¤������������������

(�1)m�r�k+1(m�r�k)!

(�!1)m�r�k+1 � � � (�1)m�r�k+1(m�r�k)!

(�!k)m�r�k+1 Qk+1(m� r � k; �) � � � Q2k(m� r � k; �)
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

(�1)m�r(m�r�1)!
(�!1)m�r

� � � (�1)m�r(m�r�1)!
(�!k)m�r

Qk+1(m� r � 1; �) � � � Q2k(m� r � 1; �)
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 � � � 0 Qk+1(m; �) � � � Q2k(m; �)
0 � � � 0 Qk+1(m1; �) � � � Q2k(m1; �)

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 � � � 0 Qk+1(mk�1; �) � � � Q2k(mk�1; �)

������������������

:(15)

�â®â ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì à á¯ ¤ ¥âáï ­  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¤¢ãå ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥©, ¯¥à¢ë© ¨§ ª®â®àëå à ¢¥­
c��

(2m�2r�k+1)k
2 . �« ¢­ ï ç áâì ¯à¨ �!1 ¢â®à®£® ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï ¨¬¥¥â ¢¨¤������������

1
�!k+1

� � � 1
�!2k

1
�!k+1

� m1

(�!k+1)2
� � � 1

�!2k
� m1

(�!2k)2

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
1

�!k+1
� mk�1

(�!k+1)2
+ � � �+ � � � 1

�!2k
� mk�1

(�!2k)2
+ � � �+

+(�1)k�1mk�1(mk�1�1)���(mk�1�k+2)

(�!k+1)k
+(�1)k mk�1(mk�1�1)���(mk�1�k+2)

(�!2k)k

������������
:

�®á«¥ í«¥¬¥­â à­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©, ¯®«ãç¨¬, çâ® íâ®â ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì à ¢¥­ c��
k(k+1)

2 . �®íâ®¬ã
B(�) = [� + R(�)]��(m�r+1)k (� 6= 0). � áá¬®âà¨¬ ¯à¨á®¥¤¨­¥­­ë© ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì Bj(�). �­ ¨¬¥¥â
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â ªãî ¦¥ áâàãªâãàã, ª ª ¨B(�), â®«ìª® j-© áâ®«¡¥æ á®áâ®¨â ¨§ í«¥¬¥­â®¢�L1u1;�L2u1; : : : ;�L2ku1.
� áª« ¤ë¢ ï íâ®â ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¯® í«¥¬¥­â ¬ j-£® áâ®«¡æ , ¯®«ãç¨¬

Bj(�) =
kX

i=1

Liu1(�ij +Rij(�))��(m�r+1)k+m�r�k+i +
2kX

i=k+1

Liu1(�ij +Rij(�))��(m�r+1)k+i�k:

�¤¥áì �ij | ­¥ª®â®àë¥ ç¨á« , jRij(�)j � cj�j�1. �à¥¤¨ á« £ ¥¬ëå, á®áâ ¢«ïîé¨å ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì
Bj(�), £« ¢­ãî ç áâì ¯à¨ � ! 1 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á« £ ¥¬®¥ Lku1(�kj + Rkj(�))��(m�r+1)k+m�r, ¯®-
áª®«ìªã k � m � r. �à¨ íâ®¬ áà¥¤¨ ç¨á¥« �kj ¥áâì ®â«¨ç­ë¥ ®â ­ã«ï, ­ ¯à¨¬¥à �k1. �¥©áâ¢¨-
â¥«ì­®, �k1 ¥áâì  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ ª k-¬ã í«¥¬¥­âã ¯¥à¢®£® áâ®«¡æ  ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï (15).
�â®  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ ¨¬¥¥â âã ¦¥ áâàãªâãàã, çâ® ¨ á ¬ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì (15), â®«ìª® «¥-
¢ë© ¢¥àå­¨© ¬¨­®à ¨¬¥¥â à §¬¥àë (k � 1) � (k � 1), ¯®íâ®¬ã �k1 6= 0. �¥¯¥àì ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì
¢ëà ¦¥­¨¥ ¤«ï ª®íää¨æ¨¥­â®¢ Aj ¯à¨ �!1

Aj =
Bj(�)
B(�)

= Lku1(�kj +Rj(�))�
m�r;

£¤¥ jRj(�)j � cj�j�1. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,

u2(x) = �m�rLku1

� 2kX
j=1

�kjej(x; �) +R(�)
�

¨ áà¥¤¨ ç¨á¥« �kj ¥áâì ®â«¨ç­ë¥ ®â ­ã«ï.

� áá¬®âà¨¬ Lku1 =
1R
0

[xk + Pk(x)]u1(x)dx. �®¤áâ ¢¨¬ ¢ ¨­â¥£à « ¢ëà ¦¥­¨¥ ¤«ï u1(x), ¯®¬¥-

­ï¥¬ ¯®àï¤®ª ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï ¨ ¢ëç¨á«¨¬ ¢­ãâà¥­­¨¥ ¨­â¥£à «ë. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬

Lku1 =
1

2k�2k�1

� Z 1

0

kX
j=1

�
�

sk

�!j
+
R(s; �)
�!j

�
!jf1(s)ds�

�

Z 1

0

2kX
j=1+k

�
sk

�!j
+
R(s; �)
�!j

�
!jf1(s)ds

�
= ���2k

� Z 1

0

skf1(s)ds+R(�)
�
;

£¤¥ jR(s; �)j � cj�j�1, jR(�)j � cj�j�1.
�ç¨âë¢ ï, çâ® kejk = cj�j�1=p(1 +R(�)), ¢ëç¨á«¨¬ ­®à¬ã

ku2k = cj�jm�r�2k�1=p

�����
Z 1

0
skf1(s)ds

����+R(�)
�
:

�®áª®«ìªã ku1k � cj�j�2kkfk ¨ j�j = j�j2k, ®âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â (14). �«ãç © m < r+ k à áá¬ âà¨¢ -
¥âáï  ­ «®£¨ç­®.

�¡à â¨¬áï â¥¯¥àì ª ãà ¢­¥­¨î (1) á ¯¥à¥¬¥­­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¨ à áá¬®âà¨¬ á®®â¢¥â-

áâ¢ãîé¥¥ à¥§®«ì¢¥­â­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ b(x)
�

w
a(x)

�(2k)
+(�1)k�w = f(x). �®«®¦¨¬ v = w

a(x)
, c(x) = a(x)

b(x)
,

g(x) = f(x)
b(x)

, â®£¤  ¯®«ãç¨¬ ãà ¢­¥­¨¥ v(2k) + (�1)k�c(x)v = g(x). �¢¥¤¥¬ ­®¢ãî ¯¥à¥¬¥­­ãî

t = 1
h

xR
0

2k
p
c(s)ds ([6], c. 87), £¤¥ h =

1R
0

2k
p
c(s)ds. � à¥§ã«ìâ â¥ § ¬¥­ë ¯®«ãç¨¬ ãà ¢­¥­¨¥

v(2k) + p1(t)v
(2k�1) + � � �+ p2k(t)v + (�1)k�v =

g(x(t))
c(x(t))

;

¢ ª®â®à®¬ p1(t) 6= 0, ¯®íâ®¬ã ([6], x 4) ®­® ¨¬¥¥â äã­¤ ¬¥­â «ì­ãî á¨áâ¥¬ã à¥è¥­¨© yj = ej(t; �)+
Rj(t; �), £¤¥ jRj(t; �)j � cj�j�1. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤«ï íâ®£® ãà ¢­¥­¨ï ®áâ îâáï á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬¨
¯à¥¤ë¤ãé¨¥ ¢ëª« ¤ª¨ (á â®ç­®áâìî ¤® á« £ ¥¬ëå ¡®«¥¥ ¢ëá®ª®£® ¯®àï¤ª  ¬ «®áâ¨ ¯à¨ �!1),
çâ® ¨ § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2.
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5. �¥à¥©¤¥¬ â¥¯¥àì ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë 1. � §à¥è¨¬®áâì § ¤ ç¨ (5) ¤ ¥â

�¥®à¥¬  3. �ãáâì ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï

1�. áãé¥áâ¢ãîâ ¡¥áª®­¥ç­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¥ ¯®«ã£àã¯¯ë exp(�tA) ¨ exp(�tBA�1), ¯®à®-
¦¤¥­­ë¥ ®¯¥à â®à ¬¨ A ¨ BA�1 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ¤«ï ª®â®àëå á¯à ¢¥¤«¨¢ë ®æ¥­ª¨

kAn exp(�tA)k �Mt�{(n); (16)

£¤¥ n = 0; 1; 2, {(0) = �, {(1) = �, {(2) = 
,

k(BA�1)n exp(�tBA�1)k �Mt�{1(n); (17)

£¤¥ n = 0; 1; 2, {1(0) = �1, {1(1) = �1, {1(2) = 
1 ¨ �+1 � � � 
 � 1, �1 +1 � �1 � 
1 � 1,
�+ �1 < 2, �1 + � < 2;

2�. ®¯¥à â®à BA�(1+q) ®£à ­¨ç¥­ ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ q,

0 � q < min
�
2� �1 � �

� � �
;
2� � � �1

 � �

�
;

3�. kf(t+�t)� f(t)k � cj�tj"t�� ¯à¨ max
�
b�1
b�a

; �1�1
�1��1

	
< " � 1, 0 � � < minf1� "; 1� ag, £¤¥

a = maxf� + �1 � 1; �1 + � � 1g, b = maxf�+ 
1 � 1; �1 + 
 � 1g;
4�. u0 2 D(B) \ D(A), u1 2 D(A).

�®£¤  § ¤ ç  (5) ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ u = u(t) â ª®¥, çâ® äã­ªæ¨¨ u0(t), Au(t)
­¥¯à¥àë¢­ë ¯à¨ t � 0,   äã­ªæ¨¨ u00(t), Au0(t), Bu(t) ­¥¯à¥àë¢­ë ¯à¨ t > 0.

�à®¢¥à¨¬, çâ® ¤«ï ®¯¥à â®à®¢ A ¨ B, ¢¢¥¤¥­­ëå ¢ ¯. 1, ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï íâ®© â¥®à¥¬ë.
�¯¥à â®à A ¯®à®¦¤ ¥â  ­ «¨â¨ç¥áªãî ¯®«ã£àã¯¯ã ¨ ¤«ï ­¥¥ � = 0, � = 1, 
 = 2. �«ï

à¥§®«ì¢¥­âë ®¯¥à â®à  BA�1 ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥ (14), ¯®íâ®¬ã ([1], â¥®à¥¬  3.1) ®æ¥­ª¨ (17)
á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¯à¨ �1 = 1� {, �1 = 2� {, 
1 = 3� {, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ 1�

â¥®à¥¬ë 3.
� áá¬®âà¨¬ ®¯¥à â®à BA�(1+q) = BA�1A�q = d2k

dx2k
A�q. �«ï ®¯¥à â®à  A § ¤ ­ë £à ­¨ç-

­ë¥ ãá«®¢¨ï �¨à¨å«¥, ¯®íâ®¬ã [8] ®¯¥à â®à d2k

dx2k
A�q ®£à ­¨ç¥­ ¯à¨ q � 2k

2m
= k

m
. �§ ãá«®¢¨ï

k2+(m�k)2

m
< 1

p
+ r á«¥¤ã¥â ­¥à ¢¥­áâ¢®

k

m
< 1 +

1
2kp

+
r

2k
�

m

2k
= {:

�­® ®§­ ç ¥â, çâ® ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥ 2 â¥®à¥¬ë 3, â. ª.

min
�
2� �1 � �

� � �
;
2� � � �1

 � �

�
= {:

� ª®­¥æ, ãá«®¢¨ï 3 ¨ 4 â¥®à¥¬ë 1 ®¡¥á¯¥ç¨¢ îâ ¢ë¯®«­¥­¨¥ ãá«®¢¨© 3 ¨ 4 â¥®à¥¬ë 3 á®®â-
¢¥âáâ¢¥­­®. �¥®à¥¬  1 ¤®ª § ­ .

�¨â¥à âãà 
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