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Краткое сообщение, представленное С.К.Водопьяновым

М.В.ТРЯМКИН

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ КРИВЫЕ И АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ЗНАЧЕНИЯ
ДЛЯ ОТОБРАЖЕНИЙ С ВЕСОВЫМ ОГРАНИЧЕННЫМ

(p, q)-ИСКАЖЕНИЕМ

Аннотация. Показываем, что отображение с весовым ограниченным (p, q)-искажением может
быть продолжено по непрерывности на множество, для которого модуль семейства асимптоти-
ческих кривых равен нулю. Также устанавливаем аналог теоремы Иверсена для отображений
с весовым ограниченным (n, n)-искажением.

Ключевые слова: отображение с весовым ограниченным (p, q)-искажением, емкость, модуль,
асимптотическая кривая, асимптотическое значение.

УДК: 517.547 : 517.518

1. Введение. В 1960–1970-е гг. Ю.Г.Решетняк [1] заложил основы теории отображений с
ограниченным искажением. Пусть Ω — область в евклидовом пространстве R

n, n � 2. Отоб-
ражение f = (f1, . . . , fn) : Ω → R

n класса W 1
n,loc(Ω) называется отображением с ограничен-

ным искажением, если для почти всех x ∈ Ω выполняется неравенство |Df(x)|n � KJ(x, f),
где K � 1 — постоянная, Df(x) =

( ∂fi

∂xj
(x)

)
i,j=1,...,n

— матрица Якоби, |Df(x)| и J(x, f) —
ее операторная норма и определитель соответственно.
Одна из классических задач квазиконформного анализа — это задача об устранении

особенностей. Пусть F ⊂ Ω — замкнутое множество и f : Ω \ F → R
n — отображение

с ограниченным искажением. Известно ([2], теорема 4.1), что если cap(F ;W 1
n(Rn)) = 0 и

cap(Rn\f(Ω\F );W 1
n (Rn)) > 0, то f продолжается до непрерывного отображения f̃ : Ω → Rn,

где Rn = R
n ∪ {∞}. Этот результат можно усилить. Напомним, что кривая β : [0, 1) → R

n

называется асимптотической для точки x ∈ F , если существует кривая α : [0, 1) → Ω \ F
такая, что f ◦ α = β и lim

t→1−0
α(t) = x. Е.А.Полецкий установил ([3], теорема 3)

Предложение 1 ([3], теорема 3). Пусть f : Ω \ F → R
n — отображение с ограниченным

искажением, F ⊂ Ω — замкнутое множество, dim F � n − 2, Γ̂ — семейство асимпто-
тических кривых для точек x ∈ F . Если modnΓ̂ = 0 и cap(Rn \f(Ω\F );W 1

n(Rn)) > 0, то f

продолжается до непрерывного отображения f̃ : Ω → Rn.
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Это утверждение сильнее, поскольку, как показано в ([3], пример 1), возможна ситуация,
когда cap(F ;W 1

n(Rn)) > 0, но modnΓ̂ = 0.
Наряду с затиранием особенностей интерес представляет также вопрос об асимптотиче-

ском значении. Говорят, что отображение f : Ω → R
n имеет асимптотическое значение c в

точке b ∈ ∂Ω, если для некоторой кривой γ : [0, 1) → Ω такой, что γ(t) → b при t → 1 − 0,
имеем c = lim

t→1−0
f(γ(t)). Аналогом теоремы Ф.Иверсена является

Предложение 2 ([4], теорема VII.2.6). Пусть f : Ω → R
n — отображение с ограниченным

искажением и b ∈ ∂Ω — изолированная существенно особая точка. Тогда каждая точка в
Rn \ f(Ω) является асимптотическим значением f .

Цель сообщения — получить аналоги предложений 1 и 2 для недавно введенного С.К.Вод-
опьяновым класса отображений, служащего естественным обобщением класса отображений
с ограниченным искажением.

Определение 1 ([5]). Пусть θ, σ : R
n → [0,∞] — локально суммируемые функции (называ-

емые весовыми) такие, что θ > 0, σ > 0 почти всюду. Отображение f : Ω → R
n называется

отображением с (θ, σ)-весовым ограниченным (p, q)-искажением, n− 1 < q � p < ∞, если:
1) f непрерывно, открыто и дискретно,
2) f принадлежит классу Соболева W 1

q,loc(Ω),
3) J(x, f) � 0 для почти всех x ∈ Ω,
4) отображение f имеет конечное искажение:

для почти всех x ∈ Ω из J(x, f) = 0 имеем Df(x) = 0,

5) функция локального (θ, σ)-весового q-искажения

Ω � x �→ Kθ,σ
q (x, f) =

⎧⎨
⎩

θ
1
q (x)|Df(x)|

σ
1
p (f(x))J(x,f)

1
p
, если J(x, f) 	= 0;

0, если J(x, f) = 0,

принадлежит классу Lκ(Ω), где κ находится из условия 1
κ

= 1
q − 1

p (κ = ∞ при q = p).
Через Kθ,σ

q,p (f ; Ω) обозначим величину ‖Kθ,σ
q (x, f) | Lκ(Ω)‖.

В п. 2 формулируем теоремы 1 и 2, обобщающие сформулированные выше предложения
на класс отображений, удовлетворяющих определению 1.

2. Предварительные сведения.
1.1. Класс Соболева. Всюду в тексте символ Ω обозначает область (т. е. открытое связное
множество) в R

n. Для области U ⊂ R
n запись U � Ω означает, что U ограничено и U ⊂ Ω.

Для x0 ∈ R
n и r > 0 положим B(x0, r) = {y ∈ R

n | |y − x0| < r}, S(x0, r) = ∂B(x0, r).
Пусть u : Ω → R — функция класса L1,loc(Ω). Если существует функция vi ∈ L1,loc(Ω),

i = 1, . . . , n, такая, что для любой пробной функции ϕ ∈ C∞
0 (Ω) справедливо равенство∫

Ω
u(x)

∂ϕ

∂xi
(x) dx = −

∫
Ω

vi(x)ϕ(x) dx,

то vi называется обобщенной частной производной функции u и обозначется через ∂u
∂xi
.

Через ∇u обозначим вектор-функцию ( ∂u
∂x1

, . . . , ∂u
∂xn

).
Функция u : Ω → R, имеющая в области Ω обобщенные частные производные по всем

переменным, принадлежит пространству Соболева W 1
p (Ω), p � 1, если u ∈ Lp(Ω) и ∂u

∂xi
∈

Lp(Ω) для каждого i = 1, . . . , n.
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Отображение f = (f1, . . . , fn) : Ω → R
n принадлежит классу Соболева W 1

p (Ω) (W 1
p,loc(Ω)),

если все fi ∈ W 1
p (Ω) (все fi ∈ W 1

p (U) для любой области U � Ω).
1.2. Размерность. Приведем определение и некоторые свойства топологической размерно-
сти dimF множества F ⊂ R

n.

Определение 2 ([6], определение III, 1). Пустое множество и только оно имеет размер-
ность, равную −1. Множество F имеет размерность � k, 0 � k � n, в точке x ∈ F , если x
обладает произвольно малыми окрестностями такими, что пересечение их границ со множе-
ством F имеет размерность � k − 1. Множество F имеет размерность � k, dim F � k, если
F имеет размерность � k в каждой своей точке. Множество F имеет размерность k в точке
x ∈ F , если верно, что F имеет размерность � k в x, и неверно, что F имеет размерность
� k − 1 в x. Наконец, множество F имеет размерность k, dimF = k, если dimF � k верно,
а dim F � k − 1 неверно.

Предложение 3 ([6], теорема IV, 3). Пусть U ⊂ R
n. Тогда dim U = n в том и только

том случае, если внутренность U непуста.

Предложение 4 ([6], гл. IV, § 5, следствие 1). Пусть Ω — область в R
n, F ⊂ Ω, dimF �

n − 2. Тогда множество Ω \ F связно.

Замечание. В R
n также широко используется понятие хаусдорфовой размерности, кото-

рая, как следует из ([6], теорема VII, 2), не меньше топологической.

1.3. Емкость. Здесь мы определим несколько типов емкости. Более подробную информацию
можно найти в ([7], гл. 7, 9; [8], гл. 2).
Далее функция ω : R

n → [0,∞], называемая весовой, считается локально суммируемой и
почти всюду отличной от нуля.

Определение 3. Конденсатором называется пара E = (U,K), где U ⊂ R
n — открытое

множество, K ⊂ U — компакт. Величина

capω
p E = inf

u∈W0(U,K)

∫
U
|∇u(x)|pω(x) dx,

где W0(K,U) = {u ∈ C∞
0 (U) | 0 � u � 1, u|K = 1}, p ∈ [1,∞), называется ω-весовой

p-емкостью конденсатора E. Если ω ≡ 1, то пишем просто cappE.

Определение 4. Пусть U ⊂ R
n — область и p ∈ [1,∞). Весовой p-емкостью компакта

K ⊂ U в пространстве W 1
p (U,ω) называется величина

cap(K;W 1
p (U,ω)) = inf

u∈W0(K,U)

(∫
U

up(x)ω(x) dx +
∫

U
|∇u(x)|pω(x) dx

)
.

Если ω ≡ 1, то пишем cap(K;W 1
p (U)). На произвольные множества понятие емкости при

ω ≡ 1 распространяется обычным образом (см., например, [7], п. 7.2.1).

Отдельно рассмотрим случай, когда компакт K — это точка. Пусть Ω — область в R
n

и x0 ∈ Ω. Будем говорить, что точка x0 имеет нулевую весовую p-емкость в Ω, если для
некоторого открытого шара B(x0, R) ⊂ Ω имеем cap({x0};W 1

p (B(x0, R), ω)) = 0. Последнее
соотношение с учетом определений 3, 4 и ([8], теорема 2.2, (iv)) влечет равенства

capω
p ({x0}, B(x0, R)) = lim

r→0
capω

p (B(x0, R), B(x0, r)) = 0.

1.4. Модуль. Промежуток вещественной оси — это одно из множеств вида (−∞, b〉, 〈a, b〉
или 〈a,∞), где a, b ∈ R, а каждая из угловых скобок может быть круглой или квадратной.
Под кривой понимается непрерывное отображение α : I → R

n, где I ⊂ R — промежуток.
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Пусть Γ — семейство кривых в R
n, n � 2. Борелевская функция ρ : R

n → [0,∞] назы-
вается допустимой для семейства Γ, если для любой локально спрямляемой кривой γ ∈ Γ
имеем

∫
γ

ρ ds � 1. Совокупность всех допустимых функций обозначим через adm Γ.

ω-весовым p-модулем семейства Γ, p ∈ [1,∞), называется величина

modω
p Γ = inf

ρ∈adm Γ

∫
Rn

ρpω dx.

Если ω ≡ 1, то пишем просто modpΓ. Подробнее о (невесовом) модуле см. в ([9], гл. 1, или
[4], гл. II).
Аналогом неравенства Полецкого для отображений из определения 1 является

Предложение 5 ([10], теорема 1). Пусть f : Ω → R
n — отображение с ограниченным

(θ, 1)-весовым (p, q)-искажением, n−1 < q � p < ∞, а весовая функция ω(x) = θ
− n−1

q−(n−1) (x)
локально суммируема. Если Γ — семейство кривых в области Ω, то справедливо неравен-
ство

(modp′f(Γ))1/p′ � Kθ,1
p,q (f ; Ω)n−1(modω

q′Γ)1/q′ ,

где p′ = p
p−(n−1) , q′ = q

q−(n−1) .

1.5. Существенная особенность. Изолированная точка b границы области Ω называется
существенной особой для отображения f : Ω → R

n, если при x → b не существует ни
конечного, ни бесконечного предела отображения f .
Справедлив следующий аналог теоремы Сохоцкого–Вейерштрасса.

Предложение 6 ([5], следствие 6). Пусть f : Ω → R
n — непостоянное отображение с

(θ, 1)-весовым ограниченным (n, n)-искажением и b — изолированная точка границы обла-
сти Ω, имеющая нулевую ω-весовую n-емкость в Ω ∪ {b}, где ω(x) = θ1−n(x). Если b —
существенно особая точка отображения f , то cap(Rn \ f(U \ {b});W 1

n (Rn)) = 0 для любой
окрестности U ⊂ Ω ∪ {b} точки b.

2. Основные результаты.
В отличие от введения, в теореме 1 кривая γ : [0, 1) → Ω\F называется асимптотической

для множества F , если dist(γ(tk), F ) → 0 для некоторой последовательности tk → 1− 0 при
k → ∞.

Теорема 1. Пусть f : Ω \ F → R
n — отображение с (θ, 1)-весовым ограниченным (p, q)-

искажением, F ⊂ Ω — замкнутое множество, dim F � n − 2, n − 1 < q < n � p < (n−1)2

n−2 ,

весовая функция ω(x) = θ
− n−1

q−(n−1) (x) локально суммируема и Γ — семейство асимпто-
тических кривых для множества F . Если modω

q′Γ = 0 и всякая точка множества F

имеет нулевую ω-весовую q′-емкость в Ω, где p′ = p
p−(n−1) , q′ = q

q−(n−1) , то при p 	= n

отображение f продолжается до непрерывного отображения f̃ : Ω → R
n, а при p = n и

дополнительном условии capn(Rn \ f(Ω \F );W 1
n (Rn)) > 0 — до непрерывного отображения

f̃ : Ω → Rn.

Следующее утверждение — это обобщение теоремы Иверсена на класс отображений, удо-
влетворяющих определению 1. Напомним, что отображение f : Ω → R

n имеет асимптоти-
ческое значение z в точке b ∈ ∂Ω, если z = lim

t→1−0
f(γ(t)) для некоторой кривой γ : [0, 1) → Ω

такой, что lim
t→1−0

γ(t) = b.
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Теорема 2. Пусть f : Ω → R
n — непостоянное отображение с (θ, 1)-весовым ограничен-

ным (n, n)-искажением и b — изолированная точка границы области Ω, имеющая нулевую
ω-весовую n-емкость в Ω ∪ {b}, где ω(x) = θ1−n(x). Если b — существенно особая точка
отображения f , то каждая точка в R

n \ f(Ω) служит асимптотическим значением f .

Отметим, что в доказательстве теорем 1 и 2 важную роль играют недавно установленные
предложения 5 и 6.
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