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� áá¬ âà¨¢ ¥âáï á¨áâ¥¬  «¨­¥©­ëå ¤¨®ä ­â®¢ëå ­¥à ¢¥­áâ¢

hai;xi � bi; i = 1; : : : ; l; (1)

x 2 Zn; (2)

£¤¥ Zn | ¬­®¦¥áâ¢® æ¥«®ç¨á«¥­­ëå ¢¥ªâ®à®¢  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  Rn, hai;xi| áª -
«ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ªâ®à®¢ ai, x.

�à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® à¥è¥­¨© á¨áâ¥¬ë ­¥à ¢¥­áâ¢ (1) ­¥¯ãáâ® ¨ ®£à ­¨ç¥­®. �á«®-
¢¨¥ (2) | íâ® ¨­¢ à¨ ­â £àã¯¯ë ¤¢¨¦¥­¨© æ¥«®ç¨á«¥­­®© à¥è¥âª¨ Zn. �®íâ®¬ã ¥áâì á¬ëá«
¯à¨¬¥­¨âì ¬¥â®¤ë â¥®à¨¨ £àã¯¯ ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ á¨áâ¥¬ë (1), (2).

�ãáâì �0 | £àã¯¯  ¯®¤áâ ­®¢®ª ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ f1; : : : ; ng. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ x� = (x�(1); : : : ;
x�(n)) à¥§ã«ìâ â ¤¥©áâ¢¨ï ¯®¤áâ ­®¢ª¨ � = (�(1); : : : ; �(n)) ­  ¢¥ªâ®à x = (x1; : : : ; xn). � íâ®¬
á¬ëá«¥ £àã¯¯  �0 | íâ® ª®­¥ç­ ï ¯®¤£àã¯¯  £àã¯¯ë ¤¢¨¦¥­¨© æ¥«®ç¨á«¥­­®© à¥è¥âª¨ ¨ ®¤-
­®¢à¥¬¥­­® ª®­¥ç­ ï ¯®¤£àã¯¯  ®àâ®£®­ «ì­®© £àã¯¯ë.

�­ ç «¥ á¨¬¬¥âà¨§ã¥¬ á¨áâ¥¬ã (1). �®«®¦¨¬ C = fai� j 8� 2 �0; i = 1; : : : ; lg = fc1; : : : ; cmg;
ci = ai, i = 1; : : : ; l. �¯à¥¤¥«¨¬ ç¨á«  di á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �á«¨ i = 1; : : : ; l, â® di = bi; ¥á«¨
i = l + 1; : : : ;m, â® di = maxfhci;xi j hak;xi � bk; k = 1; : : : ; lg. �¨áâ¥¬ 

hci;xi � di; i = 1; : : : ;m; (3)

íª¢¨¢ «¥­â­  á¨áâ¥¬¥ (1). �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¬­®¦¥áâ¢® C á¨¬¬¥âà¨ç­® ¯® £àã¯¯¥ �0, â.¥. C�0 =
fci� j 8� 2 �0; i = 1; : : : ;mg = C. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® á¨áâ¥¬ë (3) ¨ (2), (3) á¨¬¬¥âà¨ç­ë ¯®
£àã¯¯¥ �0. �á«¨ á¨áâ¥¬  á¨¬¬¥âà¨ç­  ¯® £àã¯¯¥ �0, â® ®­  á¨¬¬¥âà¨ç­  ¯® «î¡®© ¥¥ ¯®¤£àã¯¯¥.

�¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ë �0 ¯¥à¥áâ ¢«ï¥â ¢¥ªâ®àë ci. �®¤áâ ­®¢ª¥ � 2 �0 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®¤áâ ­®¢ª 
� = (�(1); : : : ; �(m)) â ª ï, çâ® ci� = c�(i). �­®¦¥áâ¢® â ª¨å ¯®¤áâ ­®¢®ª ®¡à §ã¥â £àã¯¯ã �0

¯®¤áâ ­®¢®ª ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ f1; : : : ;mg, ¯®à®¦¤¥­­ãî £àã¯¯®© �0 ¨ ¬­®¦¥áâ¢®¬ C.

�¥¬¬  1. �àã¯¯ë �0, �0 ¨§®¬®àä­ë.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª ¬­®¦¥áâ¢® à¥è¥­¨© á¨áâ¥¬ë (3) ­¥¯ãáâ® ¨ ®£à ­¨ç¥­®, â® ¬­®¦¥-
áâ¢® C á®¤¥à¦¨â n «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¢¥ªâ®à®¢. �ãáâì íâ® ¡ã¤ãâ ¢¥ªâ®àë c1; : : : ; cn. �â®¡à -
¦¥­¨¥ �0 ­  �0 | íâ® £®¬®¬®àä¨§¬. �ãáâì � ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ï¤àã £®¬®¬®àä¨§¬ . �à¥¤áâ ¢«ïï
«î¡®© ¢¥ªâ®à x 2 Rn «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥© ¢¥ªâ®à®¢ c1; : : : ; cn, ¯®«ãç¨¬

x� =
� nX
i=1

�ic
i

�
� =

nX
i=1

�i(ci�) =
nX
i=1

�ic
i = x:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ï¤à® £®¬®¬®àä¨§¬  á®¤¥à¦¨â «¨èì ¥¤¨­¨æã £àã¯¯ë �0. �®íâ®¬ã £àã¯¯ë �0,
�0 ¨§®¬®àä­ë.
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�ãáâì � � �0; � | £àã¯¯  ¯®¤áâ ­®¢®ª, ¯®à®¦¤¥­­ ï ¯®¤£àã¯¯®© � ¨ ¬­®¦¥áâ¢®¬ C. �¡®-
§­ ç¨¬: Pk, k = 1; : : : ; p, | ®à¡¨âë £àã¯¯ë � ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ f1; : : : ; ng; Qr, r = 1; : : : ; q, | ®à¡¨âë
£àã¯¯ë � ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ f1; : : : ;mg; j(k) = minfj j j 2 Pkg; f rk =

P
i2Qr

cij(k); f
r = (f r1 ; : : : ; f

r
p );

gr =
P
i2Qr

di.

� ¯¨è¥¬ á«¥¤ãîéãî á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ¤¨®ä ­â®¢ëå ­¥à ¢¥­áâ¢:

hf r;yi � gr r = 1; : : : ; q; (4)

y 2 Zp: (5)

�¥¬¬  2. �­®¦¥áâ¢® à¥è¥­¨© á¨áâ¥¬ë (4) ­¥¯ãáâ® ¨ ®£à ­¨ç¥­®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¢¥¤¥¬ ¢ à áá¬®âà¥­¨¥ á¨áâ¥¬ã

jQrjhc
i;xi � gr; i 2 Qr; r = 1; : : : ; q; (6)

xj = xs 8j; s 2 Pk; k = 1; : : : ; p: (7)

�á«®¢¨ï (7) ®¯à¥¤¥«ïîâ ¢ Rn ¬­®¦¥áâ¢® ­¥¯®¤¢¨¦­ëå ¯® £àã¯¯¥ � ¢¥ªâ®à®¢: x� = x 8� 2 �,
¥á«¨ ¨ â®«ìª® ¥á«¨ ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï (7).

�ãáâì X1, X2, X3, X4 | ¬­®¦¥áâ¢  à¥è¥­¨© á¨áâ¥¬ (3), (4), (6) ¨ (6), (7) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.
�­®¦¥áâ¢® X3 ®£à ­¨ç¥­®, ¯®áª®«ìªã ¬­®¦¥áâ¢® X1 ­¥¯ãáâ® ¨ ®£à ­¨ç¥­® ([1], á.114).

�ãáâì v 2 X1. �®ª ¦¥¬, çâ® ¢¥ªâ®à

u =
1
j�j

X
�2�

v�

¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¬­®¦¥áâ¢ã X4. � ª ª ª �� = � 8� 2 �, â® u� = u 8� 2 �. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢¥ªâ®à
u ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ (7). �¬¥¥¬ hci;ui = hci;u�i = hci��1;ui = hcs;ui 8i 2 Qr, 8� 2 �, £¤¥
s 2 Qr, ��1 | ¯®¤áâ ­®¢ª , ®¡à â­ ï ¯®¤áâ ­®¢ª¥ �. �®íâ®¬ã 8s 2 Qr ¯®«ãç¨¬

jQrjhc
s;ui =

X
i2Qr

D
ci;

1
j�j

X
�2�

v�
E
=

1
j�j

X
�2�

X
i2Qr

hci��1;vi �
1
j�j

j�j
X
i2Qr

di = gr; r = 1; : : : ; q: (8)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, u 2 X4. �¥¯¥àì ¨§ ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢  X3 á«¥¤ã¥â, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® X4

­¥¯ãáâ® ¨ ®£à ­¨ç¥­®.
�ãáâì i 2 Qr, j 2 Pk. �ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® ci�(j) = c

�(i)
j 8� 2 �, £¤¥ � | ®¡à § ¯®¤áâ ­®¢ª¨

� ¢ £àã¯¯¥ �. � ª ª ª f�(i) j 8i 2 Qrg = Qr, â®
X
i2Qr

cij =
X
i2Qr

cis 8j; s 2 Pk;

X
i2Qr

cij(k) =
1
jPkj

X
j2Pk

X
i2Qr

cij :
(9)

�ãáâì u = (u1; : : : ; un) 2 X4. �®«®¦¨¬ wk = jPkjuj , ¥á«¨ j 2 Pk; w = (w1; : : : ; wp). � ª ª ª u
| ­¥¯®¤¢¨¦­ë© ¯® £àã¯¯¥ � ¢¥ªâ®à, â® á ãç¥â®¬ (9) ¯®«ãç¨¬

hf r;wi =
pX
k=1

�
1
jPkj

X
j2Pk

X
i2Qr

cij

�
wk =

=
X
i2Qr

pX
k=1

X
j2Pk

cijuj =
X
i2Qr

hci;ui = jQrjhc
s;ui � gr; s 2 Qr; r = 1; : : : ; q:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, w 2 X2.
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�ãáâì w 2 X2. �¥ªâ®àã w ¯®áâ ¢¨¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¢¥ªâ®à u = (u1; : : : ; un) â ª®©, çâ® jPkjuj =
wk, ¥á«¨ j 2 Pk, k = 1; : : : ; p. �¥ªâ®à u ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ (7). �«ï ¢á¥å i 2 Qr ¨¬¥¥¬

jQrjhc
i;ui =

X
s2Qr

hcs;ui =
X
s2Qr

pX
k=1

X
j2Pk

csj
wk
jPkj

=

=
pX
k=1

�
1
jPkj

X
s2Qr

X
j2Pk

csj

�
wk =

=
pX
k=1

� X
i2Qr

cij(k)

�
wk = hf r;wi � gr; r = 1; : : : ; q:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, u 2 X4. �§ ãáâ ­®¢«¥­­®£® ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  X2

­  ¬­®¦¥áâ¢® X4 á«¥¤ã¥â, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® X2 ­¥¯ãáâ® ¨ ®£à ­¨ç¥­®.

�¥®à¥¬  1. �ãáâì v = (v1; : : : ; vn) | à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë (2), (3), wk =
P
j2Pk

vj. �®£¤  w =

(w1; : : : ; wp) | íâ® à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë (4), (5).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ (2) á«¥¤ã¥â (5). � ª ª ª v 2 X1, â® á®£« á­® ä®à¬ã«¥ (8)
X
�2�

X
i2Qr

hci;v�i � j�jgr; r = 1; : : : ; q: (10)

� ¤àã£®© áâ®à®­ë,
X
�2�

X
i2Qr

hci;v�i =
X
i2Qr

D
ci;
X
�2�

v�
E
=

=
X
i2Qr

nX
j=1

cij

�X
�2�

v�(j)

�
=
X
i2Qr

pX
k=1

X
j2Pk

cij
j�j
jPkj

X
j2Pk

v�(j) =

= j�j
pX
k=1

�
1
jPkj

X
j2Pk

X
i2Qr

cij

�
wk = j�jhf r;wi; r = 1; : : : ; q: (11)

�§ (10), (11) á«¥¤ã¥â, çâ® ãá«®¢¨ï (4) ¢ë¯®«­ïîâáï.

�®¢¬¥áâ­®áâì á¨áâ¥¬ë (4), (5) ï¢«ï¥âáï ­¥®¡å®¤¨¬ë¬ ãá«®¢¨¥¬ á®¢¬¥áâ­®áâ¨ á¨áâ¥¬ë (2),
(3). �ãáâì X, Y | ¬­®¦¥áâ¢  à¥è¥­¨© á¨áâ¥¬ (2), (3) ¨ (4), (5) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �®£« á­® â¥®-
à¥¬¥ 1

X =
[
y2Y

X(y);

£¤¥ X(y) = fx 2 X
�� P
j2Pk

xj = yk; k = 1; : : : ; pg.

�®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ãá«®¢¨ï ­  ¯¥à¥¬¥­­ë¥ xj , § ¯¨áë¢ ¥¬ë¥ ¢ ¢¨¤¥ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©, ¯®-
§¢®«ïîâ ã¯à®áâ¨âì à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë (2), (3). � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ ¢ á¨áâ¥¬¥ (3) ¥áâì ­¥à ¢¥­áâ¢ 
xj � 0, j = 1; : : : ; n, ¨ ¥á«¨ yk = 0 ¤«ï ­¥ª®â®à®£® y = (y1; : : : ; yp) 2 Y , â® xj = 0 ¤«ï
x = (x1; : : : ; xn) 2 X(y), j 2 Pk.

�á«¨ £àã¯¯  �0 á®¤¥à¦¨â ¤¢¥ à §«¨ç­ë¥ á®¡áâ¢¥­­ë¥ ¯®¤£àã¯¯ë 	, �, â® ¬®¦¥â ®ª § âìáï
æ¥«¥á®®¡à §­ë¬ á«¥¤ãîé¨© ¬¥â®¤ à áç¥â . �ãáâì V , W | ¬­®¦¥áâ¢  à¥è¥­¨© á¨áâ¥¬ë (4), (5)
¯à¨ � = 	, � = � á®®â¢¥âáâ¢¥­­®; Gk, k = 1; : : : ; s, | ®à¡¨âë £àã¯¯ë 	 ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ f1; : : : ; ng;
Hk, k = 1; : : : ; t, | ®à¡¨âë £àã¯¯ë �; X(v;w) | ¬­®¦¥áâ¢® à¥è¥­¨© á¨áâ¥¬ë (2), (3) ¯à¨
¤®¯®«­¨â¥«ì­ëå ãá«®¢¨ïå

X
j2Gk

xj = vk; k = 1; : : : ; s;
X
j2Hk

xj = wk; k = 1; : : : ; t: (12)
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� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á â¥®à¥¬®© 1

X =
[
v2V

[
w2W

X(v;w): (13)

�®§­¨ª ¥â ¢®¯à®á ® à ­£¥ ¬ âà¨æë á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© (12).

�¥®à¥¬  2. �á«¨ 	� | £àã¯¯ , â® à ­£ ¬ âà¨æë á¨áâ¥¬ë (12) à ¢¥­ s+ t� p1, £¤¥ p1 |
ç¨á«® ®à¡¨â £àã¯¯ë 	�.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �àã¯¯ë 	, � | íâ® ¯®¤£àã¯¯ë £àã¯¯ë 	�. � ª ª ª «î¡ ï ®à¡¨â  £àã¯-
¯ë ï¢«ï¥âáï ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ ­¥ª®â®àëå ®à¡¨â ¯®¤£àã¯¯ë, â® á¨áâ¥¬  (12) à á¯ ¤ ¥âáï ­  p1 ­¥-
§ ¢¨á¨¬ëå á¨áâ¥¬ ãà ¢­¥­¨©. �ë¤¥«¨¬ ®¤­ã ¨§ â ª¨å á¨áâ¥¬, á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ­¥ª®â®à®© ®à-
¡¨â¥ P £àã¯¯ë 	� ¨ § ¯¨è¥¬ ¥¥ ¢ ¢¨¤¥ hek;xi = vk, k 2 I = fi j Gi � Pg; hhk;xi = wk,
k 2 J = fi j Hi � Pg. �à¡¨âë Gk, â ª ¦¥, ª ª ¨ ®à¡¨âë Hk, ®¡à §ãîâ à §¡¨¥­¨¥ ®à¡¨âë P .
�®íâ®¬ã X

k2I

ek =
X
k2J

hk:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, à ­£ ¬ âà¨æë á¨áâ¥¬ë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ®à¡¨â¥ P , ­¥ ¯à¥¢ëè ¥â jIj+ jJ j � 1.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï ­¥ª®â®à®£® i 2 I áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ç¨á«  �k, �k, çâ® �i = 0,X

k2I

�ke
k =

X
k2J

�kh
k = z:

� ª ª ª ¢¥ªâ®àë ek ­¥¯®¤¢¨¦­ë ¯® £àã¯¯¥ 	, hk | ¯® £àã¯¯¥ �,   	� | £àã¯¯ , â® ¢¥ªâ®à z

­¥¯®¤¢¨¦¥­ ¯® £àã¯¯¥ 	�. �â® §­ ç¨â, çâ® ¥£® ª®¬¯®­¥­âë zj , j 2 P , à ¢­ë ­¥ª®â®à®¬ã ç¨á«ã

. �á«¨ 
 6= 0, â® �k 6= 0 ¤«ï ­¥ª®â®à®£® k 2 I. �® ¯®áª®«ìªã �i = 0, â® ¢¥ªâ®à z ­¥ ï¢«ï¥âáï
­¥¯®¤¢¨¦­ë¬ ¯® £àã¯¯¥ 	�. �§ íâ®£® ¯à®â¨¢®à¥ç¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® 
 = 0; �k = 0, k 2 I; �k = 0,
k 2 J . � ª¨¬ ®¡à §®¬, à ­£ ¬ âà¨æë á¨áâ¥¬ë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ®à¡¨â¥ P , ­¥ ¬¥­ìè¥ jIj+ jJ j�1,
á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®­ à ¢¥­ jIj + jJ j � 1. � ­£ ¬ âà¨æë á¨áâ¥¬ë (12) à ¢¥­ áã¬¬¥ à ­£®¢ ¬ âà¨æ
­¥§ ¢¨á¨¬ëå á¨áâ¥¬. �â  áã¬¬  à ¢­  s+ t� p1.

�® ¯®¢®¤ã â¥®à¥¬ë 2 § ¬¥â¨¬, çâ® 	� | £àã¯¯ , ¥á«¨ ¨ â®«ìª® ¥á«¨ 	� = �	 ([2], á.23).
�¥â á¬ëá«  ¯à¨¬¥­ïâì ä®à¬ã«ã (13), ¥á«¨ ®¤­  ¨§ £àã¯¯ 	, � ï¢«ï¥âáï ¯®¤£àã¯¯®© ¤àã£®©,

â.ª. ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ «¨¡® s = p1, «¨¡® t = p1.
�à¥¤áâ ¢«ï¥â ¨­â¥à¥á ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ãá«®¢¨©, ¯à¨ ª®â®àëå á¨áâ¥¬  (4), (5) ®ª §ë¢ ¥âáï á¨¬-

¬¥âà¨ç­®©.

�¥®à¥¬  3. �á«¨ � | ­®à¬ «ì­ ï á®¡áâ¢¥­­ ï ¯®¤£àã¯¯  £àã¯¯ë �0 ¨ ¥á«¨ ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â

£àã¯¯ë �1, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© ãá«®¢¨ï¬: 1) � < �1 � �0, 2) ®à¡¨âë £àã¯¯ �, �1 á®¢¯ ¤ îâ, â®

¬­®¦¥áâ¢® F = ff 1; : : : ; f qg á¨¬¬¥âà¨ç­® ¯® ­¥ª®â®à®© £àã¯¯¥ 	0 ¯®¤áâ ­®¢®ª, ¨§®¬®àä­®©

ä ªâ®à-£àã¯¯¥ �0=�.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ®à¡¨â  P 0 £àã¯¯ë �0 ï¢«ï¥âáï ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ ®à¡¨â Pk, k 2 I �
f1; : : : ; pg, £àã¯¯ë �. �¥©áâ¢¨¥ ä ªâ®à-£àã¯¯ë �0=� ¯¥à¥áâ ¢«ï¥â à ¢­®¬®é­ë¥ ®à¡¨âë Pk, k 2
I, ¢­ãâà¨ ®à¡¨âë P 0. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, â.ª. �(Pk) = f�(j) j 8� 2 �; 8j 2 Pkg = Pk ¨ ¯®¤£àã¯¯ 
� ­®à¬ «ì­ , â® �(�(Pk)) = �(�(Pk)) = �(Pk) 8� 2 �0. �®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® ®§­ ç ¥â, çâ®
�(Pk) = f�(j) j 8j 2 Pkg | íâ® ®à¡¨â  £àã¯¯ë �, �(Pk) � P 0, j�(Pk)j = jPkj. �âáî¤  á«¥¤ã¥â,
çâ® ä ªâ®à-£àã¯¯  �0=� ¯®à®¦¤ ¥â ­¥ª®â®àãî £àã¯¯ã 	0 ¯®¤áâ ­®¢®ª ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ f1; : : : ; pg
­®¬¥à®¢ ®à¡¨â £àã¯¯ë �. �«¥¬¥­âã �� 2 �0=� á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®¤áâ ­®¢ª   2 	0 â ª ï, çâ®
��(Pk) = P (k).

�®«®¦¨¬ �1 = f� 2 �0 j �(Pk) = Pk; k = 1; : : : ; pg. �¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® �1 |
£àã¯¯ , � � �1 � �0. �àã¯¯ë 	0, �0=� ¨§®¬®àä­ë, ¥á«¨ ¨ â®«ìª® ¥á«¨ �1 = �. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,
£àã¯¯ë 	0, �0=� ¨§®¬®àä­ë, ¥á«¨ ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â £àã¯¯ë �1, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© ãá«®¢¨ï¬: 1) � <
�1 � �0, 2) ®à¡¨âë £àã¯¯ �, �1 á®¢¯ ¤ îâ.
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�áâ «®áì ¤®ª § âì, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® F á¨¬¬¥âà¨ç­® ¯® £àã¯¯¥ 	0. �ãáâì  2 	0; �� | ¯à®-
®¡à § ¯®¤áâ ­®¢ª¨  ¢ ä ªâ®à-£àã¯¯¥ �0=�. �ç¨âë¢ ï ä®à¬ã«ã (9), ¯®«ãç¨¬

f r (k) =
1

jP (k)j

X
j2P (k)

X
i2Qr

cij =

=
1
jPkj

X
j2Pk

X
i2Qr

ci�(j) =
1
jPkj

X
j2Pk

X
i2Qr

c
�(i)
j ; (14)

£¤¥ � = (�(1); : : : ; �(m)) | ®¡à § ¯®¤áâ ­®¢ª¨ � 2 �0 ¢ £àã¯¯¥ �0. �®£« á­® «¥¬¬¥ 1 £àã¯¯  �
¨ £àã¯¯  �, ¯®à®¦¤ ¥¬ ï £àã¯¯®© � ¨ ¬­®¦¥áâ¢®¬ C, ¨§®¬®àä­ë. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯®¤£àã¯¯ 
� ­®à¬ «ì­  ¢ �0,   ä ªâ®à-£àã¯¯ë �0=�, �0=� ¨§®¬®àä­ë. �¥©áâ¢¨¥ ä ªâ®à-£àã¯¯ë �0=�
¯¥à¥áâ ¢«ï¥â ®à¡¨âë Qr. � ªâ®à-£àã¯¯  �0=� ¯®à®¦¤ ¥â ­¥ª®â®àãî £àã¯¯ã �0 ¯®¤áâ ­®¢®ª ­ 
¬­®¦¥áâ¢¥ f1; : : : ; qg ­®¬¥à®¢ ®à¡¨â £àã¯¯ë �. �«¥¬¥­âã �� 2 �0=� á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®¤áâ ­®¢ª 
' 2 �0 â ª ï, çâ® ��(Qr) = �(Qr) = Q'(r). �®íâ®¬ã

X
i2Qr

c
�(i)
j =

X
i2Q'(r)

cij : (15)

�§ (14), (15) á«¥¤ã¥â f r (k) = f
'(r)
k , f r = f'(r), r = 1; : : : ; q. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬­®¦¥áâ¢® F á¨¬¬¥-

âà¨ç­® ¯® £àã¯¯¥ 	0,   £àã¯¯  �0, ¯®à®¦¤ ¥¬ ï £àã¯¯®© 	0 ¨ ¬­®¦¥áâ¢®¬ F , ¨§®¬®àä­  £àã¯¯¥
	0 á®£« á­® «¥¬¬ ¬ 1, 2.

�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© £àã¯¯ë	 ¯®¤áâ ­®¢®ª ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ f1; : : : ; pg ¢¢¥¤¥¬ ¡¨­ à­®¥ ®â­®è¥­¨¥
­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ Rp à ¢¥­áâ¢®¬ y1 = y2 ¤«ï ­¥ª®â®à®© ¯®¤áâ ­®¢ª¨  2 	. �â® ®â­®è¥­¨¥
ï¢«ï¥âáï ®â­®è¥­¨¥¬ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨. �ãáâì Y (	) | ¬­®¦¥áâ¢® ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© ¢á¥å ª« áá®¢
íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢  Y à¥è¥­¨© á¨áâ¥¬ë (4), (5) ®â­®á¨â¥«ì­® £àã¯¯ë 	.

�¥®à¥¬  4. �á«¨ ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 3 ¨ ¥á«¨ d = (d1; : : : ; dm) | ­¥¯®¤¢¨¦­ë©

¯® £àã¯¯¥ �0 ¢¥ªâ®à, â®

X =
� [
y2Y (	0)

X(y)
�
�; (16)

£¤¥ � | ¬­®¦¥áâ¢® ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© á¬¥¦­ëå ª« áá®¢ £àã¯¯ë �0 ¯® ¯®¤£àã¯¯¥ �.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ v 2 X, � 2 �0, i 2 f1; : : : ;mg, â® hci;v�i = hci��1;vi = hcs;vi � ds,
£¤¥ i, s ¯à¨­ ¤«¥¦ â ®¤­®© ¨ â®© ¦¥ ®à¡¨â¥ £àã¯¯ë �0. �® ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë di = ds, ¯®íâ®¬ã
hci;v�i � di ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, v� 2 X. �â® §­ ç¨â, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® X á¨¬¬¥âà¨ç­® ¯® £àã¯¯¥ �0.

�à¨ ' 2 �0, r 2 f1; : : : ; qg ®à¡¨âë Qr, Q'(r) £àã¯¯ë � á®¤¥à¦ âáï ¢ ®¤­®© ¨ â®© ¦¥ ®à¡¨â¥
£àã¯¯ë �0. �®íâ®¬ã gr = g'(r) ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, g = (g1; : : : ; gq) | ­¥¯®¤¢¨¦­ë© ¯® £àã¯¯¥
�0 ¢¥ªâ®à. �¥¯¥àì á¨¬¬¥âà¨ï ¬­®¦¥áâ¢  Y ¯® £àã¯¯¥ 	0 ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥âáï â®ç­® â ª ¦¥, ª ª ¨
á¨¬¬¥âà¨ï ¬­®¦¥áâ¢  X ¯® £àã¯¯¥ �0.

�ãáâì v 2 X(w), w 2 Y ,  2 	0; �� | ¯à®®¡à § ¯®¤áâ ­®¢ª¨  ¢ ä ªâ®à-£àã¯¯¥ �0=�. �®
®¯à¥¤¥«¥­¨î ¬­®¦¥áâ¢  X(y)

X
j2Pk

v�(j) =
X

j2P (k)

vj = w (k); k = 1; : : : ; p: (17)

� ª ª ª v� 2 X, w 2 Y , â® ¨§ (17) á«¥¤ã¥â v� 2 X(w ). �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¬­®¦¥áâ¢  Y (	0)
áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¯®¤áâ ­®¢ª   0 2 	0, çâ® w 0 2 Y (	0). �®£¤  v�0 2 X(w 0), £¤¥ �0� | ¯à®-
®¡à § ¯®¤áâ ­®¢ª¨  0 ¢ ä ªâ®à-£àã¯¯¥ �0=�, �0 2 �0. �ãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¯®¤áâ ­®¢ª  � 2 �, çâ®
���10 = ��. �§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  X(y), y 2 Y , á«¥¤ã¥â, çâ® íâ® ¬­®¦¥áâ¢® á¨¬¬¥âà¨ç­®
¯® £àã¯¯¥ �. �®íâ®¬ã v 2 (X(w 0))�

�1
0 = (X(w 0))�. �â® §­ ç¨â, çâ® «î¡®© ¢¥ªâ®à v 2 X

¬®¦¥â ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥­ ¯® ä®à¬ã«¥ (16).
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�¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ ¯® £àã¯¯¥ �0 á¨áâ¥¬ë (2) ¨ (2), (3) ­ §®¢¥¬ áâà®£® á¨¬¬¥âà¨ç­ë¬¨, ¥á«¨ d

| ­¥¯®¤¢¨¦­ë© ¯® £àã¯¯¥ �0 ¢¥ªâ®à. �¥ª®â®àë¥ ¯à¨ª« ¤­ë¥ § ¤ ç¨ ä®à¬ «¨§ãîâáï á¨¬¬¥-
âà¨ç­ë¬¨ ¨«¨ áâà®£® á¨¬¬¥âà¨ç­ë¬¨ á¨áâ¥¬ ¬¨ «¨­¥©­ëå ¤¨®ä ­â®¢ëå ­¥à ¢¥­áâ¢, ­¥ âà¥¡ã-
îé¨¬¨ ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì­®© á¨¬¬¥âà¨§ æ¨¨. � ª ï á¨âã æ¨ï ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ ­¨¦¥
¯à¨¬¥à¥.

� ¤ ç  ®¯à¥¤¥«¥­¨ï £ ¬¨«ìâ®­®¢  æ¨ª«  ¢ ­¥®à¨¥­â¨à®¢ ­­®¬ £à ä¥ (V;E), £¤¥ V = f1; : : : ; ng,
ä®à¬ «¨§ã¥âáï á«¥¤ãîé¥© á¨áâ¥¬®© [3]:

nX
j=1

xij = 1; i = 1; : : : ; n;
nX
i=1

xij = 1; j = 1; : : : ; n; (18)

hap;xii+
X
k2Ni

hbp;xki � 1; i = 1; : : : ; n; p = 0; 1; : : : ; n� 1; (19)

xij 2 f0; 1g; i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; n: (20)

�¤¥áì Ni = fj 2 V j fi; jg =2 E; i 6= jg, xi = (xi1; : : : ; x
i
n), a

0 = (1; 1; 0; : : : ; 0; 1), b0 = (1; 0; : : : ; 0).
�¥ªâ®àë ap, bp ®¡à §®¢ ­ë æ¨ª«¨ç¥áª¨¬ á¤¢¨£®¬ ­  p ¯®§¨æ¨© ¢¯à ¢® ª®¬¯®­¥­â ¢¥ªâ®à®¢ a0,
b0 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

� ¬¥â¨¬, çâ® á¨áâ¥¬ã (18){(20) ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ â®ç­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á § ¯¨áìî á¨áâ¥¬ë
(2), (3).

�¨áâ¥¬  (18){(20) áâà®£® á¨¬¬¥âà¨ç­  ¯® £àã¯¯¥ 
�1, £¤¥ �1 | æ¨ª«¨ç¥áª ï £àã¯¯  ¯®àï¤ª 
n á ¯®à®¦¤ îé¨¬ í«¥¬¥­â®¬ (n; 1; 2; : : : ; n � 1), 
 = f(1; : : : ; n); (n; n � 1; : : : ; 2; 1)g. �¥©áâ¢¨¥
£àã¯¯ë 
�1 ­  Rn2 ®¯à¥¤¥«¥­® á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: x� = (x1�(1); : : : ; x

1
�(n); : : : ; x

n
�(1); : : : ; x

n
�(n)),

£¤¥ x = (x11; : : : ; x
1
n; : : : ; x

n
1 ; : : : ; x

n
n), � = (�(1); : : : ; �(n)) 2 
�1. � ¯¨è¥¬ á¨áâ¥¬ã (4), (5) ¤«ï

á«ãç ï, ª®£¤  n | ç¥â­®¥ ç¨á«®, � = �2 | æ¨ª«¨ç¥áª ï ¯®¤£àã¯¯  ¯®àï¤ª  n

2
£àã¯¯ë �1:

nX
i=1

yi1 =
n

2
;

nX
i=1

yi2 =
n

2
; (21)

2yi1 + yi2 +
X
k2Ni

yk2 �
n

2
; 2yi2 + yi1 +

X
k2Ni

yk1 �
n

2
; (22)

yi1 + yi2 = 1; yi1; y
i
2 2 f0; 1g; i = 1; : : : ; n: (23)

�®¤£àã¯¯  �2 ­®à¬ «ì­  ¢ £àã¯¯¥ �1. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á â¥®à¥¬ ¬¨ 3, 4 (¯à¨ �0 = �1, � = �2)
á¨áâ¥¬  (21){(23) áâà®£® á¨¬¬¥âà¨ç­  ¯® £àã¯¯¥ ¯®¤áâ ­®¢®ª ¯®àï¤ª  2.

�¨áâ¥¬ã (21){(23) ¬®¦­® ã¯à®áâ¨âì, ¯®« £ ï Mi = fj j fi; jg 2 Eg. � ãç¥â®¬ â®£®, çâ®
jMi [Nij = n� 1, ¯®«ãç¨¬ íª¢¨¢ «¥­â­ãî á¨áâ¥¬ã:

nX
i=1

yi1 =
n

2
; 2 � 3yi1 +

X
k2Mi

yk1 � jMij+ 1; (24)

yi1 2 f0; 1g; yi2 = 1� yi1; i = 1; : : : ; n: (25)

�î¡®¥ à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë (24), (25) á®¤¥à¦¨â n ­ã«¥¢ëå ª®¬¯®­¥­â. �®íâ®¬ã á®£« á­® â¥®à¥¬¥ 1
¯à¨ à áç¥â å ¯® ä®à¬ã«¥ (16) ç¨á«® ¯¥à¥¬¥­­ëå ¢ á¨áâ¥¬¥ (18){(20) á®ªà é ¥âáï ¢ ¤¢  à § .

� áá¬®âà¨¬ á«ãç ©, ª®£¤  n ¤¥«¨âáï ­  3, � = 
�3, �3 | æ¨ª«¨ç¥áª ï ¯®¤£àã¯¯  ¯®àï¤ª 
n

3
£àã¯¯ë �1. �ãáâì P 1

k , P
2
k , k = 1; : : : ; n, | ®à¡¨âë £àã¯¯ë 
�3. � ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ®à¡¨â¥ P 1

k

á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ xkj , j = 2 + 3i, i = 0; 1; : : : ; n�3
3
; ®à¡¨â¥ P 2

k á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ®áâ «ì­ë¥
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¯¥à¥¬¥­­ë¥ xkj ; jP
2
k j = 2jP 1

k j =
2n
3
. �¨áâ¥¬  (4), (5) § ¯¨è¥âáï ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥:

nX
i=1

yi1 =
n

3
;

nX
i�1

yi2 =
2n
3
;

yi2 +
X
k2Ni

yk1 �
n

3
; yi2 + 2yi1 +

X
k2Ni

yk2 �
2n
3
;

yi1 + yi2 = 1; yi1; y
i
2 2 f0; 1g; i = 1; : : : ; n:

�¯à®é ï íâã á¨áâ¥¬ã, ¯®«ãç¨¬
nX
i=1

yi1 =
n

3
; 1 � 2yi1 +

X
k2Mi

yk1 � jMij;

yi1 2 f0; 1g; yi2 = 1� yi1; i = 1; : : : ; n:

�«ï ¯®¤£àã¯¯ �2, 
�3 £àã¯¯ë 
�1 ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ â¥®à¥¬ë 2, â.ª. �2(
�3) = (
�3)�2 =

�1.
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